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ПРЕДИСЛОВТЕ. 


Появленіе предлагаемаго курса алгебры вызвано, съ одной стороны, 
желашемъ дать руководство, стоящее на уровнЪ современныхъ воззр®ній 
на количество, оппрающихся на изелъдованія Гамильтона, съ другой сторо- 
ны, —желащемъ пополнить пробълы общепринятыхъ у насъ куреовъ (Да- 
видова; Сомова п др.). не отвъчающихъ современному состоянию препода- 
ван1я алгебры, какъ оно поставлено во Франціи, которая, пзъ веъхъ странъ 
Запада, является единственнымъ образцомъ, достойнымъ подражанія въ за- 
нимающемъ насъ дълћ. Д 

Особенности нашего курса виднће будутъ йзъ нпжеслћдующаго пе- 
речня ихъ. 

Въ началЪ курса (глава П) дается отчетливое изложеніе теорін отри- 
цательныхъ количествъ указаніемъ направленя величины, какъ элемента, 
отличающаго количество алгебраическое отъ ариеметическато. - 

Выводу правиль для -алгебраическихъ дъйствій предшествуетъ предва- 
рительное изучепіе основныхъ свойствъ суммы п разности, а затћмъ п 
пропзведенія. ДалЪе эти законы распространены на несопзм%римыя числа, 
и наконецъ на комплексы. : 

Статья о разложенш многочленовъ на множители пополнена новымъ, 
по сравнешю еъ другими курсами, способбмъ двучленнылъ дълителей. 

Дано указаніе объ употребленіп двойнаго знака при квадратномъ кор- 
нъ, къ сожалђнію,- обыкновенно опускаемое составителями учебниковъ. 

Данъ строг п ясный выводъ править пзвлеченія кв. и куб. корней 
изъ.чиселъ: обычцое изложене этой статьи, по несовершенетву предла- 
гаемыхъ пріемовъ объяененія,`обыкновенио. затрудняетъ учащихся. 

Введена статья о предълахъ, обыкновенно непзлагаемая въ существую- 
щихъ курсахъ. ИС 

Стать объ уравнешяхъ предшествуетъ какъ введеніє глава, посвя- 
щепная изученію особыхъ ормъ алгебрапческихъ выраженій; ихъ изуче- 
ніе, весъма важное для теорш уравненій, обыкновенно опускаетея въ суще- 
ствующихъ у насъ курсахъ. 

Подробно уяснены начала, на которыхъ основывается ръшеніе уравненій. 
Этотъ пунктъ, обыкновенно, излагается поверхностно, а теорема объ умно- 


ИЕ 


женш уравненія на множитель съ неизвфетнымъ даже обыкновенно излагается 
неправильно. Неправильное выражен!е Этой теоремы, кажется, впервые 
появилось въ алгебр Давидова, а оттуда перешло и въ другія руковод- 
ства, между прочимъ даже и въ алгебру Шапошникова — лучпий изъ суще- 
ствующихъ у насъ краткихъ курсовъ. 


Съ большею полнотою, нежели обыкновенно принято, изложена у насъ 
и статья о неравенствахъ: за общими началами, относящимися къ одному 
и къ совм%стнымъ неравенствамъ, указаны методы пров%рки задаваемыхъ 
неравенствъ, затЪмъ кром® ръшенія неравенствъ первой степени, указано 
и рёшеніе неравенствъ высшихъ степеней и ирраціональныхъ. Особенное 
вниман!е на эту статью обращено въ виду того, что она находится въ тъс- 
ной связи съ изсльдоващемь вопросовъ. 

Тщательно обработаны статьи, относящіяся къ изсльдованио вопро- 
совъ, приводящихъ къ ур—мъ первой степени и квадратнымъ. На изслъдо- 
ван!е ур-—ній первой ст. приведено 12 примёрныхъ подробно разобранныхъ 
задачъ. Изелъдованю вопросовъ 2-й ст. предшествуетъ подготовительное 
изученіе измЪненій н%которыхъ простёйшихъ функцій (квадв. и бикв. три- 
нома и нк. др.); самое же изелБдованіе пояснено тщательнымъ разборомъ 
23-хъ образцовыхъ задачъ, гд и развиты надлежащія методическія ука- 
занія. Методъ изсл®дованія систематически проведенъ новый, основанный 
на свойствахъ квадратнаго тринома. Статья эта, даже въ курсахъ прило- 
женія алгебры къ геометріп, излагается, обыкновенно, крайне неполно и 
нашъ курсъ в» первый разъ въ русской литературњ даетъ обстоятельныя 
по этому предмету указанія. Самая статья о квадратныхъ ур-—ніяхъ изло- 


жена съ большою полнотою, сопровождаясь множествомъ различнаго рода 
приложеній. 


Въ стать о тахіта и тіпіта ункцій приведены всевозможные эле- 
ментарные пріемы опред®ленія максимальныхъ и минимальныхъ значеній 
тункцій, съ грахическпиь поясненіемъ и также съ большимъ числомъ при- 
мрныхъ задачъ. 


Анализъ соедпненій, кром% обычнаго матеріала, содержитъ и статью 
о соединеніяхъ съ повтореніями. | 

Въ элементарной теор1и рядовъ, въ видё приложенія теоріи, изложе- 
ны элементарные методы ЖоФоруэ для разложенія п въ безконечные ряды. 

Что касается разложенія функцій (бинома, показательной и логариеми- 
ческой), въ безконечные ряды, то шлемы даны совершенно строгіе, т. е. 
основанные не на способЪ неопредфленныхъ коэтФиціентовъ, прим%ненія 
котораго въ данномъ случа слБдуетъ избгать. Тамъ, гдё этотъ методъ 
умвотенъ, примфненіе его разъяснено на задачахъ, въ различныхъ отдё- 
лахъ курса. 

Теор1и логариемовъ предшествуетъ предварительное изслздоване 
свойствъ показательной Функц: теорія логариемовъ является непоесред- 
втвеннымъ королларіемъ этого изслёдовавя. 


Наконецъ, теорія непрерывныхъ дробей пополнена изученіемъ иеріоди- 
ческихъ кробей. 
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Изелфдованія изм%неній ункцій сопровождаются граФическимъ пред- 
ставленіемъ хода измЪненій. 

Изложеніе сопровождается историческими прим%ъчаніями. 

Доказательства выбраны безукоризненно—стротя. 

Отдфльныя главы сопровождаются богатымъ подборомъ примфровъ и 
задачъ, большею частію не встрёчающихея въ нашихъ учебникахъ. 

Что касается изложенія, то въ первыхъ главахъ доказательства изло- 
жены съ надлежащею полнотою, въ виду того, что книга назначается не 
для однихъ учениковъ, занимающихся подъ руководотвомъ учителя, но и 
для самостоятельнаго чтенія. Зат%мъ, постепенно, изложен!е принимаетъ 
сжатый характеръ. 

Отв%ты на задачи не приложены, съ цю развитія въ читателяхъ 
большей самостоятельности и надлежащаго навыка въ провърк получае- 
мыхъ результатовъ. 

Въ нашемъ куре% ничего не говорится о ршеніи кубичнаго уравненія 
въ общемъ видЪ и о разложеніи тригонометрическихъ функцій въ строки: 
эти статьи войдутъ въ приготовляемый къ печати „күрсъ тригонометрии“, 
который будетъ составленъ въ томъ же духЪ, какъ и курсъ алгебры, являясь 
такимъ образомъ естественнымъ дополненіемъ послёдняго. Въ курсъ три- 
гонометріи войдетъ и изелдоваве вопросовъ съ тригонометрическими 
величинами, а также и шахіюња и шшива тригонометрическихъ Функцій. 

При составленіи курса, авторъ пользовался всзми выдающимися сочи- 
неніями по элементарной алгебр% (хранцузскими, нмецкими и англійски- 
ми), начиная съ Лакруа и кончая курсами восьмидесятыхъ годовъ. 


1 Феврали 1888 г, 
Н. Маракуевъ. 
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ОТД-БЛЪ ПЕРВЫЙ. 


АЛГЕБРАИЧЕСКОЕ ИСЧИСЛЕНТЕ. 


ГЛАЗА Т. 


Предварительныя понятія и опредъленія. 


1. Пусть дана задача: найти два числа, которыхъ сумма равняется 138, а 
разность 24? 

Рьшимъ эту задачу ариеметическимъ путемъ. Такъ какъ разность иско- 
мыхъ чиселъ, по условію, равна 24, то большее число равно меньшему, сло- 
женному съ 24; поэтому сумма двухъ искомыхъ чиселъ состоитъ изъ меньшаго 
числа, сложеннаго съ меньшимъ и съ 24, ийн изъ удвоеннаго меньшаго числа, 
сложеннаго съ 24. Итакъ, мы имћемъ сумму 138, которой одно слагаемое 24 
известно, а другое — удвоенное меньшее число — неизвестно; вычтя изъ суммы 
извфетное слагаемое,. находимъ остатокъ 114, равный удвоенному меньшему чи- 
слу; раздфливъ этотъ остатокъ на 2, получаемъ, что меньшее число равно 57. 
Придавъ къ нему 24, находимъ большее число 81. | | 

Повфрка покажетъ намъ, что искомыя числа найдены вЪрно. 

Наши разсуждевія значительно сократятся, если мы неизвфетныя будемъ 
обозначать особыми буквами, а дБйствія особыми знаками, что допускается й 
въ арлөметик%. 

Обозначимъ же меньшее число буквою х; тогда большее, превышая мень- 
шее на 24, изобразится сумиою х-- 24; 06% же части вмъстъ равны 2 -|- 2 4- 
-- 24, или короче 22 -|- 24. Эта сумма, по условію, равна 138, елд. 

24| 24 = 138, 
откуда неизвъетное слагаемое 22 —138 — 24 —=114, а отсюда 22—114 : 2:57. 

Придавъ 24 къ 57, найдемъ большее число 81. 

Отсюда ясно, какимъ образомъ введевіе знаковъ для обозначевія дћъйствій 
и буквы 2 для обозначеня неизвъстнаго сокращаетъ рвчь и этимъ самым» ус- 
коряетъ ръшеніе задачи. Ч%мъ сложнфе задача, тъмъ важнће введені этих с0- 
кращающихъ ръзь знаковъ. 

2. Окончательные результаты, полученные нами при ръшенін задачи (т. 
е. числа 57 и 81) не носятъ на себ елда давныхъ чяселъ, потому что при 
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выполнени хаждаго дъйствія данныя числа замнялись новыми; результаты 57 
и 81 не даютъ намъ никакого понятія о томъ, какія дЪйствія надо проязвести 
надъ данными числами для нахожденія неизвфетныхъ. Для того чтобы судить о 
томъ, какія д®йствія и въ какомъ порядкЪ елъдуетъ произвести надъ данными 
чиелами для опредћлевія неизвЪетныхъ, нужно только обозначать дћъЙСтвія, 
удерживаясь отъ всякихъ вычисленій. Поступая такъ, мы найдемъ, что мень- 
шая часть въ рЪшенной нами задачъ выразится слъдующимъ образомъ: 


_ 138 — 94 


а. 


Изъ этого выражевія видно, что для нахожденія меньшато числа слфдуеть изъ 
данной суммы вычесть данную разность и остатокъ раздълить на 2. Это пра- 
вило будетъ служить для рБшевія вефхъ задачъ одного рода съ данной, т. е. 
отличающихся отъ нея не содержаніемъ, а только иною величиною данвыхъ чи- 
селъ; это потому — что какимъ образомъ числа 138 и 24 входятъ въ составъ 
выраженія (1), такимъ же точно образомъ будуть входить и веякія другія чис- 
ла, взятыя вмфето нихъ. 

Такимъ образомъ выраженія, подобныя (1), служатъ общими ришетями, 
или выражаютъ общія правила для ръшенія вефхъ однородныхъ задачъ; ихъ 
называютъ также ариометическими формулами. 

Однако, для того чтобы ариеметическая Формула ясно и отчетливо говорила 
уму © тёхь дЪйствіяхъ, которыя слфдуетъь производить вадъ данными числами 
для опредфленя нейзвћетныхъ, необходимо соблюденіе слфдуюіщихъ условій: 

1) чтобы данвыя величины были выражены небодыпими числами; ибо ина- 
че Формула будеть не достаточно проста; 

2) чтобы числа эти были разнообразны, ибо иначе Формула будеть лише- 
на ясности; 

3) вел%детвіе выполненія нёкоторыхъ дЪйствЙ, котораго избъжать нельзя, 
могуть войти числа одинаковыя съ данными, а это влечетъ за собою опять не- 
достаточную ясность Формулы. Примфромъ можеть служить слёдующая задача: 

сумма трехъ чиселъ равна 238; второе число больше перваго на 4 едини- 
цы, а третье равно суми двухъ первыхъ; найти первое число? 

Пусть первое число =; тогда второе будеть =х-|-4, а третье х-- х-- 4 
или 22 -|- 4, сумма же вефхъ трехъ чиселъ будеть х-- 2--4--2х--4 или 
42-4 х 2. По условію 42-|-4 х 2: 238, откуда 42—238 —4 х 2, ся. 
238—4 х 2 

2—5 





Соединеніе вићет већхъ 2-овЪ ввело чиело 4 —оќиваконое съ даняыиь, й хббя 
по происхождению этого числа его не трудно отличить отъ даннағо, #66 же оор- 
муха потеряла полную ясность. 

Неудобства, подобныя этому, очевидно, будутъ возрастать виЪеть бъ у6ло- 
жненіемъ задачъ. Въ виду устраневія такихъ неудобетвъ условияавь не тольно 
искомыя, но и данныя числа обозначать буквами. Рћшгимъ нашу задачу, Фбоэва- 
чая и данныя и иекомыя чиела буквами. 

Сумма двухъ чиселъ равна 5, а разность 4; найти эти числа? 


И ыы 


Пусть меньшее число = 2; тогда большее будеть х--@; по условю, 
д =-- 4—5, или 2: -|- 4-5, откуда 22 ==5 — 4, и лд. 
5—8 











в=—..... (2). 
Формула (2) опредъляетъ меньшее число. Большее число будетъ ас В 4, 
пли е или наконець: 
5+4 
="... (3). 


Изь Формулъ (2) и (3) ясно вытекаетъ правило: дяя нахожденія большаго чие- 
ла нужно къ данной сумм придать данную разность и результать раздЪлить 
на 2; а для. нахождевія меньшаго числа слЪдуеть изъ данной суммы вычесть 
данную разность и остатокъ разд®лить на 2. 

Выраженія, подобныя (2) и (3), указывающёя порядокъ дъйствій, которыя 
нужно совершить надъ данными числами для нахожденія неизвъстныхъ, служатъ 
для ръшевія вефхъ задачъ, однородныхъ съ данною: для этого надо только 
вмъсто буквъ подставить числа и и выполнить указанныя дъйствія. Такъ, если 
данная сумма — 500, а разность 200, то, подетавивъ 500 ви®ото зи 200 вмъсто 
4, найдемъ, что: 
большая часть = 302-200 == 79 == 350 

500 — 200 300 


а меньшая часть == ——5—— = ^^ = 150. 


Преимущества буквенныхъ Формулъ передъ числовыми, какъ видно изъ выше- 
извложеннаго, заключаются въ слЪдующемъ: 


1) Подъ буквами можно разумЪть какія угодно числа, поэтому рЪшенів вы- 
раженное буквенною Фориулою, пригодно для веБхъ однородныхъ задачъ: бук- 
венпая Формула даетъ рЪшеніє цфлаго класса задачъ. 


2) Алгебрпческая Формула даетъ наиболће ясное рёшене задачи, ибо въ 
вей напболће ясно изображаются порядокъ и послфдовательность дЪйствій, кото- 
рыя надб совершить надъ данными для нахожденія искомыхъ; между тъмъ какъ 
въ ариеметической ФормулЪ эта ясность, какъ мы видфли, иногда теряется. 


3) Результатъ, представленный алгебрическою Формулою, выражается обык- 
новенно коротко. 


4) При помощи алгебрической Формулы легче запомнить самое правило. 
Наука, занимающаяся обобщенлемь вопросовь 0 числахь и способовъ ить 
рњшенія, называется амеброю. 


З. Знаки, употребляемые въ алгебр, частію тфже самые, что и въ арие- 
метикЪ, частію другіе. Ихъ можно раздфлить на три группы: 1) знаки, упо- 
требляемые для изображенія чиселъ; 2) для изображенія двйствій надъ числами; 
и 3) для изображеня соотношеній между числами. 

1. Знаки для изображенія чиселъ. Чиеза изображаются въ алгебр не цио- 
рами, какъ въ арпеметик%, а буквами; это обозначение было введено Француз- 
скимъ математикомъ второй половины ХҮІ вка Въетомь (1540—1603). Вьетъ 





о 


употребяялъ большія литеры; малыя буквы введены англійскимъ математикомъ 
Томасомъ Горрѓіотомь. 

Для обозначен!я извъстныхъ чиселъ употребляются первыя буквы латин- 
ской азбуки: а, 0, с, а, ер..... ; для обозначенія неизвЪетныхъ — по- 
слфднія буквы: В и, о, 2, у, 2,..... 

Иногда при буквахъ ставять значки или указатели (индексы), когда хо- 
тятъ сохранить въ обозначени аналогію, существующую между изображаемыми 
количествами. 


1 п ти ту 5 5 
Такимъ образомъ пишутъ: аа, а, а‘, ..... у ШЛИ: @,, 9, а, 


ац, . бъ тою же цфлью употребляютъ еще буквы греческаго алфавита, 
соотвътетвующія латинекимъ: а, В, ү б,Е..... 

Числа, изображенныя буквами, называются общими числами, потому-что 
подъ каждою буквою разумфютъ не одно какое-либо число, но какія угодно 
числа. | 

2. Знаки для изображенія дйствій. 


Сложенае обозначается знакомъ -|- (плюсъ); такъ а -|- 0 означаетъ сумму 
количествъ а и 6. 


Вычитаніе обозначается знакокъ — (иинусъ); такъ а — $ означаетъ раз- 
ность между а и 6. 

Знаки -- и — введены во всеобщее употреблепіе н®мецкими математика- 
ми ХҮ столЪтія. Полагаютъ, что первый началъь ихъ употреблять Пурбать 
(1423—1461). Въ «Алгебрв» Рудольфа, напечатанной въ 1525 г. и въ «АгИЪ- 
шейса ицесга» Стифеля, напечатанной въ 1544 г., примънены уже эти знаки. 

Умножене обозначается знакомъ х, или . (точкою), или же между со- 
множителями не ставится никакого знака; такимъ 0бразомъ а х5, а.б, и ар 
одинаково озвачаютъ произведеніе а на 6. 

Нужно замтить, что знакъ умножен!я нельзя опускать, когда числа изоб- 
ражены цифрами; произведеше 4 на 7 нельзя представить въ видф 47, такъ 
какъ 47, по принятому способу изображенія чиселъ, означаетъ не произведеніе 
4 ва 7, а число сорокъ семь. 

Опущене всякаго знака умноженія между различными Факторами произ- 
веденія впервые ветръчаетея у Отифеля (Агіһтейса 1544); знакъ Ж (косой 
кресть) введенъ Узиредомь (Опећігей) въ сочиненіи (ОІатіѕ таіһет. 1631); 
знакъ . (точка) введенъ Лейбницемь во второй половинъ ХУП столтія. 


6 В а 
Дълене обозвачаетстя или двоеточіемъ, или чертою; такъ а: 5 и 77 91" 


наково означають частное отъ разд%ленія а на $. 

Полагаютъ, что знакъ: введенъ во всеобщее употребленів Лейбницемъ; знакъ 
— (черта) ветрёчается уже въ сочиненіп Фибоначчи Пизанскато (1202 г.) 

3. Знаки соотношенй. Для изображенія равенства двухъ количествъ упо- 
требляетея знакъ =; такъ, выраженів . 

А—=В 

означаежъ: А равно В. 

Звакъ,, равенства (=) введенъ англ йскимъ математикомъ Рекордомь, к0- 
торый въ первый разъ употребилъ его въ своемъ сочинении «Брусокъ для ума» 


= 


(Тһе Ұһеіѕіопе о 1), изданномъ въ 1557 г. Во всеобщее употребленіе знакъ 
этотъ вошолъ сто ть спустя. 

Слово больше изображается знакомъ >>; слово меньше знакомъ <. Такъ 
а >> 6 означаетъ: а больше 6; а << 6 означаетъ: а меньше №. 

Когда хотятъ выразить, что два количества неравны, не указывая, кото- 
ров изъ нихъ больше, ихъ отдёляютъ знакомъ 5; такъ а$ означаетъ, что 
а неравно 6. 

Чтобы выразить, что а не меньше $, пишуть а \6. 

Такимь же образомъ а 2 означаетъ, что а не больше 6. 

Знаки > и < введены англійскимъ математикомъ Гарріотомъ въ 1623 г. 

Коэфоиціентъ. — Если какое нибудь произведене, наприм. аб, тре- 
буется повторить елагавмымъ нфсколько разъ, напр. пять, то сумма будетъ == 
а 4-а 4-а - а аб. Очевидно, что такй способъ изображенія суммы не- 
удобенъ, когда число слагаемыхъ велико: письменное изображене суммы заня- 
ло бы въ этомъ случа много времени и мета. Въ видахъ устрапевія такого 
неудобетва ввели сокращенное обозначеніе суммы равныхъ слагаемыхъ, усло- 
вившись слагаемое писать одинъ разъ, а передъ нимъ ставить число, показы- 
вающее, сколько разъ взятое выражен!е повторяется слагаемымъ. Такимъ обра- 
зомъ наша сумма сокращенно выразится въ вид 545. 

Число 5, показывающее, сколько разъ слфдующее за нимъ выраженіе по- 
вторяется слагавмымъ, называется коэффиціентонь или предстоящимь. ЌоэФ- 
ФиЩенту можно дать и другое опредфлене. Въ самомъ дълЪ, повтрить аб пять 
разъ слагаемымъ, — это все равно, что аб умножить на 5; слъд. коэффииенть 
есть числовой множитель, стоящий передь буквеннымь выраженемә. 


В 2 2 А 
Такъ, въ выраженіяхъ 79, зи", множители Ти т СУТЬ козоФищен- 


ты. Иногда и буквенные производители разематриваютея какъ коэФФиціенты по 
отношннію къ слъдующичъ за ними произведеніямъ; такъ въ выраженіи абс 
можно @ считать коэрФиціентомъ произведенія бс. Если произведеніе состоитъ 
изъ однихъ буквенныхъ сомножителей, то коэффиціентъ его есть 1; напр. ко- 
эФФищенть произведенія афс есть 1, такъ-какъ это произведеніе можно напи- 
сать въ вид 1. ас. | 

Степень. — Степенью называется троизведеніе равныхь множителей. 

Если число берется множителемъ два раза, то произведене называется 
второю степенью или квадратомь этого числа; такъ 5 Ж5 или 25 весть квад- 
рать пяти. Когда число берется множителемъ три раза, то произведеніе назы- 
вается третьею степенью или кубомь этого числа; такъ 5.5.5 или 125 есть 
кубъ пяти. Произведене четырехъ равныхъ множителей наз. четвертою сте- 
пенью; напр. а.а.а.а есть четвертая степень числа а. — Очевидно, что если 
число равныхъ множителей велико, то письменное изображевіе степени займетъ 
много времени и м%ста. Для устраненія этого неудобства введено слъдующев 
сокращенное изображен!е степени: перемножаемое само на себя количество пи- 
шутъ одинъ разъ, а надъ нимъ справа ставятъ число, показывающее, сколько 
разъ это количество берется множителемъ. Согласно этому условію, 
количества с, т. е. произведен!е а.а сокращенно нишетея въ вид: 
т. в. произведеніе а.а.а сокращенно изображается въ вид: дз; ' ая сте- 
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пень а, т. е. а.а.а.а — въ вид а‘ и т. д. — Каждый изъ равныхъ множите- 
лей называется основаніемь степени; такъ въ Фориулъ а‘ основанів веть а. — 
Числа 2, 3, 4 и т. д., стоящія надъ основаніемъ, называются показателями 
степени. Итакъ, показатель степени есть число, которое ставится надъ бук- 
вою и означаетъ, сколько разь эта буква берется множитедемъ. 

Показатель 1 не пишется, а подразумъвается; такъ, вмћето 5! пишуть 6. 

На основаніи сказаннаго, произведене аааађоьссӣ сокращенно пишутъ въ 
вид а163с*4. Обратно, а? есть сокращенно написанное произведенів 56555. 

Дљъйствіе нахожденія степени данноло числа называется возвышенемь 
въ степень. Такъ; возвысивъ 7 въ кубъ, т. е. взявъ 7 множителемъ три раза, 
получимъ 343. Возвысивъ 5 въ четвертую степень, т. взявъ 1 множите- 


телемъ четыре раза, найдемъ — и т. д. 


16 


Полезно знать на зки квадраты и кубы по крайнъй мр первыхъ де- 
сяти чиселъ, которые мы м помфщаемъ въ слъдующей таблиц; 


Числа: Г 2, 5 4, 8, 6, ТЕ 8, 9, 10. 
Квадраты: 1, 4, 9, 16, 25; 36, 49, 64, 81, 100. 
Вубы: 1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000. 

Борень. — Корнемъ второй степени или квадратным изъ даннаго числа 
называется такое число, квадратъ котораго равенъ данному числу. Такъ, квад- 
ратный корень изъ 9 равенъ 3, потому-что квадратъ трехъ даетъ 9. 

Вубичнымь корнемъ изъ даннаго числа называется такое число, котораго 
кубъ равенъ данному числу. Напр., кубичный корень изъ 64 равенъ 4, пото- 
му-что кубъ четырехъ равенъ 64. 

Борнемъ четвертаго порядка изъ даннаго числа называется такое, четвертая 
степень котораго равна данному числу. Такъ, корень четвертето порядка изъ 16 
равенъ 2, ибо 2*— 16. - 

Вообще, корнежъ, и-го порядка изъ даннаго числа наз. такое число, кото- 
раго я-ая степень равна данному числу. Такимъ образомъ корень ®-го порядка 
изъ а" есть а. 

Для обозначеня корня употребляютъ знакъ / , подъ которымъ ставятъ 
данное число, называемое поэтому модхореннымь числомь. Въ отверстіе этого 
знака ставятъ число, которое показываетъ, въ какую етепень должно возвысить 
корень для полученія даннаго числа; его называютъ яоказателемь корня. 

Такъ, чтобы обозначить письменно, что корень четвертаго порядка изъ 16 


равенъ 2, пишуть: / 16 2; здесь 2 есть самый корень, 16 — подкоренное 
число, 4 — показатель корня. 


Если показатель корня равенъ 2, то его не пишутъ, а подразукваютъ. 


1 1 
Такъ, для обозначенія, что квадратный корень изъ р равенъ =, пишуть: 


2 
у 
4 2 
Коренной знакъ (/ ) называютъ также радикаломь. Дъйствіе нахожде- 
мя корня называется извлеченемь корня. 


Ер. 8 


Первые сафы употребленія паказателей находятся у Лароша (Агізтеіідпе 
еі беотеігів, 1520); онъ употребляетъ показатели 1, 2, 3. — Знакъ \/ нахо- 
димъ впервые у Христіана Рудольфа (1524). — Окончательно же эти знаки вве- 
дены Декартомь. — Знакъ \/ есть ничто иное какъ искаженная буквах 
(начальная буква слова гайіх — корень). 

Скобки. — Для обозначенія д®йствій употребляютъ еще особыя знаки, 
называемые скобками. Имъ даютъ видъ: ( ), или [ |], или { }. Скобки 
перваго вида называютъ яростыми, втораго — квадратными, третьяго — 
фигурными. 

Такъ, для обозначенія, что разность &— 6 нужно умножить на с, пишуть: 


(а — Б). с 
Если это выраженіе написать безъ скобокъ, т. е. вЪ вид» 
а.с 


то смыслъ его былъ бы иной, именно: оно выражало-бы требованіе — вычесть 
изъ а произвгденіе Б на с, между тъмъ какъ требуется разность а — 0 умно- 
жить на с. 

Если бы требовалось сумму а |- возвысить въ кубъ и результать умно- 
жить на разность с — @, то слъдуетъ сказанныя дъЙствія обозначить такъ: 


(а-|- 5). (с — @). 
Если опустить скобки, т. е. написать 
а-- 5. — 4, 
то смыелъ новаго выраженія не былъ бы согласенъ еъ требованіемъ, потому 
что послЪднее выражен1е означало-бы слъдующее требованіе: къ а придать про- 
изведен!е куба 0 на с и изъ полученной суммы вычесть 4. 

Скобокъ не ставятъ всяк разъ, когда и безъ нихъ обозначене дъЙствій 
не представляетъ недоразум%ній, или когда для обозначеня дЪйствй вводится 
особый знакъ, устраняющий необходимость скобокъ. Напр., еслибы требовалось 
выраженіе а? -|- (а — Б)с раздЪяить на 2?—я?, то обозначая дфлев!е звакомъ 
двоеточія, необходимо и дълимое и дёлитель заключить въ скобки, написавъ: 


[0 4 (2 — 5) в]: (®*—”). 
Но если вифето двоеточія знакомъ д®ленія взять черту, проведя ее подъ 
вефмъ дфлимымъ, то она устранить необходимость заключенія длимаго и дЪ- 
лителя въ скобки; частное изобразитоя въ тавомъ случаЪ въ видћ 


а -- (а—5)с 
ті — ла Е 


Точно также для обозначенія, что изъ выражения а-|- 0 —с надо извлечь 
кубичный корень, елъдуетъ данное выраженіе заключить въ скобки, написавши: 


Уа 0). 
Но если протянемъ горизонтальную черту радикала надъ всфмъ даннымъ 


выражешемъ, то послфдняя устранить необходимость заключеня выраженія 
аЬ -с въ скобки; дЪйстве изобразитея саъд. обр. : 


Уа ъ — с. 


и 


== 10 = 


Употреблене скобокъ въ первый разъ ветръчаетоя въ сочиненін Альберта 
УАипрара: «Шуепйоп попүеЦе дарѕ Ра]оефге еіс.», изданномъ въ Амстердам 
въ 1629 г. 

4., Классификація алгебраическихъ фориулъ, — Алтебрамческимь выраженіемь 
или формулою называютъ совокупность буквъ, чиселъ и знаковъ, указывающую 
радъ дъйствій надъ числами, которыя подразумфваютея подъ данными буквами. 
Такимъ образомъ: 

8-4, Ва? — да -- 3% 1804 (ъ-- Ус) 
З 9—0 ГЕО) 
суть алгебраическія выраженія или Формулы. 

Всякое алгебраическое выраженіе, не содержащее радикаловъ, называется 
раціональнымг; оно называется иррашональниымь, вели содержитъ радикалы. 
Первыя два изъ вышеприведенныхъ выражен! ращональныя, третье — ирра- 
щональное. 

Раціональныя выражен!я раздЪяяются на уљлыя и дробныя; цЪлымъ на- 
зываютъ раціональное выражене, не содержащее бухвенныхъ дфлителей; дроб- 
нымъ, — вырожевів, содержащее буквенвыхъ дфлителей. Такъ, выраженія 


4а? | аф, ти, 19а" 20% 50 





суть алгебрапческія цфлыя, хотя второе и третье и содержатъ числовыхъ дћли- 
телей; выраженя же 


а Ва? — 4а0 -- 30% 
аъ” аЗ — 03 
алгебрически дробныя, такъ-какъ имъютъ буквенныхъ дфлителей. 
Одночленомь называютъ такое выраженіе, въ которомъ буквы не соедине- 








ны знаками |- п — . Такъ, выражен!я 
[гй 3 ГАК 
Мр 7азь? За" 5 | 
Тае, гу ЗЫ г 


суть одночлены. 
Мноточленомъ наз. выраженіе, состоящее изъ нћеколькихъ  одночленовъ, 
отдъленныхъ одинъ отъ другаго знаками -|- или — 
Такъ, выраженія 


Зр зрә арз, 
а? — 3а% -|- ЗаЪ2 — 53, Е 2 + о. © 


в 





суть многочлены. 

Одночлены, составляющее многочленъ, называются его членами. Знакъ, 
предшествующий одночлену. считается составною частью члена; такъ члены пер- 
ваго одночлена суть 

4 3а3, — 3%, --3ам, — 0%. 

Если передъ первымъ членомъ не поставлено знака, то нужно подразум%- 
вать --. 

Многочленъ, состоящий изъ двухъ членовъ, напр. а — 0°, наз. биномомь 
или двучленомә; состоящій изъ трехъ членовъ, какъ а* — 240 -|- 0° — трино- 


момь или трехчленомъ; если же число членовъ больше, то многочлену не да- 
ютъ 0собаго названія. 


Би 


— 41 — 


Изм$ рен: е. — Число буквенныхь множителей цфлаго одночлена назы- 
ваетея его излиьренмемь;, такъ, одночленъ 4а35?с будетъ шести измњреній, по- 
тому-что, представивъ его въ вид 4 ааафбе, видимъ, что онъ водержитъ шесть 


_буквенныхь множителей. Оложивъ показателей, получимъ 3--2--1 или 6; сл. 
< для опред%ленія измфрення цфлаго одночлена нужно взять сумму показателей 


его буквъ. 


Целый многочлен, состояний изъ членовъ одинаковаго изм решя, называет- 
ся однородным»; измфрене каждаго члена такого многочлена называется также 
изм%реніемъ самого многочлена. Напр. выражен! а? — 34% -|- Зор? — 0° есть 
однородный многочленъ третьяго измфреня или трехъ измфренй. Многочленъ, 
котораго члены неодинаковаго измЪренія, наз. разнороднымь; напр. многочленъ 
а — За? -|- а0% -|- с — разнородный. 

Отепенью многочлена относительно одной какой-либо буквы называется 
высшій показатель этой буквы въ многочлен. Такъ 


8ах? — 9а? | Тат 4-а 
веть многочленъ третьей степени относительно буквы =. 


5. Числовая величина формулы. — Числовою величиною Формулы называет- 
ся т0 число, которое получится, если буквы замнимъ числами и выполнямъ 
указанныя знаками дЪйствя. 


Такъ, если требуется вычислять числовую величину выражен!я 
2а?-|- Ма? 4 8 
Зе 
при а=4, 03 и с—1, то, подотвавивъ вмфете буквъ данныя числа, най- 
демъ 


2х 424/138 2х164-ү164-9_ 324-25 _32--5 _37__191 
3х1 Б 3 БЕК ПЕ БЕ АБ ! 
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12; и есть числовая величина данной Формулы. 


6. Задачи. 


1. Пароходъ въ стоячей вод и въ тихую погоду проходить Я сажень въ мину- 
ту; теченіе рфки сообщаетъ ему скорость з сажень въ минуту, а вЪтеръ — скорость 
о саж. въ то же самое время. Какое разстояніе пройдеть пароходъ въ минуту: а) 
по теченіо ръки и по втру; Б) по теченію р%ки, но противъ втра; с) противъ те- 
ченія, но по вфтру, и д) противъ теченія и противъ вфтра? 


Для числовато приложен1я взять: 4 —491; $—71; 00 = 100. 


2. НЪкто начинаетъ играть, ныя а руб. Онъ вынгрываеть $ партій и въ ка- 


ждую по с руб.; но затЬмъ пронгрываетъ 4 партій, и въ каждую по [ руб. Сколько 
онъ имфль въ конц игры? 


3. Найти прибыль, приносимую въ $ дней капиталомъ с, отданнымъ по 2% го- 
довыхъ? Коммерчесвй годъ принимается въ 360 дней. 

Дня числоваго выраженія взять: с= 2348 р.; #—56; р=5%. 

4. Два пофзда вышли въ одно время изъ Москвы и Петербурга навстрЪчу другъ 
другу. Пофздь, идущій изъ Москвы, дфлаеть о верстъ въ часъ, а пофздь, идущий 


# 


= = 


изъ Петербурга, Б верстъ. На какомъ разетоянін отъ Петербурга оба нофзда ветръ- 
тятся, если между Москвою п Петербургомъ с верстъ? 
Для численнаго приложенія взять: @=24; 6 —36; с — 600. 


5. НФкло доаженъ профхать путь въ а версть; отъћхавъ б верстъ отъ начала 
пути, онъ окончилъ остальной путь, дБлая каждый день по с верстъ. Во сколько 
дней окончилъ овъ остальной путь? 

Для численнаго приложенія взять: а — 1000; Б 150; с 50. 
6. Смшано а фунтовъ табаку по 6 руб. за фунть съ с фунтами по 4 руб. за 


фунтъ. Почемъ нужно вродавать фунтъ смфси, чтобы на всемъ получить прибыли ѓ 
рублей? 


Для численнаго приложенія взать: 0210; 6—4, 5; с==19; 45-3; ѓ== 5. 

7. Купецъ имфлъ о аршинъ сукна и продалъ его за ё руб. Сколько онъ полу- 
чилъ прибыли, если ему самому каждые с аршинъ стоили 4 рублей? , 

8. Написать общія формулы всякаго четнато и вслкаго не четнаго числа. 

9. Написать число, состоящее изъ а сотенъ, В десятковъ и с единицъ. 

10. Написать вычитаемое, если уменьшаемое есть @, а разность 4. 


11. Періодическія дроби а,556.... и о,рсссс...., ТДБ а, Вис цБлыя однозначныя 
числа, обратить въ обыкновенныя, 


12. ДЪлимое а, дБлитежь 4, частное 4, осталовъ г. 
Выразить каждое изъ этихъ четырехъ чиселъ посредствомъ трехъ остальныхъ. 
Упростить слъдующія выраженія: Б 
13. ва а 4- %. 
14. ааа -|- аа -- ао -- ааъ -- оь 4 аЬ -|- аЬ -|- 665. 
15. 0-а. 
16. "РР | ттпрр | тттрр Я 
аа-- ча-- 99 У 99 
Написать безъ коэффиціентовъ выраженія 
17. бас; 4а -|- 3с4 — 5рд. 
Написать безъ коэффиціентовъ и показателей: 
18. 3020; 508%; 603%; Зх? -|- 248; Ат?у — Зту?. 
19. Найти числовыя величины степеней: 


3 1\* 3\5 
108; 95; 0,018; 0,032; (=); 0,23; (5): (2); 10", 
Найти числовыя величины корней: 





о у ЕВ тт Тт %/2:; ва: 8 В 
20. /144; уе: ЧаЕ! ү0,64; 0,125; 481; те 4/82; Уаз; у; 
у: 

21. Указать смысль выраженій: 

а—6(е— 0); (т? — п?) (та - 2); а-- 3с -- а); 3а5; (За)5; 

а(84- сй) —2@-—Г); Май 08; а — 2—4; т {т 1р – (У 8): 
| 2—10 4 2): 1. 
22. Написать: 
Произведеніе разности чиселъ а и В на сумму ихъ квадратовъ. 
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Произведеніе куба суммы чисель @ и Б на разность ихъ квадратовъ. 

Частное отъ раздфлен1я разности кубовъ чиселъ р и 4 на квадратъ ихъ суммы. 

Утроенный квадратъ разности чисель а и 0. 

Квадрать утроенной разности квадратовъ чиселъ а и 6. 

Разность кубовъ суммъ а 4-5 п с-- 4. 

Утроенный корень пятаго порядка изъ произведен1и суммы чиселъ х ну па 
кубъ ихъ разности. 


Кубичный корень изъ частнаго отъ раздфлен!я разности кубовъ чисел р и д на 
квадратъ ихъ суммы. 
23. Найти числовую величину слФдующихь выраженій при а—1, 6—2, е—=3, 
ас=4 и е==5. 
хе 
ый 
а 352 са + 602 _ с? + а? 
а? 2 те __ 68 с? ^ 
28 12 4 
а Е 42 — ана а 
ес - Ба ъс еЗ А 86 
4) ск 4-0 5) 2 Е а? 
Найти числовую величину: 
6 02 — с2-|- 205 


2) 








3) 











1 
6) 5 Я — 85 при @ —4, 5—5, в—1. 
7) а/я — за-- х/2-- За при #=5, а 8. 
а? 14а, 14-а Е за 
а раган: аг с ге 


9) 0—20) Е) н 
(а Уе 4-а] 4 Ха—2)6-Ру) при а=16, 0—10, #=5, у=1. 


10) Ув 5. 4- Ув =) — 2а) - (0 — 0)*. а пря а= 9, 0—3, 2—6 
п 9—5. 





КЛАВА ТТ. 


Положительныя и отрицательныя количества. 


7. Изображен!е количествъ букваши вићего ниоръ не воставляеть еще еу- 
щественнаго отличія алгебры отъ ариеметики: и ариеметика, при дожазатель- 
ств теорем и при рЕшен и задачъ, также пользуетея для изображежія Чиселъ 
бунвами, хотя въ ней употреблене буквъ и не такъ систематично какъ въ ал- 
тобрь. Сужеетвенная разница между этими науками состоятъ въ томъ, что въ 
разежо?ркніє величинъ алгебра вводитъ идею о направлении, соверненно чуж- 
Кую ариеметикЪ. 


А 


Вее, что можетъ увеличиваться или уменьшаться и быть изм%ряемо, назы- 
вается математическою величиною. Такъ — вћеъ, объемъ, время, темпера- 
тура, скорость, сила и т. п. суть величины. 

Измтрить величину значить сравнить ее съ другою однородною съ нею 
величиною, называемою при этомъ единицею мьры; точвће говоря, это значить— 
найти кратное отношен!е измъряемой величины къ единиц мъры. Такъ, изм%- 
ряя вћеъ тла, мы узнаемъ, сколько разь въ немь содержитея единица вћса 
(пуль, Фунтъ п т. п.) или какая нибудь доля ея. Поэтому результатомъ измћ- 
ревія всегда является число отвлеченное. Цълое или пробное отвлеченное чис- 
ло, измёряющее данную величину, называется абсолютнымь числомъ; вмфетв 
съ названіємъ единицы мъры оно даетъ намъ точное понятіе о разематриваемой 
ведичин%. 

Есть величины, для полнаго опредфленія которыхъ достаточно знать ихъ 
отношеніе къ единиц м%ры и значеніе самой единицы; таковы — площадь, 
объемъ, въеъ, капиталъ и т. п. Ихъ называють абсолютными величинами. 
Часть математики, изучающая свойетва абсолютныхъ чиселъ и дъйствія надъ 
ними, называется ариеметикою. 

Но есть такія величины, для полнаго опредфленія которыхъ недостаточно 
знать ихъ отношеніе къ единице мёры и значен!е самой единицы. Такъ, вели 
мы скажемъ, что точка А, находившаяся въ начал въ нъкоторомъ мфетЪ на 
прямой ММ, удалилась изъ своего прежняго положенія на З дюйма, то этимъ 
новое положеніе точки еще не будетъ вполнф опредфлено; надо еще указать — 
въ какую сторону относительно своего первоначальнаго положенія удалилась 
точка, — вправо ила влъво. Еще примъръ. Еслы мы скажемъ, что часы изм%- 
нили свой ходъ въ теченіи сутокъ на 2 минуты, то этимъ мы ве даемъ вполн® 
яснаго понятія о величинъ измфненія; въ самомъ д%лф, мы должны указать 
еще направленів измфненя, т. е. сказать, что часы ускорили или замедлили 
свой ходъ на 2 минуты. Третій примфръ. Если мы скажемъ, что температура 
воздуха измнилась на 10 градусовъ, то этимъ мы не опредфлимъ еще вполнф 
это изм%неніе; для полнаго опредъленія измъненія температуры надо указать — 
повысилась она на 10 градусовъ или понизилась, т. е. опять надо указать 
направленіе измћненія. 

Большинство величинъ, существующихъ въ природ, имфютьъ два противо- 
положныя направленя, и потому называются противоположными величинами; 
таковы — время, которое можно считать въ направленіи будущаго и прошед- 
шаго относительно даннаго момента; яространство, проходимое- прямолинейно 
движущимся тфломъ; ускорене и замедленіе движенія; температура, потому 
что она можеть быть выше нуля и ниже нуля; прибыль и убытокъ, ибо они 
изм няють капиталь въ двухъ противоположныхъ направлешяхъ; наконецъ 
лини, ваносимыя на неограниченной прямой отъ нћкоторой постоянной. точки, 
называемой началомъ. 

Такого рода величины, взятыя въ одномъ направленіи, называются т0л0- 
эеительными, а въ противоположномъ — отрицательными. Отъ насъ зави- 
ситъ, въ какомъ направлени считать противоположныя величины положитель- 
ными, и въ какомъ — отрицательными; но, во избфжаше недоразум%ній на 
этоть ечеть, условились считать положительными: 1) разетояніе вправо отъ 
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начала, 2) время будущее, 3) ускореніе, 4) прибыль, 5) капиталь, 6) темпе- 
ратуру высшую нуля. Противоположныя этимъ величины, т. е. разетояніе 
вво отъ начала, время прошедшее, замедленіе, убытокъ, долгъ, температуру 
ниже нуля — будемъ принимать отрицательными. 


Существуютъ два способа изображеня противоположныхъ ведичинъ — 2ра- 
фическій и аљмебраическій. 


1. Условимея каждую единицу разсматриваемой величины изображать пря- 
мой линіей опредфленной длины, нир. лншей аб (черт. 1); отложивъ линію аб 


РИ ИВЕЕЫ 
Черт. 1. 
на неограниченной прямой столько разъ, сколько въ разсматриваемой величин% 
находится единицъ, мы и получимъ графическое изображеніе абсолютнаго зна- 
ченія этой величины. | 
Для изображеня противоположныхъ величинъ, какого бы рода они не 
были, условимся представлять ихъ прямыми, наносимыми на неограниченной 


0 


анны 


т —- 











х. 
Черт. 2. 


прямой (называемой осью) хх’, начиная отъ нфкоторой точки ( (ее называютъ 
началомь); причемъ положительныя величины будемъ наносить по направленію 
0, а отрицательныя по 0х’ ибо линін 0х и 02 сами суть величины противо- 
положныя (черт. 2). 

И такъ, абсолютныя значеня противоположных величинъ можно пред- 
ставлять длинами извфетныхь линій, а ваправленія — юоложеніемъ этихъ ли- 
ній относительно начала. 

При такомъ представленіи противоположныхъ величинъ каждая изъ нихъ 
имћетъ опредфленное начало и конеца. 


Примъчане. Графическимъ представленіемъ противоположныхъ величинъ 
пользуются при доказательствахъ тамъ, гдъ чисто-ахгебраическе методы трудно 
примънимы. Въ преимуществамъ грахическихь методовъ принадлежитъ ихъ на- 
глядвость, позволяющая легко усвоять истины весьма отвлеченнаго характера. 
Ниже мы воспользуемся этимъ методомъ при доказатедьствћ теоремъ, относя- 
щихея къ свойствамъ суммы. 

2. Другой способъ изображенія противоположныхъ величинъ состоитъ 
въ слёдующемъ. Абсолютное значен!е величины изображается или цифрою или 
буквою, направлене же знаками: -|- и —, причемъ положительныя величины 
означаютъ знакомъ --, а отрицательныя знакомъ —. Такимъ образомъ, вм%- 
сто того чтобы говорить: «пять Футовъ вправо», говорятъ: «плюсъ пять Фу- 
товъ», (письменно: -|-5 Фут.); вмъсто: «семь лётъ тому назадъ» говорятъ: 
«минусъ семь лтъ» (письменно: — 7 лфтъ), и т. п. 

Здћеь самъ собою возникаетъ вопросъ: почему для обозначенія направлевія 
величинъ взяты знаки: -- и —, т. е. знаки дЪйствій сложеня и вычитанія? 
Въ отвЪть на это замфтимъ, что положительныя величины одного рода елћ- 
дуетъ разематравать какъ слагаемыя между собою; дъйствительно, имфя какую 


— 16 — 


нибудь прибыль, мы всякую новую прибыль будемъ прикладывать къ прежней, 
такъ какъ она служить къ увеличено уже имћющейся прибыли; если точка, 
находящаяся на прямой, перемфщена вправо, то веякое новое перемфщен!е 
вправо будетъ прикладываться къ прежнему, и т. д. Потому-то положительныя 
величины, какъ слагаемыя между собою, и сопровождаются знакомъ илюсъ. 
Отрицательныя величины одного рода, по отношенію къ полижительнымъ, с4%- 
дуетъ разсматривать какъ вычитаемыя. ДЪйствительно, имя капиталъ, мы 
веяюй долгъ будемъ изъ него вычитать, такъ какъ долгъ служить къ умень- 
шенію капитала. Веякій проигрышъ, служа къ уменьшенію капитала, должно 
разематривать какъ вычитаемое. Всякое перемфщевіе точки вафво, служа къ 
уменьшению существующаго перемёщенія вправо, есть вычитаемое, и т. д. 
Потому-то отрицательныя величины, какъ вычитаемыя по отношенію къ поло- 
жительнымъ, и сопровождаютъ знакомъ минусъ. 

8. Мы обобщили понятіе объ ариеметическомъ количествъ, введя въ это 
понятіе новый элементъ — наиравлене, причемъ самое обобщеніе вывели изъ 
равсматриванія величинъ. Но къ тому же обобщевію можно придти еще другимъ 
путемъ—изъ раземотрънія дЪйствій надъ числами. 

Пусть изъ нкотораго числа а требуется вычесть 6: разность выразится 
Формулою а— Б. Зифеь слфдуеть раземотръть три случая: 

1) Когда а больше 5, то-есть уменьшаемое больше вычитаемаго, то вычита- 
не таков всегда возможно. Такъ, если а—10 и 6—4, то Числениая веййчина 
разноми &— 6 равна 6. 

2) Ели 0—0, т, ё. вычитаемое равно ўневьшаёможў, то вИчае снова 
возможно, потому-что отъ а всегда можно отнять столько екинин, ёкожько ихъ 
въ немъ находится: но бетатокъ вычи%анія уже не НренетавляетЪ никакого 
числа: онъ есть нуль, выражающий отсутствіє всякой величины. Однако, уже и 
въ ариеметик® принято и нуль называть числомъ. 

3) Когда а < Б, 1. е. вычиїземов больше ушенымаемаго, то ВЫчиФаше не 
вседа возможно; разсмотримъ, когда оно возмомно и когда ВЫ. 

Разомотрижъ сначала величину ариойе?ичебќую, т. ё. тапую, дая йоторой 
не сўщеетвуетъ прогивоќоложиой. Различіыя єобтояній такой величины можно 
предетавлять графически разстояніямӣ ?очежъ прямой, Вебграниченно простира- 
юнұейея тольно 55 одну сторону отъ своей начальной течки, напр. отъ точки 
0 вправо (вю направавню 0х). 


Ак----- В Бы. АЕ | 
`& 
Черт. 3. 


Вычктаніе $ изъ а выразится Графическа нанесенемъ лиши @ вправо отъ 
точкя 0 — въ направлени возрастающихъ разстөяній, а вычитавтй лини 6 
отъ ковца М лини ОМ—а въ нваправлевіп, противоположнеиь направлентю 
возрастающихь разетояній т. е. влъво 0тъ М (черт. З). Самое построение по- 
казыраемь, что вычитане возможно до т6хъ поръ, пока 6 — или < в. Если же 
Ь большё а, то построеніе укажетъ невозможность дњйствія, потому-что ко- 
нець М лини И№Ы—Ь упадеть въ этомъ случаъ влфво отъ точки 0, такъ 


М —: 


сказать въ пустоту, ибо лишя Ох, простираясь только вправо отъ 0, не 
имфетъ точекъ влЪво отъ 0. 
— Пусть а=5, $=7; тогда 
а—6—5—7; 
разность 5 — 7 можно выразить однимъ числомъ; въ самомъ дЪлЪ — вычесть 
7 изъ 5 вее равно что сперва вычесть 5, а затъмъ 2, елъд. 


5—7—5— 5—2; 


но 5—5—0, елд. 5 —7—=0—2; опуская 0, получимъ въ оетаткъ — 2. 
Разность выражается отрицательнымъ числомъ — 2; но это отрицательное число 
въ данномъ случаЪ ничего не предетавляетъ, не имфеть никакого реальнаго 
значеня. 

Но если разсматриваемая прямая простирается не только вправо, но и 
влво отъ точки 0, представляя такимъ образомь величины, имћющія два 
противоположныя награвлевія, то дЪйств!е вычитанія большаго числа изъ мень- 
шаго, бывшее въ первомъ случаЪ невозможнымъ, теперь етановитея возмож- 





нымъ, ибо линія 2/2 имћетъ точки влъво отъ 0, и разность а — 0 = — 2 имћетъ = 
= 
ж : 
$ Є, Гуа 
м 
бү Черт. 4. 


совершенно реальное значеніе, представляя линію 0№, лежащую вл%во отъ 
начала 0. 

Итакъ, при вычитаніи большаго числа изъ меньшаго получается отрица- 
телъное число; оно не имћетъ никакого реального значеня въ случа абеолют- 
ныхъ величинъ, и напротивъ имћетъ совершенно реальное значеніе въ елучаћ 
величинъ противоположных. 

Самое правало вычитанія больаго числа изъ меньшаго легко вицфть изъ 
приведеннаго примфра 

5—7=— 2, 
именно: нужно изъ большаго числа вычесть меньшее и передъ остатком по- 
ставить знакъ (—). 5 

Въ противоположность отрицательнымъ числамъ, числа, получаемыя при 
всегда возможпомъ вычитани меньшаго числа изъ большаго, называетея поло- 
жительными и обозначаются знакомъ ~}. 

Такъ, если а=5, с—=3, то 

а-е=5—3=- 2. 

Легко видфть на чертежЪ , что значеніе положительнаго числа противоположно 
значению отрицательнаго: въ то время какъ отрицательное число а — 2 == — 2 
означаеть линію ОХ, лежащую влњво отъ точки 0, положительное число 
а — с==-|- 2, выражаетъ линію ОР, лежащую въраво отъ начала. 


9. Алгебраическое количество. — Количество, состоящее изъ двухъ элемен- 
товъ: 1) изъ численной величины, которая можетъ быть ифлая или дробная, 


2 





==, {8 = 


и 2) знака (--) или (—), указывающаго направленіе величины, и называется 
собственно алгебраическимь количествомь. Такъ 


45, —6, 62, — 25 Ча, —а, 309, — Ба 


суть количества алгебраическія. 
Если въ количеств отбросить знакъ, то получитея ариеметическое число, 
которое называется абсолютной величиной или числовым» значенемь количе- 


1 1 
ства. Такъ, количества -|- 8 и — 5 имБЮТЪ абсолютными величинами 8 и 5: 


10. Выгоды, происходящя отъ введенія отрицательныхъ количеств. — 
Введевіе отрицательныхъ количествъ въ алгебру имћетъ чрезвычайно большое 
значеніе, такъ какъ оно даетъ математическимь выводамъ ту общность, которая 


безъ отрицательныхъ величинъ была бы недостижима. Пояснимъ это примрами. 


Примъръ І. Куплен товаръ за а руб., а продане за Ъ руб.; 
Какое измњненіе произошло отз этою оборота вз капиталь? 


Для опредълевія измфненія капитала вычтемъ изъ 6 руб. а руб.; найдемъ 
$ — а. 
ЗдЪеь могутъ быть три случая. 


1) Если > а, то разность 6 — а будеть положительная и выразить 
собою прибыль, полученную при продаж товара, потому что цфна (5), за 
которую проданъ товаръ, больше цфны (а), за которую онъ купленъ. 

2) Если 6 — а, то разность Б — а равна 0, и означаетъ, что при продажь 
не получено нж прибыли, ни. убытка, что очевидно. 


3) Если 6<а, то разность 6 — а будеть отричательная и выразитъ 
убытокъ, полученный при продаж товара, потому-что цфна (5), которую ку- 
пецъ беретъ, продавая товаръ, меньше пъны (о), которую онъ самъ заплатилъ 
за товар. 

И такъ, већ частные случаи, которые мотуть вотрётиться при рёшени 
данной задачи, можно соединить въ одной Формул%: 6 — а, которая и выра- 
жаеть собою измЪнен!е капитала во већхъ случаяхъ, причемъ положительный 
результатъ означаеть прибыль, а отрицательный — убытокъ. Правда, мы могли 
бы избфжать полученія отрицательныхъ выводовъ, еслибы при 6 < а стали 
дЪлать вычислен!е по оормулё а — 0; но такое дробленів задачи и Формулы на 
нЪекодько отдъльныхъ задачъ и Формулъ соотвфтетвенно частнымъ значевіяиъ 
буквъ не соотвфтетвовало-бы духу алгебры, стремящейся обобщать какъ самые 
вопросы, такъ и ихъ ръшенія. 


ПрРимъръ П. Нъљкоторое событле случилось спустя + лътъ посль 
Р. Х., а друюе событие п зодами раньше. Кода имъло мњсто вто- 
рое собылте? 
Время втораго событя найдемъ, вычтя я изъ і; сяд. оно выразится 
Формулою 
$— п. 


Здфеь опять возможны три случая: 


ак. 


1) Если і > е, разность # — положительная; напр., если первое событіе 
имло м%сто спустя 600 яЪть поелъ Р. Х., а второе 400 годами раньше, то 
подставивъ въ Формулу і — я выфето # число 600 и 400 вмъето ®, найдемъ 


$ — п 600 — 400 —-- 200. 


Очевидно, этоть положительный результатъ означаетъ, что второе событіе пмъло 
мЪето черезъ 200 лътъ яосль Р. Х. 

2) Ели 1 ә, то разность & — 0 — 0). Нулевое ръшевіе, очевидно, озна- 
чаетъ, что второе событе совершилось въ самое Р. Х. 

3) Если, наконецъ, #< э, то разность # — я будетъ отрицательная. Есля 
положимь, что первое событіе совершилось спустя 600 лфтъ послђ Р. Х., а 
второе за 800 л®тъ до перваго, то подставляя въ Формулу #— » эти числа, 
найдемъ 

2— п 600 — 800 == — 200 л. 


Ясно, что отрицательный результатъ означаетъ, что второе событіе соверши- 
лось за 200 л. до Р. Х. 

И такъ, замфтивъ, что положительный“ результатъ означаеть время досл 
Р. Х., а отрицательный — время до Р. Х., мы въ формул #—ю имћемъ рв- 
шенів всфхъ частныхъ случаевъ данной задачи. И здёсь мы могли бы избъжать 
отрицательнаго вывода, если бы вторую задачу ръшили по иной оормул®: 
®— 1, но такое дробленіе задачи и Формулы не соотвътствовало бы духу 
общности, составляющей отличительный характеръ алгебры. 

И такъ, введея!е отрицательныхъ количествъ даеть возможность какъ самые 
вопросы давать въ совершенно общей Форм, такъ и ръшеніе вефхъ чаєтныхъ 
случаевъ выводить изъ одвой общей Формулы. 

11. Свойства положительныхъ и отрицательныхъ количествъ. — Если имфемъ 
нфеколько примъровъ вычитанія, въ которыхъ уменьшаемыя равны, то остатки 
будуть тъмъ меньше, чмъ больше вычитаемыя. Такъ, вычитая изъ 5 послъдо- 
вательно 1, 2, 3,..... ‚ получимъ остатки 


5—1=-4 
5—2—--3 
5— 3—2 
5—4=-1 
5—5= 0 
5—6 —— 1 
5—1=— 2 


5—8——З ит. д. 
величина которыхъ становится все меньше и меньше. Сравнивая между собою 
остатка, находимъ такимъ образомъ, что 
--4>--3>-2>-1>0>—1> 2р 3 ит. д. 
Отсюда сяфдуеть что: 
1) Всякое положительное количество больше нуля; 


2) Веяков отрацатезьное количество меньше пуля, 


3) 0 составляеть границу, отдъляюшую положительныя количества отъ 
отрицательных; 
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КМ 
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4) Изъ двухъ отрицательныхъ количествъ то больше, котораго абсолют- 
ная величина меньше. 

Въ пояснеше выводовъ — втораго и четвертаго приведемъ слъдующіе при- 
ифры. Пусть изъ двухъ лицъ А и В первое ничего пе вмфетъ (ни имущества 
ни долга), а второе, не имфя никакого имущества, имфеть долгъ въ 50 руб. 
Долгъ и имущество величины противоположныя, причемъ, согласно съ выше- 
приведенвымъ условіемъ, долгъ есть величина отрицательная, а имущество — 
положительная. Такимъ образомъ, состоявіє А равно 0, состояніе В равно 
— 50 р. Лицо, имфющее только долгъ, имфеть менће лица, ничего не имфющаго, 
поэтому мы вправ сказать, что отрицательное имущество В ( — 50 р.) мень- 
ше нулеваго имущества А. Въ этомъ мы имфемъ новое подтверждене вывода: 
отрицательное количество меньше нуля. Положимъ теперь, что А и В не 
имћютъ никакого имущества, но А имфетъ долгу 30 р., а В — 80 р.; соетоя- 
ніе перваго выразитея отрицательнымъ чиеломъ — 30 р., втораго отриц. чис- 
ломъ — 80 р. Очевидно, что лицо, имеющее долгу 30 р., богаче лица, долгъ 
котораго равенъ 80 р., слъд. — 30 р. > — 80 р. Въ этомъ — новое подтвержде- 
ніе вывода: изә двухъ отрицательныхь количествь то больше, которато чис- 
ленная величина меньше. 


ГЛАВА ТТТ. 


Ц%ль алгебранческихъ дЪйствій. — Завонъ Ганкеля. — Свойства суммы и разности, — 
Свойства полинома.-—Сложеше и вычитаніе. 


12. — Цель ариеметическихь дЪЙствій состоитъ въ нахождени окончатель- 
наго результата. Иное дъдо въ алгебрћъ. Количества, выраженныя буквами, не 
могутъ сливаться, поэтому никакое алгебраическое дъйствіе не можетъ быть до- 
ведено до конца. Такимъ образомъ, алгебраическія дЪйств!я имћютъ цфлью: ука- 
зать знаками ироизводимыя дъйствія и преобразовать полученный резуль- 
тать, съ тъмъ чтобы сдљлать выражене ею бодље короткимь или болте 
яснымь Въ самомъ дфлЪ, очевидно, что далће идти нельзя. Приэтомъ, такъ 
какъ алгебраическое количество состоитъ изъ двухъ элементовъ — абсолютной 
величины и знака, то и правило каждаго алгебраическаго дЪйствя должно состо- 
ять изъ двухъ частей: правила абсолютныхъ величинъ и правила знаковъ. 

13. — Приступая къ какому-либо дъйствію, надо прежде всего опредълить 
емыслъ его. Приэтомъ, уже въ ариеметикЪ мы видфли, что обобщеніе понятія 
о числ ведетъ къ обобщению опредљленій еамыхъ ДЪйстый, въ тЪхъ видахъ 
чтобы избъжать накопленія частыхъ случаевъ и вс эти случаи соединить въ 
одно общее выраженіе. Такъ, опредълевіе дЪйствія умноженія расширяется при 
переход оть цълыхъ чиселъ къ дробнымъ. При этихъ послфдовательныхь 0бо- 
бщеніяхъ могутъ иногда утратитьея тъ или другія свойства дЪйетвій. Такъ, мы 
увидимъ далфе, что извлеченіе корня, — дёйствые, въ ариеметическомъ емыслћ 
дающее одинъ результатъ, въ алгебраическомъ смысл приводить къ нфеколькимъ 


фе 


различнымъ результатамъ; въ данномъ случа, слЪдовательно, обобщенное дЪй- 
стве теряетъ свойство давать одинь результатъ. 

Но если, въ видахъ обобщенія, и можно откинуть то или другое свойство 
операцш, необходимо условиться не прибавлять никакихъ новыхъ свойствъ къ 
тЬмъ, которыя имли мсто для дЪйствій надъ количествами менће общими, и 
это въ тфхъ видахъ, чтобы всякое правило, установленное для обобщеннаго 
дЪйствія, было приложимо и къ менфе общему случаю, содержа въ себ, какъ 
частный случай, правило, найденное ранфе для дЪйствя, разежатриваемаго въ 
болфе узкомъ смыслъ, совершенно такъ-же, какъ мемће общій видъ количеетвъ 
содержится какъ частный случай въ количествахъ обобщенныхъ. 

Это начало, которое сл®дуетъ соблюдать при обобщени опредъленій коди- 
чествъ и дъйетвій надъ ними, названо Ганкелемъ началомь постоянства правиль 
вычислещя. Въ силу этого начала, всякое правило, относящееся въ количествамъ 
обобщеннымь, должно прилагаться я къ количествамъ носшаго порядка, такъ 
какъ обобщеніе не вводить новыхъ свойствъ, а стало быть и не даетъ мета 
такимъ правиламъ, которыя не вытекали бы уже изъ свойствъ ран%ё лринятыхъ. 


14. — Установлевіе правилъ вычисленія зависить единственно отъ свойствъ 
дЪйствій; отсюда необходимость предварительнаго изученія этихъ свойствъ. Озна- 
комимся прежде всего съ Фундаментальными свойствами суммы и разности. 

При вывод® этихъ свойствъ мы для краткости будемъ означать противо- 
положныя величины — каждую одною буквою; такимъ образомъ подъ буквами: 
а, 9, с, ӣ,..... будемъ представлять противоположныя величины, т. е. абсолют- 
ныя величины съ сопровождающими ихъ знаками. 


Свойства суммы. 


15. Понятіе о сложении есть основное, а потому и не поддаетея никакимъ 
опред лешямъ. 

Мы видфли, что каковы бы ни были противоположныя величины (скорости, 
времена, температуры), ихъ всегда можно представлять прямыми линіями, нано- 
симыми на неограниченной прямой въ томъ или другомъ направлен. Поэтому, 
если мы желаемъ сложить нЪсколька вехичивъ, то должны помфетить ихъ одну 
за другой, каждую въ направленіи, опредфляемомъ ея знакомъ; т. е. начало 
второй помфстить въ конц первой, нанося ее въ направленіи, указываемомъ ея 
зпакомъ, и т. д. Суммою будетъ разстояніе отъ начала первой до конца послЪд- 
ней. Это геометрическое представленів сложенія полезно какъ облегчающее сред- 
ство при доказательств нфкоторыхъ изъ нижеслдующихъ теоремъ. 


ТЕОРЕМА І. — Лридать кз даннному количеству посльдовательно 
нъскодъко другихљ — все равно что придать итв сумму; т. с. 
а+4-0=а +040). 
Этою теремою выражается такъ называемый закон» сочетательный ВЪ 
сложении. 
ДоклзлтеЕльство. — Пусть напр. а==-|- х, = — 8, с -|- ү, т а, 
В и 7 суть абсолютныя величины. На линін Х'Х отъ точки О нанесемъ снача- 


2 99 ыы 


ла а: придемъ въ нЪкоторую точку М. Затёмъ наносимъ — В, сообразно съ 
.Знакомъ этого количества, влЪво отъ точки М: придемъ въ точку №. Наконецъ 








Черт. 5. 


отъ точки № вправо наносимъ отръзокъ ү: приходимъ въ точку Р. Сумма с -|- 
-- 0 -4- с выразится линіей ОР отъ начала перваго слагаемаго до конца третьяго. 

Но 0-с составляетъ въ тоже время сумму МР, ибо М есть начало слагав- 
маго 6, а Р — конецъ слагаемаго с; сл. представляя линю ОР суммою ОМ- МР, 


и замфчая, что ОМ = а, а МР — 0 -|- с, имфемъ: 
ОР = а +- (6-0)... .. (1). 


А раньше мы нашли, что 


е ОР—= а 6--е..... (2). 


Изъ {1} и (2) заключаемъ, что 


а4-04-с==0 -|- (6--с), 
такъ какъ оба эти выраженія представляютъ одну и туже линію ОР. 
ТЕоРЕМА П. — Сумма не измънится отг перемњны порядка сла- 
заемы. 
Этою теоремою выражетея законь перемъетительный въ сложеніи. 


ДохлзлтелЬьство. Г. Докажемъ эту теорему сначала для двухъ сла- 
таемыхъ, т. е. что ^ 


а -- 0-0 -4-а 
Доказательство это, въ свою очередь, распадается на въсколько случаевъ, 
смотря по знакамъ количествъ а и 6. 


1) Пусть а и Б — положительныя коллчества. Наносимъ а по линіи ОХ, 
начиная отъ точки 0: придемъ въ точку М. ЗатЪыъ, отъ точки М въ томъ же 





и 20 мё Ф 





Черт. 6. 
направлени наносимъ 6, п такимъ образомъ приходимъ въ точку Р. Сумма рав- 
на лини ОР отъ начала перваго слагаемаго до конца втораго: 
а--6—=0Р..... (1). 


Если теперь на лини ОР отложимъ часть 00 = 0, то остальная ея часть 


ЧР будеть равна а; садов. линю ОР можно разематривать также какъ сум- 
му линій бис: 


04-а 0р... .. (2). 
Изъ (1) и (2) слъдуетъ, что 


а-|- 00 -|-а. 
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2) Составимъ сумну а-- 0, полагая, что а, положительно и равно -|- а, а 
Ь отрицательно и равно — В; похожимъ сверхъ того, что а > В. 

Нанесемъ а на линію 0Х: придемъ въ точку М; отъ точки М ваносимъ 
линию $, сообразно съ ея знакомъ, влево отъ точки М: придемъ въ точку Р. 
Сумма а -|- 2 выразятея лишей ОР отъ начала перваго до конца втораго сла- 
гаемаго: 

а-|- 60р... .. (3). 








Черт. 7. 

Нанесемъ теперь Б, сообразно еъ звакомъ этой линш, влъво отъ 0: при- 
демъ въ точку (; очевидно, что линія (Р == ОМ (пбо каждая состоитъ изъ 6, 
сложеннаго съ 0р); а потому, нанося а отъ точки ( вправо, придемъ въ точ- 
ку Р, и сумма 0 -|- а выразится линіей ОР отъ начала слагаемаго № до конца а: 

24-а = 0р... .. (4). 
Изъ равенствъ (3) п (4) находимъ опять, что 
а 5 +|-а, 
ибо та и другая сумма выражаютъ одну и туже линю ОР. 
Пусть х < В. Нанеся а на линію ОХ вправо отъ начала, продемъ въ точ- 





РЕ ИЬИН х. 
ЕЙ -?. = 


Черт. 8. 
ку М; отъ точки М наносимъ $ въ направленін 0Х'; такъ какъ | 2 х, то при- 
демъ въ нфкоторую точку Р, лежащую влћво оть 0. Сумна а -|- 2 выразитея ли- 
ней ОР, отъ начала перваго до конца втораго слагаемаго: 
а-|-6== 0р. .... (5). 

Отложимъ отъ точки 0 влвво линю 04— МР == 0; очевидно, что ОР 
будеть равна ОМ пли а. Ол%д. линія ОР будеть выражать сумму ливй: 
00 —=— Ви ОР=-|- а, т. е. 

04-а 0р. .... (6). 

Изъ равенетвъ (5) и (6) заключаемъ: 

ао = -|- а. 

3) Если бы количества а и $ были оба отрицательны, то доказательство 
было бы тоже самое, что и въ случа 1), только 00% линій пришлось бы от- 
кладывать влфво отъ начала. 

Итакъ, теорема доказана для двухъ слагаемых». 


П. Докажемъ теперь, что если имфемъ сумму трехъ слагаемыхъ, то можно 
изыфнить порядокъ двухъ послъдпихъ. Въ самомъ дл, на основаніи теоремы 


І имћемъ: 
ао -е=и-- 6-0) 
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измфнивъ въ скобкахъ порядокъ слагаемыхъ, отъ чего, по теорем® П для двухъ 
слагаемыхъ, сумма ихъ не измънитея, находимъ 


ан с==а-- (4-0); 
отсюда, замфняя, ва оенованіи теоремы І, выражене а-- (с-|- 5) равнымъ ему 
а -|- с-|- 5, получаемъ 
04-0 4- ем а-|- с-|-. 
Ш. Въ сумм, состоящей изъ сколькихъ угодно слагаемыхъ, можно изи%- 
пить порядокъ двухъ послъднихъ. Въ самомъ дфлф, такую сумму можно раз- 
сматривать какъ состоящую изъ трехъ слагаемыхъ. 


ІҮ. Во вской сумм можно перемфнить мета двухъ иослфдовательныхь 
слагаемыхъ, гд® бы они ни находились. 


Въ самомъ дл, на основанш пункта ПГ имфемъ 
а--04-с--4==а 4-4-4 с 
прибавляя къ равнымъ величпнамъ по-ровну (по е), получимъ равныя, елд. 
44-04 с 44-е==0-4 0-4 4-с е; 


отсюда таклмъ же образомъ 


а454-с44 4 е4- [= а4-0--44с--е--?, ит. д. 
У. Можно изм%нить какъ угодно м%ста слагаемыхъ въ сумм%. 


Въ самомъ дълЪ, перемфщая два послфдовательпыхъ члена одинъ на мВето 
другаго, можно всякое слагаемое поместить на какомъ угодно мЪет%. 


ТЕОРЕМА. ПІ. Нљсколько слолаемыхъ можно замњнить ихъ сум- 
мою (вычисливъ ее), 2 наоборот — одно слазаемое можно замњнить 
нљсколькими, которыхь сумму оно представляет». 


ДоклтеЛЬСТВО. — І. Помъстимъ въ начал ве слагаемыя, которыя 
мы хотимъ суммировать; вычиелимъ ихъ сумму, сообразно съ ихъ знаками; 
накопецъ, полученный результатъ помъстимъ тамъ, гдЪ хотимъ. Эти преобра- 


зовавія, законность которыхъ выше доказана, доказываютъ первую часть те0- 
ремы. 


П. Помфстемъ на первомъ мфетф слагаемое, которое желаемъ разложить; 
разложимъ его на части, сумму которыхъ оно составляетъ; наконецъ, разм%- 
стимъ какъ угодно эти части въ данной сумм. Ве эти преобразованія, кото- 


рыя по вышедоказанному всегда можно сдЪлать, служатъ доказательствомъ вто- 
рой части теоремы. 


Свойства разности. 


16. Опредълеше вычитанія. — Вычитане есть дњйствіс обратное сло- 
женю. Вычесть изъ первой величины вторую значить найти такую третью 
величину, которая будучи сложена со второю, давала бы первую. Итакъ, 
вычитане служить для рЪшевія сл5дующей задачи: «по данной сумм а двухъ 
количествъ и одному изъ нихъ 6 найти другое». 
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Дъйствів вычитанія и результать его, называемый остаткомь пли раз- 
ностью, обозначается сяфдующимъ образомъ: 


а— 5. 
Назвавъ остатокъ буквою $, по опредъленію вычитавія имфемъ 
а= 0. 
ТЕОРЕМА 1. — Вычитаніе какой улодно величины всезда можно за- 


мњнить приданіемѕ величины ей противоположной (т. е. противопо- 
ложнаго знака). 


Доклзлтельство. Зантимъ сначала, что сумма двухъ количествъа и а?) 
одинаковой абсолютной величины, но противоположныхъ знаковъ равна нулю; 
т. е. | 


а+|- а= 0 
Въ самомъ ДБлЪ, пусть наприм. а есть количество положительное и вы- 
ражается отр5зкомъ ОМ; придать а значить отъ точки М влъво отложить ли- 
нію МО: придемъ въ точку 0. Такимъ обр. сумма, т. е. разстоявіе отъ начала 
перваго до конца вторато слагаемаго равно 0. ‘См. черт. 3). 


Состояв!е лица, имЪющаго 5 р. капитала и 5 р. долга, очевидно, равно 
нулю, сл. -|- 5р. - (— 5р) =0; ит. п. 

Пусть теперь изъ а нужно вычесть Б. По опредъленію вычатанія, это 
значить: найти такое третье количество, которое, будучи сложено съ } да- 
вало-бы а. Такимъ свойствомъ обладаетъ количество с -|-6; въ самомъ дВаЪ: 


а Ь=а-| {04 Ъ) 
по теорем 1 свойствъ суммы. Но, въ силу только — что сдёланнаго зам чан!я, 
количество въ скобкахъ равно нулю; елъд. 


а — }==0 4-0, 
Что И требовалось доказать. 


ТЕОРЕМА П. — Чтобы вычесть сумму, нужно вычесть посльдова- 
зпельно всъ ея члены. 


Доклзлдтельство. — Въ самомъ ръл%, пусть нужно вычислить выражен!е 
№ (6404) =” 
назвавъ разность буквою 6, мы, по опредфленію вычитанін, имфемъ равенство 
№=24(44--с4+4), 
или, по теорем І свойствъ суммы, 


Хас, 


а перемёнивъ м%ста слагаемыхъ: 


Ма 2-4-4, 


*) Въ этой теоремВ и въ теорем ІҮ мы обозначаемъ равныя, но противополож- 
ныя количества одинаковыми литерами разныхъ начертаній. 
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или, по той же теорем%: 


№=04(4-44-с4- 0). 
Здеь № есть сумма, 2-4-4 с-|- 5 — одно слагаемое, а — другое; по опред%ле- 
нію вычитанія (по данной суми® № и одному слагаемому, @ другое опредъляетея 


вычитаніемъ) имћемъ: 
№—а==84+42--с--Ь. 
Такимъ же точно разсужденіемъ, изъ послъдняго равенства находимъ посл%до- 


вательно: 

М — а—6=—с--(24-4); 

Ма —6-—с=04- 4; 

М аЬ с— ==. 
Подставивъ вмъсто 2 равную ему величину, паходимъ 

№ — (0-24-40) = а 0 с-а, 
что и требовалось доказать. 
Принципъ, выражаемый этою теоремой, служптъ , между прочимъ, основаніемъ 

теорій вычитанія пёлыхъ чиселъ: изъ уменьшаемаго послЪдовательно отнима- 


ютъ вс части вычитаемаго, разсматривая его какъ сумму единицъ, десятковъ, 
сотенъ и т. д. 


ТЕОРЕМА Ш. — Чтобы придать разность, нужно придать умень- 
шаемое и изъ результата отнять вычитаемое. 


Доклзлтельство. — Пусть будетъ дана разность 


а=; 
по опредфленю вычитавія, имфемъ | 
ас0-|-Ь с. 


Придавая равныя къ равнымъ, получимъ равныя величины (приданіе Б 


означаемъ скобками); сл. 
М а=м-- (8-5); 
отсюда, по теор. І св. сум. имфемъ: 
А-ра=№4- 4-0, 
а по опредфленю вычитания: 
Ма 2—00, 
или, замфнивъ 5 его величиною, получаемъ 
Ма 54 (а— 0), 
что и требовалось доказать. 
ТЕОРЕМА ІҮ. — Чтобы вычесть разность, нужно вычесть умень- 
шаемое и къ результату придать вычитаемое. 
Доклзлательство. — Изъ равенства 
а —Ъ==0. 
имфемъ 


а= -|-Ь. 
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Придавая къ обфимъ частями по 0. вмћемъ: 
а= 4-64-00; 
вычитая равныя изъ равныхъ, получимъ: | 
М — (а 4-0) == — 0; 
отсюда, по теор. П св. разн., имфемъ 
М а—=№— 5 
но вычесть 0 — тоже самое, что придать 6; елћд. 
М —а--6=№—6=М- (а, 

что и требовалоеь доказать. 


ОлъдстВвІЕ. Придавая или вычитая разность, вседа, можемь измънить 
порядокь двухъ производимытъ дљйстеїй. , 


ДокАзАТЕЛЬСТВО. — Чтобы доказать теорему для случая приданя раз- 
ноств, напишемъ равенство 


Х-Ра—Ь=а-- МВ, 
справедливое потому, что въ сумыЪ К -|- а можно перемфнить порядокъ слагаемых. 


Вторую часть равенства, на основаши теоремы Ш св. разн , можно пред- 
ставить въ вид: а--(№—6); езд. 


А-аа -|- (МА — 0); 
перемфнивъ снова мЪста .слагаемыхъ во второй части, получимъ 
М4- а — == (№ —– 0) 4-а; 
опустивъ скобки, такъ какъ и безъ нихъ смыелъ дъйствій ясенъ, имћемъ 
з 4-а 0 == --0--а. 
Для случая вычитавія разности, на основан случая придавія прямо имфемъ: 
М 0-04 ~ а. 
ТЕОРЕМА Г. — Разность не измњнится, если къ уменъшаемому 


и вычитаемому придать или изъ нихә вычесть одно и тоже коли- 
чество. 


ДоклзлтЕлЬьство. — Въ самомъ дфлЪ, изъ равенства 


а — 0 = 8, 
по опредфленю вычатаня, имфемъ 
а= д -- 5. 


Придавая къ равнымъ по-ровну, получимъ количества раввыя, слЪд. 
а т ож, 


или по теорем | св. суммы: 


а--т=8-- 6 т). 


Отоюда по опредъленію вычитанія, 


(2а |- т) — (0 4 т) =5, 


н р АВАН 


ИЕ, ПЕМ 


или, замфнивъ 0 его величиною, имћемъ 
(а--т) — (Ь-1- т) = а — Ь. 
Совершенно аналогичнымь пріеємомъ докажемъ что 
(а — т) — (Ь — т) == а — 0. 
ОСлъдствіЕ. — Всякая разность равна обращенной разности, взятой 
со знакомь минусз. 
Доклзлательство. — Имфя разность а — 5, мы не измфнимъ ее, вычтя 
изъ обопхъ членовъ ея по а; поэтому 
а—6=—(а— а) — (Ь—а,; 
ИЛИ а — 0—0 — (6 — а); 
опустивъ ноль, получимъ окончательно 
а= (а). 
ТЕОРЕМА ҮІ. — Количество не измљнится, если кз нему придать 
и затњмъ вычесть одну и туже величину. 


Доклзлтельство. — Въ самомъ д%л%, по теоремъ Ш о приданін раз- 
ности имћемъ: 


Р 4-а — аР} (а — а) 
=Р-- 0 
=. 


Свойства полинома. 


17. Выражене вида 
а —с—-4—е 
указывающее рядъ сложеній и вычптаній, называется полиномомь или мною- 
членомь. Члены, предшествуемые знакомъ -|-, называются положительными, 
а предшествуемые знакомъ — , отрицательными. Если передъ первымъ членомъ 
не находится никакого знава, вадо подразумЪвать -|-. Члены полинома суть 
количества, которыя сами по себф могутъ быть или положительныя, или отри- 
цательныя. Отдфльный членъ, называемый одночленомь или мономомъ, всегда 
можно разематривать какъ двучленъ или биномъ; въ самомъ дъл%: 


а= а + 0=04- а=0 — 0. 
18. ТЕОРЕМА. — Во всяком» полиномњ можно какз зодно измњ- 


нять порядокъ членове, сохраняя перед ними их знаки: величина 
полинома отъ этою не измънится. 


Доклзлтильство. — Г. Сначала докажемъ, что можно измЪнить поря- 
докъ двухъ послЬдпихъ членовъ; т. е., назвавъ совокупность предшествующихъ 
членовъ буквою Р, докажемъ справедливость равенетвъ: 

Р4-а--0=Р5-а, 

ра — 0-р —– Б — а, 

Ро — 0-Р —– 54-а. 
Въ самоъ дёлЪ, по теоремъ И свойствь суммы, величина суммы ие измт- 
нител оть перемфны м%фетъ слагаемыхъ; олд. 1-6 равенство доказано. 


. 
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Для доказательста втораго припомнимъ, что на основами теоремы П 
свойствъ разности вмћемъ 


Р —а — 6—Р — (24-0); 
измнивъ въ сумм «--ф места слагаемыхъ, получимъ 
Р^а—6—=Р— (04-а; 
отсюда, основываяеь опять на теор. П ев. разн., вторую часть зам няемъ 
Формулою Р — Р — а, поел чего окончательно находимъ 
Ра — в—=Р—Ь— а. 
Наконецъ, на оенованіп слФхетвя теоремы 1Ү св. разн., прямо имфемъ 
Ра — 5-р — 54-а, 
и третье равенство доказано. 


П. Докажемъ теперь, что можно измфвить порядокъ двухъ послФдователь- 
ныхъ (рядомъ стоящихъ) членовъ волинома. 

Въ самомъ дЪлЪ, всякіе два рядомъ стоящіе члена суть послЪди!е члены 
полинома, составленнаго изъ нахъ и имъ предшествующихъ членовъ; а по | 


пункту нашей теоремы такіе два члена могуть быть переставлены одинъ на 
мфото другаго. 


Ш. Можно измфнить ° какъ угодно порядокъ членовъ. Въ самомъ дъл®, 
переставляя два послдовательные члена одинъ на место другаго, можно какой 
угодно членъ полинома перевести постепенно на какое угодно мъсто. 


19. Приведене подобныхъ членовъ полинома. — Два члена, состоящіе изъ 
одннаковыхь буквъ и надъ одинаковыми буквами имфющ!е одинаковыхъ по- 
казателей, а коэхоищенты и знаки которыхъ могутъ быть какже угодно, назы- 
ваются подобными. Короче, подобными одночленами называются такіе, у ко- 
торыхь буквенная часть одинакова. Такъ, 3а?53с и — 1а53с — подобны; также 


4 (5 — у) и — 5(@ — у) — подобны между собою. 


Когда многочленъ содержить подобные члены, его можно упростить, соеди- 
вивъ подобные члены въ одинъ. Соединене подобныхъ членовъ въ одинъ 
называется зриведенемь. 

При вывод® правилъ приведен!я нужно раземотрть слъдующіе случаи. 

1) Знаки подобныхъ членовъ одинаковы. Нусть данъ двучленъ, состояний 
изъ положительныхь членовъ, напр. 396 -|- 5а. Знакъ --, подразум ваемый 
передъ членомъ 345, показываетъ, что слфдуеть придать 3а%6; -|- перед 
вторымъ членомь означаетъ, что придается 546; но придать За?р, а затЪмъ 
5476 — все равно что сразу придать 8а%, елЪдовательно 

За?Ь 4 5а? —-|- 8а5. 

Возьмемъ двучленъ — 4003 — 5аб?. Знакъ (—) передъ первымъ членомъ 

показываетъ, что нужно отнять 445; тотъ же знакъ передъ вторымъ членомъ 


означаетъ, что нужно отнять 5463; но отнять 4а0° и затёмъ З5аћ? — все равно 
что сразу отнять 900°; птакъ 


— 4а53 — Баб? = — 9а53. 


Отсюда правило: если знаки подобныть членовъ одинаковы, то для приведенія 








аў е 


членовъ въ одинъ нужно буквенное выражеще оставить безъ перемњны, коэф- 
фиціенты сложить, а знакъ поставить общій. 

2) Знаки приводимых» членовь различны. Возьмемъ выраженів, состоящее 
изъ двухъ подобныхъ членовъ съ разными знаками, напр. 5а?6° — За?°. 
Знакъ (-|-), подразумваемый передъ первымъ членомъ, означаетъ, что нужно 
придать 5а; (—) передъ вторымъ членомъ локазываетъ, что нужно вычесть 
За?ь°. Прикать 5 разъ а753, а затъмъ вычесть 3 раза а'53 — все равно что 
придать 2 раза а°; ел. 

Баз — За —-| 24253. 

Въ выраженія: — 55? -|- 2а°%* знакъ (—) передъ первымъ членомъ по- 
казываетъ, что нужно 5 разъ вычесть а?0°; (--) передъ вторымъ членомъ 
показываетъ, что нужно придать 2 раза 220°; но это — все равно что отнять 
3 раза 2163. Олд. 

— 54153 -- 2475 — — 34363. 
Отсюда правило: Когда знаки подобныхь членовь разные, то для соединенія 
членовь въ одинь нужно — буквенное выражене оставить безь измњненія, 
изъ большало коэффиціента вычесть меньшій и передь разностью поставить 
знакь большило коэффииента. 

Можетъ случиться, что подобные члены имфютъ одинаковые коэфоищенты, 
но разные знаки, наор. --2а — 2а; очевидно, что такіе члены взаимно уничто- 
жаются т. е. даютъ въ результатћ ноль. Сад. 

4- 20 — да 0. 

При помощи этихъ правилъ можно длать приведеніе подобныхъ членовъ 
полинома, сколько бы ихъ ни было. Въ самомъ дёлф, примъняя первое прави- 
ло, мы соединимъ въ одинъ членъ већ подобные члены, имфющіе одинаковые 
знаки; послЪ этого придетоя сдфлать приведене членовъ съ разными знаками, 
прим%няя второе правило. Пусть, напр., данъ полиномъ 

Таб — 5а? -|- 5а —- За -{ 8а0% — 130° -|- а — 0%, 

Членъ 748, не имъющій себъ подобваго, остается неприводимымъ. Члены: 
— ба? и -|- 5951, какъ подобные члены съ разными знаками и равными 
коэффиціентами, взаимно уничтожаются. Затъмъ: — 30*0* и — 13а? даюту, 
по первому правилу, — 16а*6°; члены: -- 80° и -|- а, по тому же правилу, 
даютъ -- 9453. Члены: — 16а*0* и -|- 9а, по второму правилу, даютъ 
— Тах?, Наконець — 5%, какъ не инфющй себъ подобнаго, остается не при- 
водимымъ. Такимъ образомъ данный полиномъ приводится къ слфдующему 
сокращенному виду: 

Таё — Тахь? — 05. 

20. Расположеніе многочлена по степенямъ главной буквы. — Когда пока- 
затели въкоторой буквы въ послФдовательныхъ членахъ идуть постоянно 
уменьшаясь или увеличиваясь, то говорятъ, что полиномъ расположенъ по 
степенямъ этой буквы, которая въ такомъ случа называется главной. 

Такъ, полиномъ 


3 Ба 60-а? — 2а 


расположенъ по возрастающимъ степеняиъ буквы 2. 


— 31 — 





Многочленъ 
Ба ва? Зах 
4 з 9 
ыы мы = — 
За 15 2 р + а. 
расположенъ по убывающимъ степенямь буквы х. 
Многочленъ 


алу — 1220%* - Таз?" 
расположенъ одновременно по убывающимъ степенямъ буквы х и по возраета- 
ющимъ буквы у. 
Многочленъ называется толнымь, если показатели главной буквы идутъ 
увеличиваять или уменьшаясь постоянно ва единицу и если имфется членъ не 
содержащій главной буквы. Таковъ напр. многочленъ 


ах 4 52° 4 сх? - ах е: 

это есть полный многочленъ относительно буквы х. 

Если же нкоторыхъ степеней главной буквы недостаетъ, многочленъ 
называетея неполнымъ. Напр. 

2 — 32° -|- 22-1 

есть неполный многочленъ четвертой степени относительно буквы х: въ немъ 
недостаетъ члена, содержащаго 2°. 

21. Задачи. 


Сдфлать приведевіе въ слфдующихъ многочленахъ: 
1. За?Ь -|- 7а? — а?Ь -|- 15а -- 9а3 — 4а3с — За?Ь. 
2. 823 — Бхћу — 72у -|- 423у — 903 — 523 — 1420 -- 2829? — 602% -|- 2023. 


1 1 1 1 5 1 17 15 1 
В Вы В р Е рана 2 о, 
3. та у 2810—99 10 Ма БУ 
4. 12,49т?п — 3,79%? -|-- 7 4 2,9? — 6,3902 -- 5р? -|- 3,729. 


1 
5. 952 298,6. 2,72--.0,1259 — 474, 


Слоежеше. 


22. Сложеніе полиномовъ. Т коРЕМ А. Чтобы придать полиномь къ 
какому нибудь количеству, надо всъ члены полинома приписать къ 
этому количеству — каждый се тъмъ знакома, какой передь нимз на- 
ходится. 

ПЕРВОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. — Оно основано на правизъ приданія сум- 
мы или разности. Пусть требуется къ Р придать полиномъ а ~ 5-|-с — 6; ДЪЙ- 
стве обозначаемъ, заключив многочленъ въ скобки: 


Р-Н (а 6-е —4а). 
Разсматривая 4 какъ количество вычитаемое изъ а — 2 -|- с, обозначаемъ 
это дйствіе, заключивь о — ? |--с въ новыя скобки; такимъ образомъ полу- 
ЧИМЪ: 


Ра Ье 0) РУ (а В) —4). 


Разсматривая а — 5 -|- с какъ одинъ членъ разности, а @ какъ другой, й 
припоминая, что по теор. Ш св. разн. для приданія разности надо придать пер- 
вый члеяъ и отнять второй, найдемъ: 


Р 4 (а — 6-4-2) =Р-|- (а 64-е) —– 0. 


Разсматривая а — р какъ одинъ членъ суммы, а с какъ другой, что 0603- 
начаемъ соотвЪтствующими скобками, имфемъ: 


Р (а 64-с д) Р -- (а —– 0) 4-с) — а. 


На основанши теоремы Ш св. сумзы можно членъ [(а — 0) -|- с| замёнить 
суммою составляющихъ его членовъ; так. обр. 


Р (0—0 4-с) =Р4- (а — 0) 4-с 4. 
Наконецъ по теорем о придакія разности получимъ окончательно 


Р (а 04-с 0) Ра 04-с а. 


Второе ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. — Оно проще перваго. Разематривая прида- 
ваемый полиномъ какъ одинъ членъ, мы, перемняя места слагавмыхъ, мо- 
жемъ написать: : 


Р-- (а — 04-с а) =(а—в-ф-е— а) Р. 
Вторая часть равенства означаетъ, что изъ а надо вычесть б, затъмъ при- 


дать с, вычесть @ и наконецъ придать Р; но тоть же смыслъ будеть имъть это 
выражевіе, если въ немъ опустить скобки; сл. имћемъ право написать 


Р 4 (а — 04-с 0) =а— 6-е —а-Р. 


Переставивъ затфиъ послЪдвій членъ второй части на первое мЪсто, по- 
лүчичъ окончательно 


Р (2—64 е – 0) =РУ4- а 64-с а. 

Итакъ, для сложенія многочленовъ надо члены одного многочлена припи- 
сать къ другому, каждый съ тЬмъ знакомъ, какой передъ нимъ находится и, 
если можно, сдЪлать приведеніе. На практикъ, для удобства приведеня, пишутъ 
члены одного многочлена подъ другимъ, наблюдая, чтобы подобные члены на- 
ходились въ одномъ вертикальномъ столбцъ. Такъ, пусть требуется сдфлать 
сложенів: 


42° — 5а? -|- Таа? — а3-|- (8а — 2° -- Аах? — Зах) | (497% —20* -|- ал). 

Располагая многочлены еказаннымъ образомъ, имфемъ: 
| 413 — Бах -|- Тал? — а? 

— 2° — Зах -|- 4аа°* -|- 8а? 
{ — 22492 + а 

Сумма... 2 — 4х -|- 11ах*-- 8а? 
или, располагая члены по убывающимъ степенямъ буквы а: 
8а? — Аа? -- 11а2*-|- 2°. ы 


23. Сложеніе мономовъ. — Правило этого д®йствія можетъ быть введено на 
основавія правила еложевія полиномовъ, такъ-какъ веякій мономъ можно раз- 
сматривать какъ биномъ. | 


Слагаемыя 


= «м2 2, 
ә а - 


— 35 — 





Уменьшаемое. . . . . . 5235? — 10263 | 8а6* — 05 
Вычитаемое . . . . . `` 2035? Та 3 — Заһ* = 65° 
Остатокъ . . . . . . . 3970 + 5аб* -|- 565 


25. Вычитаніе мономовъ. — Правило вычитанія одночленовъ можно вывести 
на основани правила вычитанія многочленовъ, такъ какъ всякій одночленъ мож- 
но разематривать какъ двучленъ. 

Пусть изъ какого нибудь количества Р, подъ которымъ можно подразум%- 
вать или многочленъ, или одночленъ, требуется вычесть -|- а. Разематривая -|- а 
какъ бинонъ 0-|- а, на основаніи правила вычитавія многочленовъ находимъ 

Р (а) =Р— (04-а) = Р 0—0; 
опустивъ о, имфемъ: 
Р (а) =Р а. . . . (1). 

Разсматривая — а какъ биномъ о — о, подобнымъ же образомъ найдемъ: 

Р — (— а) = Р — (о —а)=Р—ора=Р-а. . . (2). 

Такимъ образомъ, вычитаемый одночлень надо приписывать къ уменьшае- 
мому съ обратнымъ знаком». 

Наприм%ръ 

5а362с — (— 24303) = 505% –|- 2а?Ь?с — 703°. 
Такимъ же образомъ найдемъ: 
1) 3— (+5) =3—5=— 2. 
2) 8— (—– 5) =34-5 = 4-8. 

Замъчая, что остатокъ перваго вычитанія (— 2) меньше уменьшаемаго, 
между тЬмъ какъ остатокъ втораго (- 8) больше уменьшаемаго, заключаемъ, что 
съ алгебраическимъ вычитаемъ не всегда соединяется понятія объ уменьшении: 
вычесть положительное число — значить уменьшить, вычесть отрицательное — 
значить увеличить. 

Примьчане. — Правило вычитанія одночяеновъ можно-бы было вывести 
непосредственно, основываясь на опредфленши этого дВйетвя; такой выводъ ни- 
чёмъ не отличается отъ втораго доказательства правила вычитан!я многочленовъ, 
потому мы его и опускаемъ. 


Употребленіе скобокъ. 


26, Если многочленъ или нЪсколько его членовъ заключены въ скобки, от 
можно ихъ опустить, ваписавъ многочленъ. безъ скобокъ. ДЪйствіе это наз. рас- 
крытаемз скобок», а правила его непосредственно вытекаютъ изъ правилъ сло- 
женія и вычитанія многочленовъ. При этомъ слфдуеть раземотрёть два случая. 

1. Если передъ скобками стоитъ знакъ -|-, то можно опустить скобки вмћо- 
тъ съ знакомъ, который передъ ними находится, перепивавъ члены, стоявшіе 
въ скобкахъ, съ ихъ знаками. Такъ, выраженіе 


а-- (—64-е— 4-е), 


по раскрытіи екобокъ, дастъ, по правилу сложенія, 


а—4- с 44е. 





3+ 





— 96 — 


2. Если многочленъ или часть его заключена въ скобки, передъ которыми 
стоитъ знакъ —, то можно опустить скобки выЪст№ съ знакомъ, который имъ 
предшествуеть, перемфнивъ знаки у већхъ членовъ, стоящихъ въ екобкахъ. 
Такъ, многочленъ. 


еч а —Ь — (—е--Р— №), 


согласно съ правиломъ вычитанія, по раскрытіи скобокъ дасть: 


а — ье }--һ. 

Если многочденъ содержитъ несколько паръ скобокъ, то ихъ можно уничто- 
жать послфдовательно, начиная или съ внутреннихъ, или съ наружныхъ, руко- 
водствуяеь каждый разъ вышеприведенными правилами. Такъ, въ выраженіи 
а — [6+ (с — а)] раскрывъ сперва наружныя скобки, найдемъ 

а — 6 — (с — а), 
принимая на-время с — @ за одинъ членъ. Раскрывая оставиИяся скобки, нахо- 
димъ окончательно 
2—0 — са. 

Наоборотъ, раскрывая сначала внутреннія скобки, т. е. вида ( ), въ вы- 

ражения 


а—{—6-- [с (8 — 010, 
а { —ь4- [2—44-е)}; 


раекрывъ затмъ квадратныя скобки, найдемъ 


а— 4 —ъ--е— 4-е}; 
раскрывъ, наконецъ, Фигурныя скобки, получимъ окончательно: 
а — 4-9 — е. 

Наоборотъ, можно многочленъ или часть его заключить въ скобки, такъ- 
чтобы передъ ними былъ опредфленный знакъ ЗдЪеь опять надо раземотрёть 
два случая. 

1. Если многочленъ или часть его желаемъ заключить въ скобки со зна- 
комъ -|- передъ ними, то у членовъ, вносимыхъ въ скобки, слъдуетъ сохранить 
ихъ знаки. Такъ въ выражени а - — с 4-— е внося три послъдніє члена 
въ скобки съ знакомъ -|- передъ ними, получимъ 

в--Ъ--(—-е--а— 9); 
справедливость этого преобразовавія подтверждается тъмъ, что, раскрывъ скобки, 
находимъ данное выраженіе 24-2 —– с 2 — е. 

2. Если же многочленъ или часть его требуетея заключить въ скобки со 
знакомь — передъ ними, то у членовъ, заключаемыхъ въ скобки, надо знаки 
перемфнить на обратные. Такъ, если три средвіе члена многочлена а — 2 - ?— 
— һ -|- А нужно заключить въ скобки съ знакомъ — передъ ними, то найдемъ: 


а —(Ь— #4) К; 
справедливость преобразованія доказывается тъмъ, что, раскрывъ скобки, нахо- 
димъ данное вырнжене 

аъ УР. 


получимъ 


— 87 — 


Можно въ данный многочленъ вводить и н®сколько паръ скобокъ. Такъ 
напр. многочленъ а — 2 |--с — 2-е — ў можно написать въ вид 


а41—240— 6—2). 
27. Задачи. 
Сложить многочлены: 
1. 4а3х — 15а?2у | Таз?у -- (Заху? — Тузх) - (40222 -|- 5ах?у — 804). 
2. 725 — 42802 | 112 | (905 — 22уз-- 420*) -- (3223 — 10у3-|- 943у?). 
3. 921 -- 752 —1--5%- (243 — 40 4|- 1122) | (8 — 5а -- 7х — 20). 


4. 0,802 — 3,47а — 17,25ас | 3,750 (— А а? | 0,47а -- 125 ас — т бс). 
5. 26 — 6028 -|- За?хі — 280308 -|- 902202 — 54а -- 2708; 

— 325 -- Таз —3 ала — а?аз - В лай -|- ЭТабв — ай; ә 

12% -|- аа +- 2824 -- 344323 — 5 ака — ах — 284%; 

— 706 -|- г а - тролля — 114323 — 7а4х? | 15952 — 7а5; 

— 3468 — 2005 — 5а + ба? — 2 аа 4. 18а%х -|- 345. 


6. 4219326 — 323425 -|- 1742324 — Вау?23 Г (1422324 | 421223 | бл3у125 
— 3156) ~. (— 21526 — 920325 -|- 4423 -|- 1952у324) | (908125 -|- Буза — Табу еб 
+ 922321) | (— 12223 |- 421526 — 152203828 — 2315) -|- (3200528 -- 41220821 
— 2313 -|- 70932). 
7. а" | ба" -- 100" -- ба" -- 00; 
— Т0" — 30—208 -|- 74" 353 -|- 8а" Г да"-1; 
8а" -|- 34-63 — 5а" + 3 -- ва"; 
— 34" -- 597-252 -|- За" — 50: — За" 353. 
8. ил — 0% 4 (ат — тта" атуч-- Ы") -- (— баһа? -- Зав -- 
—- 80% — аг) -- (а — 32" | тат -- 1499) -- (36с27 — 45 -|- Зтгк ті"). 
9, Изъ 21 -| 3443 — 2642 -- 3ох — 44 вычесть 34% -|- 943 — 49452 — 302 |- а. 
10. Изъ 724% — 7843, — 10230 -- 17203 -|- 3у* вычесть — 21 -|- 3628 — 17203 — 
— 84494 -|- 10280. 
11. Изъ 104” — 150% — сР-- 544 вычесть — 90% - 20% | с? — 541. 


12. Изъ 7 — 4,4502 -- 19 т и3 -- 0,85а20 — 1,75% — в2у — 9,5 вычесть 
47,5476 — 23, 4 1,1255 — 95+ 0,2522, — 4 23? — 0,6253. 


13. Изъ многочлена 44 — 3023 —- 89242 — 9а3х — 4а вычесть сумму многочлс- 
новъ: 224 523 — 12475 — азк — 304, 524 — 2423 4 80252 — Так — а п За -|- 
1 ах — а. 

14. Изъ многочлена 92 — 2423 -- а?а — 635-64 вычесть сумму многочленовъ: 
524 -|; 3653 — баба? — ах -|- 64, 224 — ажз-|- ТЫ — 2635 — ай, 2% — 40а -|- За — 
— 4965 — 20208. 


— 38 — 


15. Вычислить вырарженіе: Р — Р'4-Р" — Р" 4-Р" — Р“, вь которомъ 
Р ==2%4|- аа? -- ах; 
Ру — 6у-|- 03у; 
РИ | со -|- с?2; 
РИ 48—93 |23; 
р'"— аа | 008 -|- се?; 
Р“ = а? — у -|- сіг. 

16. Упростить выраженіе: 

442 [48у — (62 Зу — 72) -- 42] — [480 — 82 -- 22 — (4=-- 9)]. 
17. Упростить выраженіе 
ба 4- {4а — [86 — (20 4- 45) — 225]) — {75 4- [9а — (36 4а) 4- 80] -- ва}. 


18. Вызислить выраженіе 
у {2—[2— (0-91), 


2 За? — 2а5 -|- 50°; у == Тай — Вар -|- 56°; 
ё 9а? — Бар -|- 3%; $ — 11а? — 396 -|- 402. 
19. Найти числовую величину выраженія 
а 22 — [64-9 — {а—#— (0 — 20)}1, 


если 092, 02-8, 82-6, у—5. 


въ которомъ 


20. Упростить выражене 
928у — 7220 -|- у — [40% — 223 — { За у? -- 294 — (553, — 223) } 1. 


21. Представить въ вид суммы, различными способами, каждый изъ слфдую- 
щихъ ПОЛИНОМоОВЪ; 


(1) 2—60—с— 0 (2) 14-а — а — 5 
(3) 23—74? — 42-|-1 (4) 28—220 -|- 4202-|- 40°. 
922. Представить въ вид разности, различными способами, каждый изъ слЪдую- 
ЩИХЪ ПОЛИНОМОВЪ: 
(1) а — а?Ь -|- аф? — 08 (2) 203 — 2а2у |- Бу — 202 
(8) 21—754 442 — 5х 4-1 (4) 28у — 220% -|- 420 — 40. 
23. Въ каждой изъ слфдующихь шести группъ представить полиномы Р и ©: 


одинъ — въ вид суммы двухь полиномовъ, другой — въ вид разности такихъ же 
ТОЧНО ПОЛИНОМОВЪ. 





(1) 214-064 4-5 9—1—--а—. 

(2) Р=0—64-с—4 9=а-Рь—е— 4. 

(3) Р —=а34- 402 —4х--1 О == 28 — 442 — 40 —1. 

(4) Р—аз-- 3а? -| Зав 53 © — 43 — 302 -|- Зар? — 53. 

(5) Р=а-Н 0 -| 68 — 206 -|- 2ас — Фе Оа | 0-4. с -- 205 — Зас — 0с 


(6) Р == 2+ — 323у — 412° | Зауз-р у 9 = а | 3239 — 4220 — Заз у. 


2939 = 


ГЛАЗА. ТУ- 


Умножеше. 


Олредфленіе. — Правило знаковъ. — Законъ перемфстительный. — Умноженіе одночле- 
новъ.---Умноженіе многочлена на одночленъ и обратно.—Умножеве многочленовъ.— 
Замфчательные случаи умноженя.— Задачи. 


28. Опредфлене. — Если для умноженія даны два ариеметическія цёлыя 
числа, напр. 5 и 4, то умножать первое на второе значитъ взять первое сла- 


4 
гаемыъ 4 раза. Но если бы требовалось умножить 5 на 7° то данное опре- 
дЪленів теряеть смыслъ въ примфнеши къ этому случаю, потому-что нельзя 
4 | : 
взять 5 слагаемымъ тг раза. Такимъ образомъ, опредфлене дъЙствія умноже- 


нія, въ случа умноженія на дробь, должно быть измнено, но такъ, чтобы 
оно не противоръчило опредфленю умноженія на цълое число. Умножая 5 на 
4, мы повторяемъ множимое слагаемымъ четыре раза, т. е. составляемъ изъ 
множимаго новое число такъ, вакъ множитель составленъ изъ единицы. Распро- 
страняя такое понят!е объ умноженш на случай дробнаго множителя, т. е. 


А 4 . 
понимая п0дъ умноженіемъ наприм. 5 на я — оставлено изъ 5 новаго числа 


4 : 
такъ, какъ т составлено изъ единицы, мы даемъ такое опредёлене умноже- 


нія, которое осмысливая случай умноженя на дробь, не противоръчитъ въ тоже 
время опредёленію д%йствін умноженія на ц%лое число. Распространяя это 
опред%лепів и ва алгебраическія количества, Лакруа даетъ слфдующее общее 
опредвлене умноженія: умножить одно количество на друюе значить — изь 
множимало составить новое количество такъ, какъ множитель составлено 
изъ положительной единицы. 

29. Правило знаковъ. — Примънимъ это опредфяене къ выводу правила 
знаковъ при умножени. 

Пусть требуется положнтельное количество (--5) помножить на положи- 
тельное количество (+ 4). Это значить: изъ -- 5 составить новое количество 
такъ, какъ множитель -- 4 составленъ изъ положительной единицы. Но для 
составленія --4 изъ --1 надо 1 повторить слагавмымъ четыре раза; въ са- 
момъ дф: (1) А01) =141 1414-46 а 
потому для нахожденія произведенія надо и --5 взять слагаемымъ четыре 
раза. Находимъ 


(5). (+ 5) 058) = 5 54-5 4- 20......(1). 

Пусть требуетея (— 5) помножить на (--4). По опредфленію, это значить 
пзъ (— 5) составить новое количество такъ, какъ (-|- 4) составлено изъ поло- 
жительной единицы, т. е. надо (— 5) повторить слагаемымъ четыре раза. 
Находимъ 


(= 5). (4) = (— 5) 4 (5) 4 (— 5) 4 (—– 5) = 5—5 5—5 90......(9). 
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Дано: (1-5) помножить на (— 4). По опредёленію, надо изъ (--5) соета- 
вить новое количество такъ, какъ (—4) составлено изъ (-- 1). Но для соста- 
вленія (— 4) изъ (--1) нужно у (--1) перемнить знакъ на обратный, и съ 
этимъ измфненнымъ знакомъ взять ее слагаемой четыре раза; дЪйствительно: 
(ПЕСН = — 4. 

Совершая надъ множимымъ тже дЪйствя, что и надъ (-|-1), должно: у 
(--5) перемфнить знакъ на обратный, вслЪдетв!е чего получимъ (— 5), а за- 
тъмъ — 5 повторить слагаемымъ четыре раза. Найдемъ 
(1 5). (4) = (— 5) 4 (— 5) 4 (— 5) 4 (—– 5) 2—5 — 5 5 5 = 90......(8). 

Пусть, наконедцъ, требуется (— 5) помножить на (— 4). Согласно опредф- 
ленію, нужно у (— 5) перемънить знакъ на обратный, и съ этимъ изифиен- 
нымъ знакомъ взять его слагаемымъ четыре раза. Получимъ 
(8) (4) (5) 4-05) 4-0-5) 4-04 5) = 55455 20......(4). 

Результаты: (1), (2), (3) и (4) приводятъ къ слъдующему правилу: при 
умноженіи двужь количествъ надо перемножить ихъ абсолютныя величины и 
перед» результатомь поставить знаке +, если множимое и множитель 
имюють одинаковые знаки, и (—), если оба сомножителя имњютъ знаки 
разные. 


При вывод этого правила мы брали числа цълыя. Возьмемъ теперь дроб- 


ныя числа; пусть, напр., требуется (- 5) Ж (– 2). По опредфленію умно- 


А 2 5 
женя, надо изъ (- =) составить новое количество такъ, какъ (- 5) состав- 
А 5 
лено изъ (-|-1). Но для составленія (- 5) изъ (-- 1) надо: 1) --1 раздёлить 
А 1 1 
на 7, велфдетв!е чего получимъ (+ т} въ самомъ дълъ, помноживъ Ег. на 
1 1 7 
7, т. е. повторивъ слагаемымъ 7 разъ, найдемъ (+ 7)+(+ =) ата е 
1 
или -|-1; 2) зат ]ь слЪдуетъ (+ =) повторить слагаемымъ пять разъ; едћ- 
5 
лавъ это, найдемъ о; и 3) въ результат перемънить знакъ на обратный, 


5 2 
что и даетъ (- =). Поступая съ (- =) такъ, какъ сейчаеъ мы поступали 


9 А 2 
съ (4-1), дламъ, во-первыхъ, —з На 1, волЪдетВіе чего находимъ — = 
2 5 
повторяемъ, затмъ, — == блатаёмымъ пять разъ, что даетъ т нако- 
нецъ, въ результатв перемфняемъ зпакъ и находимъ ДЕ 29 5х о, из х 5 
Итакъ: 


2 5 9 5 
(5): (я) = 
что согласно еъ вышеприведеннымъ правиломъ. 


Такимъ образомъ, обозначая буквами а и В абсолютныя числа, цыя или 
дробныя, имфемъ: 
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(4-9). (+В =-а. 8. 

(2.0 =—а.й. 

(9-а. (— В) = т 

(— а). ем 

Обобщевіе правила знакевъ. — Пусть а и б будуть два количества, кото- 

рыя сами по себ® представляють числа положительныя или отрицательныя; и 
распростравимъ правило зваковъ и на этотъ случай. Докажемъ напр , что 
каковы бы ни были знаки а и б, всегда (— а).(— 5) =-- аф. Раземотрамъ 
четыре случая: 


І. Пусть а=-Р а, 5-8, тд а и В — числа абеолютныя, цфлыя или 
дробныя. Въ такомъ случа: — а= — (4-а) == — а, — == — (+В) =— В; 
елЪдовательно 


(4). (0—9. 8=а8. 
Съ другой стороны 
+= (а. + = (+8) = ав 
Итакъ, количества (—@)(— 0) и -- ар, какъ равныя порознь одному и тому 
же количеству -|- х3, равны между собою, елд. 
(— а).(— 6) = + ар. 
П. Пусть а=— а, 6 = 8, тд а и В числа абсолютныя. 
Въ этомъ случаъ: — а= — (= а, и — 0 — (-- В) == — В; сад. 
(— а).(— 0) = а. —– == — вв. 
Съ другой стороны 
а (а. Е В) (98) = — вв. 
Заклочаемъ опять, что п въ этомъ случа 
(— а).(— 5) = аб. 
Ш. Пусть а=-а, = — 85 отсюда: —@= — (= — а, и 
—5=—(-=-Е м. (— а). (— = а. ЕВ =— ав. 
Но 6—5 (а. —В)=-(- 98) =-— ав. 


Опять находимъ, что 
(-9. = 8. 
ІҮ. Пусть, наконець, а=— х, 6—— 8; въ такомъ случа%: 
— а= — (— 9) = а; —— 0 -- (— В): 4 В; саёд. 
(0) = а. В=-ав. 
Но в 1-а (а. — = 48) = 4-6. 


Снова имћемъ 





(— а). (— 0) = -- а. 
Итакъ, каковы-бы нибыли знаки количествъ о и б, всегда имфемъ: 
(— 4).(— = а. 


Такимъ же точно образомь можно доказать, что вышедоказанное правило 
знаковъ распространяется и на три остальныя случая; такъ-что, каковы бы ни 


й 
(7 
| 
Н 
У 
Ее 
1 
і 








9 


были количества а и 6 — положительныя или отрицательныя, и каковы бы ни 
были ихъ абеолютныя величины — ифлыя или дробныя, всегда имфемъ: 


(+49) 9-0) = Ба 
(а). 8) = —а5; 
(4-а). (5) = — а; 
(— а).(— 5) = 4. 
Правило знаковъ при умноженш, въ сокращенной Форм®, выражают такъ: 
одинаковые знаки дають въ троизведенім плюсь, а разные — минус». 


ОлЪдствія. — Укажемъ н®которыя слфдетвя правила знаковъ: 
1) Произведенів положительныхъ количествъ всегда положительно; такъ, 


(2). 9). 0 =. 

2) Знакъ произведенія отрицательныхъ множителей зависить оть числа 
ихъ, именно: если число ихъ четнов, то произведеніе будеть положитель- 
пов, потому-что въ такомъ случаъ его можно разбить на пары, изъ кото- 
рыхъ каждая даетъ знакъ (-|-); если же число отрицательныхъ множителей не- 


четное, то произведен!е будетъ отрицательное, такъ-какъ въ этомъ случа бу- 
деть одинъ отрицательный множитель, для котораго нётъ пары. Такъ: 

1) (+9).(- 5).(— 2) = (—40).(— 2) = -- 80; 

2) (8).(— 5).(— 2).(— 3) = (4-80).(— 3) = — 240; 

3) (4-8).(— 5).(— 2).(— 3).(— 7) = (— 240).(— 7) = ++ 1680 и т. под. 

Примњчаніе. — Правило знаковъ вотрёчаемъь уже у Дзофанта (365 по 
Р. Х.), но безъ доказательства. Знаменитый Эйлерь въ своей алгебрћ даетъ 
слфдующее доказательство: (— а).(— Б) равно или -|-аб, или — аб; третьяго 
результата быть не можеть. Этимъ результатомъ не можеть быть — а0, потому- 
что таков произведене происходить или отъ (— а)(|- 5) или отъ (— 6). а). 
Поэтому, произведене будетъ = -|- аБ. Очевидно, это доказательство, какъ и 
доказательство Крамна, не выдерживаетъ критики. Крампъ въ своей всеобщей 
Ариометикь, говоритъ: «Теорема, въ силу которой два отрицательные множи- 
теля даютъ произведеніе со звакомъ, противоположнымъ минусу, и олъд. по- 
ложительное, сводится къ известному правилу грамматики: дарех педайо аї- 
Пгтаё». 

30. Теорема. — Произведене не измъняется отъ перемњны по- 
радка сомножителей. Эта теорема составляетъ такъ называемый закон 
перемњстительности въ умноженіи. Докажемъ ее: 


1) Для цёлыхъ положительныхъ сомножителей; 
2) Для дробныхъ положительныхъ производителей; 
4) для отрицательныхъ, цфлыхъ или дробныхъ, производителей. 


Им%емъ два цёлыхъ положительныхъ числа с и 5; умножить а на Б зна- 
чить повторить а слагаемымъ 6 разъ; ел. 


а. $ = ата аа. ..... (6 разъ}; 
но а = 1--1-1-41--.......(@ разъ); ед. 


а. —=(1--1--1--1+...... а разъ) | 

Е ИЕ ИЕ. 
+-а--1--1-41+....... № ры 

| 

) 


о ве 


ныхь етрокъ == р. 


4+(1У41У414-1У4 0.0.0.0...) 

Приходится составить сумму единицъ, содержащихея въ этихъ 6 строкахъ. 
Это можно едълать двоякимъ образомъ: 

1) Складывая единицы въ каждыхъ скобкахъ, число которыхъ равно 6, 
мы получимъ б слагаемыхъ, изъ которыхъ каждое — а; такимъ образомъ нуж- 
но а повторить 5 разъ слагаемымъ, что и даетъ намъ пропзведеніе о.р. 

2) Можно взять сумму единицъ, составляющихъ первый вертикальный 
радъ и равняющуюся 0; затфмъ сумму единицъ втораго вертикальнаго ряда, 
равную также 0, ит. д., а какъ већхъ вертихальныхь рядовъ а, то прихо- 
дитоя 6 повторить а разъ слагаемымъ; найдемъ 


ЬРЬНЬ..... (2 разъ) = Б.а. 
Итакъ, сумма одного и того же числа единицъ можетъ быть представлена 
произведенями а.р. и б.о; т. е. 
ар — фа. 
Возьмемъ теперь произведеніе нёсколькихъ цжлыхъ положительныхъ 60- 
множителей, и назовемъ буквою Р произведеніе вефхъ ихъ, кромъ двухъ по- 


слъднихъ; можно доказать, что въ произведенін Ри мөжно перемфнить мета 
двухъ послфинихь множителей, не измЪняя этимъ величины произведенія, т. 
в. что Рим = Рит. Въ самомъ дЪлъ 
| Рт=РАЕР--Р--..... (м разъ). 

Произведеніе Рот предетавляетъ сумму ® слагаемыхь, изъ которыхъ каж- 
дое == Рт или, что тоже, =РАЕРЕР..... (т разъ); слФдовательно 

Рит == (Р-ЕР-ЕР-..... (т разъ) 

а а аа ега 10 

«ОЕА РУРР е аав Й 


Число горизонталь- 
ныхъ строкъ ==. 


6 о . о 


у—Ш8—Й—Ш—=——Щ——— 


Эту сумму можно вычислить двоякимъ образомъ: 


1) Въ каждыхъ скобкахъ имфемъ и слагаемыхъ, изъ которыхъ каждое 


== Р; поэтому, каждыя скобки дають Ри; это количество повторяется слага- 
емымъ ж разъ, сл. сумма = Ри. 


2) Иначе: въ каждомъ вертикальномъ ряду имфемъ эю слагаемыхъ, изъ 
койхъ каждое == Р; сл. каждый вертикальный рядъ даетъ Рю; а какъ вобхъ 
вертикальныхъ рядовъ т, то общая сумма =— Ритж. Итакъ 


Ртп = Рит. 


Основываясь на этомъ вывод, докажемъ, что если дано произведеніе изъ 


нфскольвихъ цЪлыхъ положительныхъ чисель, то каждое изъ нихъ можно по- 
мстить на каждомъ мёет%. 








В Е 


Такъ, имя произведеніе афс4е, можемъ, на основан и предъидущей теоремы, 
замфнить его произведенівмъ абгей. Затъмъ, разсматривая с и е какъ два поелъдніе 
множителя произведенія абве, замфняемъ послъднее равнымъ ему произведеніемъ 
афес, тавъ-что арсей — абеса. Разематривая $ и е какъ два послёдн!е множите- 
ля произведенія афе, замфняемъ послёднее равнымъ ему произведеніемъ аер, 
такъ-что ађесӣ == аеЬсӣ. Наконецъ, перемняя мъста множителей произведенія 
ае, находимъ аерса = еабса. Такамъ образомъ, послъдовательно имфемъ 


афсае = абсе == ађесӣ == аерсӣ = вабса, 


откуда видимъ, что множитель е можеть быть поставленъ на каждомъ мъст 
произведеня, не измняя величины его. 

Это справедливо относительно каждаго множителя; олъд. въ произведен 
цфлыхь положительныхь множителей можно каждаго изъ нихъ помфетить по- 
слфдовательно на каждое мъсто, не измфняя этимъ величины произведенія. 

П Пусть множители будутъ положительныя дроби. Означая буквою Р про- 


аң} т, ГА 
извед: пе, предшествующее Двумъ поелъднимЪ множителямъ се И 37 припоми- 


пая правило умноженія дробей и замфчая, что правило знаковъ доказано и для 
дробныхъ множителей, находимъ 


ту 


Рх хт =рх РХ ЕрхТ х, 


Такамъ образомъ и здфсь пропзведеніе не измфняется отъ перестановки 


двухъ послднихъ множителей. А отсюда, примфняя вышеприведенныя разсуж- 
денія, находимъ, что 


асе | т т | 
№ 


с 
е = 


ё а 
па ъа 


НЕО 
т асе Ъ 


пъатгф 
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һат ^ 
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т. е. въ произведен нћеколькихъ дробныхъ положительныхъ множителей мож- 
но последн изъ нихъ помфетить на какомъ угодно мъетЬ произведенія, не 
измняя величины послфдняго. Правило это справедливо и для већхъ дробныхъ 
положительныхъ множителей. 

Ш. Если множители пройзведенія будуть отрицательные, дробине или ц- 
шые, то произведен!е, по абсолютной величен%, равно будетъ произведевію тъхъ 
же множителей, но взятыхъ съ положительными знаками. Но, по доказанному, 
въ произведени положительныхъ множителей можно измЪнять порядокъ ихъ 
какъ угодно, не измфняя этимъ величины произведешя. Поэтому абсолютная 
величина нашего произведевія не измфнитея отъ перемъны мъстъ множителей. 
Олфдовательно, если измфнен!е порядка множителей можетъ оказать какое ни- 
будь вліяніе на величину произведенія, то это вшаяне можетъ простираться 
только на его знакъ. Но выше было показано ($ 29, Сл. 2), что знакъ произ- 
веденія отрицательныхъ множителей зависить только отъ числа, но не отъ п0- 
рядка, въ которомъ они размЪщены; а кавъ число ихъ при производимыхъ пере- 
становкахъ остается тоже самое, то и знакъ пропзведенія всегда будетъ одинъ и 
тотъ же. Итакъ, измЪняя порядокъ множителей въ произведеши отрицательныхъ 
чиселъ, мы этимъ не измнимъ ни величины, ни знака произведенія. 


оГ | 


Сльдствая. І. Чтобы умножить данное количество на произведеніе н*- 


сколькихъ другихъ, пужно его послфдовательно умножать на множители этого 
произведеня. 


Въ самомъ дфлф: 
т(афе) — (абс)т, 
по закону перемъетительному; выражен!е во второй части показываетъ, что а 
нужно умпожить на 0, произведеве на с, и новое произведеніе на эл; опустивъ, 
для сокращенія, скобки найдемъ 
т(ађе) = афст, 
но по закону перемфст., абст =—ғпађс, сл. окончательно 
т(ађс) == тафс. 

П. Чтобы умножить произведене на въкоторое количество, нужно на это 
колич. помножить одного изъ производителей. 

Въ самомъ дълћ: 

(аса)т = аЪесйт (опустивъ скобки) 
—стафа (по закону перемъстительности) 
== (ст)аба (по смыслу скобокъ) 
== а6{ст)а (по закону перем%ст). 

Ш. Во всякомъ произведеви можно: нфеколько множителей замфнить ихъ 
вычисленнымъ произведеніемъ, и обратно, какой угодно множитель — другими, 
которыхъ произведенію онъ равенъ. 

Въ самомъ дёлћ: 

1). Всегда возможно разематриваемые множители переместить такъ, чтобы 
они стояли рядомъ; составить затВмъ ихъ произведен!е; и помфетять послфднее 
куда угодно какъ множителя. 

2). Веёгда возможно множителя, который желаемъ разложить помфстить на 
лервомъ м®ст; замфнить его сомножителями, произведен которыхъ опъ 
равнялся бы; и наконецъ расположить этихъ множителей, какъ угодно. 

31. Правило показателей. — Разсмотримъ умноженіе степеней одного и того 
же основашя. Пусть, напр., требуется умножить а’ на а?. Мы знаемъ, что а 
с=а.а.в.0.0 и а? ==а.а.а; сафдовательно а^.а? = а.а.а.а.о.а.а.а == а*. Отсюда 
заключаемъ, что произведене имфетъ то же самое основаніе, а показатель его 
равенъ сумм показателей множителей. Пусть вообще дано помножить а" на а", 
Үд а какое нибудь количество; аж и ж — числа цфлыя и положительныя. 
Замфчая, что 

а” — 4.4.4. ......... Г о повторяется множителемъ т разъ, 


И 4'=4.4.4.4..........., Т а беретея множителемъ я разъ, 
находимъ, что 








т раз п разб 
| Ё————щ—щ—щ—-_ — м 
О она: со Ао ра бе 
ЕИ воров аа а о ЕШ 
ое о ки: ти 
тт разә 


Итакъ: а”.а" —=а”"". Олд. имфемъ правило: 
Произведеще двухъ степеней одноо и тою же основашя есть дрлая 


степень тоо же вамало основанія, которой показатель равенъ суммњ пока- 
зателей сомножителей, 





еее 


32. Умноженіе одночленовъ. — Пусть дано перемножить одночлены 
бар? У Ба еР. 
Перемънивъ порядокъ множителей 6,а°,0%,с?,0*,5,а? и т. д., отъ чего величина 
произведения не измфнитея, даемъ произведению видъ 


6.5.а5.а?.0%.0%.с°.с.а*.; $ 
примфняя сюда правило показателей ($ 31), имфемъ 
6.5.а7Ь%а%р. 
Итакъ 
6453 с'4* У Базе р? — Заза. 
Отсюда вытекаеть сафдующее правило умноженія одночленовъ: 


1) Коэффииенты сльдуетъ перемножить. 

2) Затльмь написать одну за друою всъ различныя буквы, входящія въ 
оба одночлена, и при каждой поставить показатель, равный сумм показа- 
телей этой буквы въ сомножителяхь; если же буква входить только въ одинь 
изъ сомножителей, ее пииуть въ произведении съ ттњмь показателемь, какой 
она имњет». 


ПримъРЪъ. Умножить: — 72"у52*(и — 0) на Затуци —5):. 


Замфчая, что знакъ произведеня дояженъ быть (—), и пеи найден- 
ное правило, получинъ въ произведеніи 


— 21 2” — 0)". 


Умноженів многочлена на одночленъ. 


33. Пусть требуется умножить 2-4-5 с на @, тд подъ буквами а, Би 
с можно разумть вакія угодно числа. Что же касается множителя 4, то слъдуетъ 
различать нћеколько случаевъ. 

1. Пусть Я есть цфлое положительное число, напр. 4 =4. Припоминая опре- 
дЪлевіе умноженія и замъчая, что 4 составлено повтореніємъ положительной еди- 
ницы, какъ слагаемаго, четыре раза, заключаемъ, что и множимое надо повто- 
рить елагавмымъ столько же разъ. Получимъ 


(а 6—0) 4 (060) (06—08) (00 – 9) (060—0 
4-46 — 46. 


Результать показываетъ, что для умноженія многочлена на цлое положительное 
число нужно каждый членъ множимаго отдфльно помножить на это число, соблю- 
дая правило знаковъ. 


2. Пусть @ равно въкоторой положительной дроби, напр. 5. По опредћ- 


? 3 
денію, умножить а — с На с ЗВ изъ множимаго составить новое коли- 


. 3 
чество такъ, какъ множитель составленъ изъ -|- 1. Но для составленія-. изъ | 1, 


МЕ г е 


; 1 1 
надо отъ -|-1 взять четверть, велъдетвіє чего получимъ -|- 4’ а Затфнъ 4- 1 


3 
помножить на 3, что и даетъ дёйствительно Ра" Итакъ, мы должны: 1) взять 


четверть отъ 2-5 — с, и 2) полученный результать умножить на 3. 

Можно доказать, что для раздфленія многочлена а -|- 5 — с на 4 нужно каж- 
дый его членъ раздфлить на 4, удерживая передъ каждымъ изъ отдльныхъЪ 
частныхь тотъ знакъ, какой имфеть дЪлимый членъ, т. е. что 


20е. во. 





Для доказательства помножимъ частное на 4; по извъстному уже правилу 
умноженія многочлена на цфлое положительное число найдемъ: 


(2 с 
Зам%чая, что 2 пли с умноженная на 4, даетъ 2. а ИИ 0, ит. Щ., 


4 4. 
находимъ, что 


(+ +2 0). 4 = а — с. 


Итакъ, помноживъ частное на дёлителя, мы нашли въ результать дълимое, а 
потому ифйствительно 
24| — с 1 1 1 
= па -ф — —с. 
4 4 6 4° 4 
Это выраженіе надо умножить на 3. По изв%стному уже правилу умноженія на 
цълое положительное число получаем ъ 


(2а + 5 16 — 10) 3 = 4034 45 „3 — 10.8, 


1 
ИЛИ, относя 3 множителемъ В! найдемъ окончательно: 


3 3 3 3 
(а-5—©). ть 


т. е. для умноженія многочлена на положительную дробь нужно каждый членъ 
множимато умножить отдльно на эту дробь, соблюдая правило знаковъ. 

3. Пусть 4 равно нъкоторому отрицательному цфлему числу, напр. =: — 3. 
По опред лешя умноженя, нужно съ множимымъ поступать такъ, какъ съ -- 1 
при составлевніи изъ нея — 3, т. е. перемфнить у множимаго знакъ, что даетъ 
— (а 4-5 — с), и затфмь повторить это выраженіе слагавмымъ три раза. Итакъ 


(4-4-0 — с). — 3 = — (а 6 — с) — (а — с) — (а — е.) 
Но раскрыт скобокъ и по приведені, находимъ 
(44-6 — с).— 3 == — За — 3 -|- Зе. | 
Результатъ этотъ приводить къ тому же заключенію, какъ и два первые случая. 


4. Пусть наконецъ 4—3, т. е. отрицательной дроби. Замътивъ, что 


| 
еә] к 


= ах —1, имћемъ: 


— 48 — 


2 279 
(46—00). (040 0).) х —1 
Отсюда видно, что нужно а -|- 5 — с умножить сперва на положительную дробь 


5, а затъмъ результъ на отрицательное цёлое число — 1. Производя эти двћ 


операцій, для которыхъ правила уже найдены, находимъ е 


(0—0). – 2 [а 0). 2].-1=(3а 60—30). 1 
‘Заза 
Отеюда тоже заключене, что и прежде. 
Итакъ, каково-бы нибыло 4, имфемъ 
(«-- 6 — с). 404 -|- 4 — ва, 
откуда правило: для умноженія мноючлена на одночлень нужно каждый 


члень множимоло помножить на множителя, соблюдая правило знаковъ. — 
Этимъ с: выражается законъ аа — 


ПрРимБРЪ [. (2 а —42-- Зай — 3). — Заи=-Зых х2а% 4 
44е х х 24 -- са х за 3. 2 а= — 275% а: В а?с? — паза 4- 
СУЯ 


Примъръ П. {4323 --1)Р— За(2-- 17-1 -|-5 (2-1) Х 
Кол 2а"(2% + реа = — РТ Е -- 12+ -- ба” (27 + Ту —10а%(2% ЕЕ Ср", 


Умноженіе одночлена на многочлен». 


34. Пусть требуется одночленъ умножить на многочленъ: 4 ва а — б -}|- е. 


Замфчая, что отъ перемъны м$етъ производителей произведевіе не измћъняетея, 
имфемъ: 


(а — 0 с) = (а—Ь о.а. 
На основані $ 33, («—6--с).4= аа — 4 -|- сӣ; измфняя въ каждомъ 
член этого произведенія порядокъ сомножителей, получимъ 


(0 — 4-с) == да — 4 -- де, 


откуда правило: для умноженія одночлена на мнозючленъ надо одночленъ то- 
множить на каждый членё мноючлена, соблюдая правило знаковъ. 


р Такъ 


пут унс! — 652-3" 4 Буз) — 49? — 39у-*+3 4 Зуу", 





Умноженіе многочлена на многочлен». 


35. Пусть требуется умножить + — |--с на р — 9 -|- ғ. Представивъ себћ 
на время, что буквы множителя замфнены опредфленными числами, и выпол: 


— 49 — 


нивъ указанныя въ немъ дъйствія, мы предеставимъ множителя нъкоторымъ чис- 
ломъ. Означивъ это число буквою У, приводимъ вопросъ къ умноженію мно- 
гочлена на одночленъ, и по извЪетному уже правилу находимъ: 


(2—54 с). = «У — 51 4 сҮ. 
Подставляя сюда вместо У данное выраженіє р — 9 4-7, имфемъ: 


(0—0 ср а) = 9р 4) – 50р 9-4) р – 9-1). 
Но по правилу $ 34 имфемъ: 
ар —9 +) = ар — а м5 (р —– 9 4) == р — 9-8; —а-” = 
ср — с0 | су. 

Олъдовательно 

(а — 0 4 (р – 9 4 *) = ар — ааа" — (Ыр — 9-м) (р — с У с). 
== ар — а4 | ағ — Бр | д — м-р — (с 4 су. 

Разсматривая составъ произведенія, замфчаемъ, что первые три члена его 
представляють произведеве перваго члена множимаго на каждый членъ множи- 
теля, слёдующіе три члена — произведеніе втораго члена множимаго на каждый 
чденъ множителя, а три послъдніе — произведен!е третьяго члена множимаго 
на множителя. Полное произведеніе состонтъ, слдовательно, изъ частныхъ про- 
изведеній каждаго члена множимаго на каждый членъ множителя, составленных 
съ соблюденіемъ правила знаковъ; такъ членъ с”, представляющий произведеніе 
членовъ, имфющихь одинаковые знаки, являетея въ произведени съ знакомъ 
+, а членъ — с4 — произведене членовъ, инфющихьъ разные знаки, являет- 
ся въ произведен!и со знакомь —. Итакъ, имфемъ 

Правило. — Для умкоженія мноючлена на мноючленъ нужно каждый 
члень множимозо помножить на каждый члень множнтеля, соблюдая пра- 
вило знажовъ, и если окажется возможно, сдњлать приведеще. — 


Существенное въ этомъ правил — то, что каждый членъ множимаго сл%- 
дуетъ помножить на каждый членъ множителя съ соблюденіемъ правила зна- 


ковъ; порядокъ же частныхъ умноженій члена на членъ остается совершенно 
произвольнымъ. 


Но во избћъжаніе ошибокъ (повторен или пропусковъ) соблюдаютъ опре- 
двленный порядокъ, поступая двоякимъ образом: 


1. Дълаютъ умножене въ томъ порядк®, на который мы натолкнулись 
при вывод$ правила, т. е. умножаютъ сначала первый членъ множимаго на 
каждый членъ множителя, затЪмъ второй членъ множимаго на каждый членъ 
множителя, и т. д. Или 

_ 2. Умножають каждый членъ множимаго сначала на первый, затътъ на 
второй, и т. д. члены множителя. 

Если многочлены содержатъ одну и туже букву, то для облегченія приве- 
денін подобныхъ членовъ удобн%е расположить оба многочлена или по убываю- 
щимъ, или по возрастающим степенямъ этой буквы. Затъмъ, подписываютъ 
одинъ многочленъ подъ другимъ, проводятъ горизонтальную черту, умножаютъ 
множимое на первый членъ множителя и подписываютъ это частное произве- 
денів подъ чертою 

4 


вр 


Умножаютъ множимое на второй членъ множителя, и второе частное про- 
изведене пишутъ подъ первымъ, такъ чтобы подобные члены находились въ 
одномъ вертикальном столбц%. 

Составляютъ и располагаютъ такимъ же образомъ и другія частныя цро- 
изведенія; наконецъ, дЪлаютъ приведен. 


Примъръ 1. Умножить 
82‘ — ба?а? — да? -|- За? - а* ча 2а2* | Таз — бах. 
Расположивъ оба сомножителя по убывающимъ степенямъ буквы =, и є0- 
ображаясь съ сказаннымъ, производимъ умножене такъ: 





Множимое: 824 -- Зах? — Зах? — дат -- а! 

Множитель: 242? — базх - Та? 

1-ое частн. произв. 1642°-- ба?2° — 10435 — 442° -|- да? 

2-ое частн. произв. — 48425? — 18а -- Зда -- 12а5х* — бат 

3-ье частн. произв. + 56а%* -|- 21а — 35454 — 140" -- Та? 





Полное произв. 16425 — 421325 + 98азд^ 4 47аћд? — аза? — 204% 4 7а 


2 
Примъръ П. Умножить — За 5 Е 5 азаа 1 — 32 на 2 -- 


аА Е 
20-3 аа. 


Располагаемъ оба сомножителя по возрастающимъ етепенямъ главной бук- 
вы х и производим дфйств!е слћдующимъ образомъ: 





БИ За 1 5 зз 2з А 
52—19 592 342 |= 
За" зах 4 2* 
8 в 1 5 5 4 а__ 4 37.3 2 9.4 
156 — 5% ах саи + фа 
ЧЕ бабе — Зач? +2 бал — ай + Заа? 


СЦ 3.3 в 2 6 
+ фаб За 5 а?а 22 - = 





8 


7 161 

6 5 4..9 а? 3 91.4 5 6 

15° + а --00а*- 2 ах? -|- а -|-5 — ах =. 
Примвръ Ш. Умножить 825 — За? — Бах -|- а на 12° — дах -|- а*. 


Располагая дВйстве такимъ же образомъ какъ и въ предъидущихь при- 
мфрахъ, оставляя пустое мъсто тамъ, гд во множимомъ должны бы были на- 
ходиться члены, содержащіе 2* и х°, имъемъ: 





825 — 343 — 5а‘х |а 
2% — 8а2#-4 а? 
бал — 21а — За -- Лаз 
— 6448 + 24а? -- 40455? — Забх 
- 8а?2° — Заа — Ба 4|- а? 





567 — 64ах° -|- Зал — 21а?! — 11а*х*-- 44а? — 13485 -- а, 


— 54 — 


Свойства произведенія двухъ полиномовъ. 


36. 1. Число членовъ произведенія. — Умножая множимое на первый члену 
множителя, получаемъ первое частное пронзведеніе, имфющее столько членовъ | 
сколько ихъ и во множимомъ. Произведеніе множимаго на второй членъ множителя 
содержитъ опять столько членовъ, сколько ихъ во множимомъ, ит. д. Поэтому, 
если частныя произведенія не содержатъ подобныхъ членовъ, т0 число членовъ 
произведенія равно будетъ троизведенію числа членовъ множимозо на число 
членовь множителя. Напр. , если множимое имћетъ 7 членовъ, а множитель 5, 
то въ произведеніи будетъ 7 х 5 или 35 членовъ. 


Но произведен!е двухъ многочленовъ можетъ содержать члены подобные; 
велћдствіе соединенія н%®сколькихъ подобныхъ членовъ въ одинъ, число членовъ 
произведенія можетъ уменьшиться, но никогда не можетъ сдфлаться меньше 
двухъ. Въ самомъ дфлЪ, легко доказать, что въ произведеніи двухъ полино- 
мовъ, содержащихъ одну и ту-же букву <, всегда есть по крайней мърћ два 
члена, которые не имфютъ себф подобныхъ между другими членами произведе- 
нія, и потому неприводимы. Для доказательства замфтимъ, что воякій членъ 
произведеня происходитъ оть умноженія какого-либо члена множимаго на одинъ 
изъ членовъ множителя, и показатель главной буквы въ немъ равенъ сумм по- 
казателей тойже буквы въ членахъ множимаго и множителя, отъ ноторыхъ онъ 
произошелъ. Ол%довательно, помноживъ высшій относительно главной буквы 
чденъ множимаго на высшій членъ множителя, мы получимъ членъ произве- 
дешя, въ которомъ показатель главной буквы будетъь равенъ суми наибол»- 
шить показателей той-же буквы, каше имћются въ сомножителяхъ; очевидно, 
что такой чденъ произведения будеть имфть главную букву съ показателемъ 
большимъ ея показателей въ другихъ членахъ произведенія; поэтому означен- 
ный членъ не можеть имть себ подобныхъ между остальными членами про- 
изведенія и слћд. есть члень неприводимый. — Поиножая ниспий относительно 
главной буквы члепъ множимаго на нисний членъ множителя, получимъ членъ 
произведеня, въ которомъ главная буква будетъ имфть показатель, равный 
сумм наименьшихъ показателей тойже буквы въ сомножителяхъ, елъд. показа- 
тедь главной буквы этого члена будетъ меньше чфмъ въ другихъ членахъ про- 
изведенія, а потому это будетъ также членъ неприводимый. Заключаемъ, что 
произведен двухъ многочленовъ содержитъ, по меньшей мъръ, два неприводи- 
мыхъ члена — высшій и нисшій относительно главной буквы. Итакъ: 


наибольшее число членовъ троизведенія равно произведенію числа членовъ мно- 
жимало на число членсвх множителя, наименьшее же — два, члена. 


Примьчаще. Когда множимое и множитель расположены по нисходящимъ 
или восходящимъ степенямъ главной буквы, то неприводимые члены (высшій и 
низшій) занимаютъ крайн!я мЪета произведенія. 


Нижесл®дуюний примфръ предетавляеть одипъ изъ случаевъ, когда произ- 
ведені имћетъ только два чяена, 
4% 
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ао 224-22--24-1 
2—1 
2°: Ба а 4 2 

— 0% — 08 — 08-21 
23 . —1 





|. Свойство произведенія однородныхъ` иногочленовъ. — Произведене двухъ 
однородныхъ многочленовъ есть многочленъ однородный, а измфрен!е его равно 
сумм измфреній множителей. Въ самомъ дл, произведене двухъ какихъ-ни- 
будь членовъ множимаго и множителя имфетъь изм%ревіе равное суммћ показа- 


телей перемножаемыхъ членовъ; но оба многочлена однородны, елд. эта сумма 


во веъхъ членахъ произведевія будетъ одинакова, т. е. произведеніе само будетъ 
однородно, а его изм%реніе равно сумм измЪреній сомножителей. 


Такъ, многочленъ а* -|- ах -|- а?а? |- ах -|- х* есть однородный многочленъ 
четырехъ измфреній; а — 2 есть однородный двучленъ одного измренія; произ- 
веденіе же ихъ а5 — 25 — однородное выраженіе пяти измЪревій. 


Замђчательные случаи умножения. 


37. Разсмотримъ нЪфкоторые часто вотрёчающиеся особенные случаи умно- 
жения. 


І. Пусть требуется суму а | 5 возвысить въ квадратъ. Для этого надо а Е 
помножить само на себя: 


а4|- 
а--6 
4а - 5? 
а? 4|- 20 -{-5°. 
Итакъ: (а 4-5) а | 2а 4-5%, т. е. 
квадратъ суммы двухъ козичествъ равенъ: квадрату перваго члена, -|- удвоенное 
произведеніе перваго члена на второй, -- квадратъ втораго. 


Наприм%ръ, (52° 4 20) *— (32) 4 2.5а%.2у-- (24) = 252* -|- 202 -|- 4у". 


П. Возвысимъ въ квадратъ разность а — 0: . 
а — 
а — Б 
а% — а 
— а | * 
а — 2а 4-0. 


Слъдовательно: (а — 6) — а — 206 -|- 0%, т. е. 


квадратъ разности двухъ количествъ равенъ квадрату перваго члена, — удвоен- 
ное произведеніе перваго на второй, -|- квадратъ втораго. 


Напр. (0,342 — 22)? = (0,302)? — 2.0 Зах? -|- (2?) = 0,0942 — 0 бал". 


== бы 


Ш. Умножимъ сумму двухъ количествь а и 6 на ихъ разность: 


аЬ 
а — 6 
а | аб 
— ар — Б 
а? — в. 





Итакъ: (а -|- 5)(а — 0—0? — %, т. е. 


произведеніе суммы двухъ количествъ на ихъ разность равно разности ихъ квад- 
ратовъ. 


2 2 2 4 
Напр. (4а? -- = пуз) (бау — 52) = (42у)*— (= шу?) 16а — пай. 


ІҮ. Найдемъ кубъ суммы о -|- 5. Замфчая, что (0-4 5) = (а--5)*.(а--5), 
и что (0 4- 5)%==а* + 20 4-0%, мы найдемъ искомый результатъ, умноживъ 
а^ -|- 20 -|-5% на а-- 6: 
а | даь 4-0% 
а--ь 
аз 2а? + аб* 
4-а 4+ 2а 45° 
а? 4 За? -- Заъ? 4-0%, 
Слфдовательно: (а-- 03 == а? -|- 8а -|- 3а 4-0%, т. е. 
кубъ суммы двухъ количествъ равенъ: кубу перваго члена, -| утроенное произ- 
веден!е квадрата перваго члена на второй, -- утроенное произведеше перваго 
члена на квадратъ втораго, | кубъ втораго. 
Напр. (24° -|- 463) — (24%): 4 3.(2а)*.40° -- 3.(2а^) (46)? -- (40%) = 8а -- 
| 48а? -- 9ба?Ь" -|- 64%, 
Ү. Такимъ же образомъ найдемъ (а — 5), умноживъ (4 — 5)* иши а? — 206 
| 0% на а — 0: 








а? — 20 -- 5 
а — 
а? — 2а? 4 аъ* 
— аЬ -|- да — 0% 

аё — 3485 -|- За? — 63, 
Ол%довательно: (а — 0) = а? — За? - 305 — 03, т. е. 
кубъ разности двухъ членовъ равенъ кубу перваго члена, минусъ утроенное 
произведевіе квадрата перваго члена на второй, -- утроенное произведене пер- 
ваго члена на квадрать втораго, минуеъ кубъ ои члена. 


ны 








2708—2728, 


38. Формула п° П можеть быть выведена изъ Формулы 1° І, если въ п00- 
лёдней положить р == — Б; находимъ 


[24+ (0) =а* 4 2а(— 6) 4 (— 0)*. 


РЕ СРВ 


Замфтивъ, что 2 (— 5) = а — 5; затъмъ, что + 24( — 67) = — дар, и что 
(—6')*=-- 0°, имфемъ 

(а— 0) = а — 200 -|- 0%. 
Такимъ же образомъ, подставляя въ Формулу п° ІҮ вмћето 0 количество — 0, 
получаемъ 


[099 а + 844—0) + 8а (0) (0). 
Замфчая, что а-- (— 2) = а — 0, что -{- 3а*(—') = — За, что -- 30(— 0)* 
—-{- 346° и что (— 6) = — 6%, имфемъ 
(а — 6) а? — За’ Заъ? — 0°. 


Приложенія. 


39. Приложимъ Формулы $ 37 къ нЪсколькимъ примфрамъ. 
Премъръ 1. Возвысить 79 въ квакратъ. 
По оормул% п’ І омфемъ: 


79° (70 | 9)*— 4900 -- 1260 -|- 81 = 6241. 
Примъръ П. Возвысить 97 въ квадратъ. 
По оормул% п? П имћемъ 
972 — (100 — 3)? 10000 — 600 -- 9 = 9409. 
Примъръ Ш. Помножить 103 на 97. 
По Формул6 п" Ш находимъ: 
103 х 97 (100 -- 3)(100 — 3) == 10000 — 9 = 9991. 
Примзръ ІҮ. Преобразовать: 
(342 — 2а - 36) (За? -- дар — 3Ь?). 
Первый множитель можно представить въвидъ Зи” — (200 — 30%); второй — 
въ вид За? +- (200 — 30°); примфняя Формулу п” Ш, получим: 
(34°)? — (дар — 35°), 
или, выполняя дБйствіян: 
9а! — 4а? | 1253 — 95. 
Примъръ У. Умножить с--у--2— на ру 2--# 
Представивъ данныя выраженія въ вид 


т <. (4 (6—0) а (250) (0—0 


д примфняя Формулу п’ ПІ, находимъ 
М. 
9 (2-9) — (2—0". 








Призагаяж- оюда теоремы пп. І и 11, получимъ 
(2-Е 20у у) — (2 — 221-0), 
| или, раскрывъ скобки: 


а лу у — 21-3 — В. 
Примъръ ТГ. Составить произведеніе 


(а--2-- (6-0 — (0—24 0) 4-0-0). 


те РЕА 


Первые два множителя можно представить въ видћ 
ася (6-0) 6 
ихъ произведене = 
(а-- 5)? — с или а* 4 26-6 — с... . . (1) 
Третій и четвертый множители пишемъ въ вид 
с (0—5) и с— (а — Б); 
ихъ произведене равно 
с — (а—5)* или с? — а*-- дар — 0%. . . . . (2). 
Предетавивъ (1) и (2) въ Форм 
2а -|- (а? -- 5* — с?) и 200 — (а 6% — с") 
и перемноживъ эти выраженія, имфемъ: 
(2а)? — (а -|- 6° — с?) или 443% — (0? 4-0% — с®)?. 

Чтобы триномъ а? -|- 0% — с? возвысить въ квадратъ, разематриваемъ на- 

время а? -|- 5% какъ одинъ членъ; положивъ, что 2? -|-- 0% 5, имћемъ: 
(а° 4-02 — с) ($ — с) 5% — 280 - сі. 
Подетавляя вмфсто $ его величину а? -|- 0°, получимъ 
52—96.0-с——(4%-4-5)%——2(а*--5%)е?- сааб" 6 — За — 29|. 

Итакъ, искомое произведеніе равно 
4а208-.-а—202Ь%—0:|-92а22-1-203с%—с*, или 2а?0%-|-да?с?--20302—а%— 0— с. 

Примъръ 711. Возвысить въ квадрать многочленъ 1-2 — 2° 4-2". 


Въ предыдущемъ прим%ръ намъ пришлось возвышать въ квадратъ триномъ 
а -|- %— с?; для этого мы обозначили двучленъ а? -- 0% одною буквою 5, и 
черезъ это получили возможность примфнить къ данному случаю Формулу ква- 
драта бинома. Вообще указанный пріемъ можно съ удобетвомъ примфнять при 
возвышеній многочленовъ въ квадрать и кубъ. Такъ, въ данномъ выражени 
положимъ на время 1-- х— 2* = 5; данный многочленъ приметъ видъ 5-|- 2°; 
возвышая въ квадратъ, получимъ 
(84 202) 58 2-8 (1-2 — 2) 4 21-2 — а) 5. 
Полагая въ член (1-- 2—2)? на время 1-- = найдемъ: ` 
(о — 27) (В жал (1 4 к) — 2014-0) 4-0 = 
=1--2=-- 24° — 24° — 23-2. Олфд., данное выраженів равно 1-|-25-|-2°—_ 
— 2—2 24 —9205--25, или 1-25 — 2 За — 2-28. © 
40. Задачи. 
Перемножить одночены: 
1. — 51223 на 0,02и57е?. 
2. —0,44....02—1 6 23 на 0,54 а46у-Р-+З2Кив. 


3. Произведеніе — 22 (а? — М (с — дачный и 5(а9 — 01) 1-1 (с — дем 


умножить на произведене —5,0333....(02—0%)6(с—@)'-20® и 5 (ане д)шут, 


Произвести умножене: 


4. (2425 — 8сӣ? -|- ая — 5) х — 0,6асза?. 

5. (862-- 4008 — 203% — 3) х — ато. 

6. (322т—1 — у а" — у — 3) х — 29-9", 
Я. 95д2—т—2 Хх (2424=+98—1 — 4952т—3я+9 4 252%+3т—2). 


8. 3 урн х (10у"-Р-1 — 652—3*—2Р | бур+т). 

9. (25 — беж У- з — 982? -|- 200) . (823 | Теа? — еш — 08). 
10. (0,708 — 0,428 -- 0,202 — 0,60? - 0,3).(0,4а5 — 208 — 0,6а). 
11. (2,44...20* — балу — 0,66...23у2-- 5 алу) (вуз — 0,42у — 3 аа). 


12. (а? — 307—1 -|- 402—2 — 607—3 -- 5а2—1). (243 — 0? 4-а). 
13. (321я+1-_— 443% -|- 9221—1__ 7-2). (2-1 — 54" — 21-2). 
2 8 8 з а? 

14. (+в -+1 = 7—5) Р (5): 

15. (55 — 2) (22 — 25у | 30% — 8) + (222-4 20у — 5у?-|- 10)(55 — 20) — 
— (34% — 20% 4 2)(52 — 90). 

16. (245 — 3234-22 — 4).(21— 224-5 — 1). 

17. (241) 4-2) -- 32-4). 

18. (2 — 5)(2 4 6)(= — 7)(2 -- 8). 

19. (02—24 (а за -| а 4-52 - 1)(0 — 754-1). 

20. Возвысить въ ввадратъ каждый изъ сл$дующихь биномовъ: 

908—1; За?Ь -- са?; баа? — 98; 4ах — Т0: — 0,5а?у -|- 42°. 
21. Возвысить въ квадрать выраженіян: 
а4-Ъс—ас; а--4 с-а; а-0—с—9; 2р%|-30—90)—0; а?—508-|-2а— 80%; 


Зая — 4у У Зм 623; 0,62 — Е | 0,83 — 325. 


22. Возвысить въ кубъ биномы: 
208 -|- 1; 5а —– 1; 32 — 40; 90—05; т?п -|- рд; 821 — 9. 
28. Возвысить въ кубъ выраженія: 
24-24-10; 202—2 Е 34| 20у — 200% — уз. 
24. Примфнить формулу (а -|- 6)(а — 0) =? — 0% къ умноженію въ слФдующихь 
примфрахъ: 

(а -- 35) х [— (3% — а2)]; (5 — 522). (602-4 5); (60-702). (7и: — 6т); 
(9—4 с). (0—0 — с); (024-0 — &0).(02 4-02-40); (25 —у-- 32).(2% — у-- 3г); 
й (2-24 3е- а).(а— 2% --3е— а); (1-4-2 — 323 — 2472) (1-- #-Ё 248 -- 3583); 
(2-02 4 Заз -- а?).(2 — а? -- Заз — 42); (а -|- а -- 84). (а^ — а). 

{а--а5)=--@—5)}.{(—48)#— (@--5)}. 





Зы Е 


[--(е — 1) - — 1) 109 — 0404 1) — е0 1). 
(а? | 953) (а 35) (а — 35) (а — 810%). 
(а3-|- 3975 | Зав? -|- 53)(а3 — За?Ь -|- За? — 3). 
(в— ведя — аз -- азаа ах -- а?) 
(24-Ъ 4- с — а) (а —с-- а)(а-- + 4 — 0) 4- с--9 — а). 
(305 — Тай -- База — а5)(325 -|- Тах* — бал? — аЗ). 
(2 -|- 22 4- 30)(0 -- 2 — ЗУ) (а — 2&- 39)(— а-- 22 -| 39). 
25. Приложить теоремы І, П, Ш и др. $ 37 къ слёдующимъ примфрамъ: 


588%; 4892; 408%; 6982; 305 х 306; 999%; 3192 х 988; 101 х 99; 911 х 889;. 
520 х 480; 209 х 191; 84 х 76; 1925 х 115; 493; 1043; 983; 1013; 9993. 


26. Упростить выраженіе 
(2+ у + =) — зи -- 2-2) («- >). 
27. Прилагая правило умножен!я, доказать справедливость равенствъ 
(22 РФ 4-93). (Р 4-9) = рз 0 
п (Р2--Р9-- (Р — 0) = р: — 03; 
и примфнить ихъ къ умноженію въ схфдующихь примфрахъ: 
(422 — эту 93).(22-- у) 
(4х2 -|- 6% - 9).(2= — 3) 
(90222 — 21аху -- 490?).(302 -|- 70) 
(а2® — аЪху - 0322).(ау -|- Ьа) 
(а-ля дуа? — 91) 
[а 4- алув 0) уе уаз — (е 4-90]. 
{ а?а -|- аъак — а) -- 0х — а)*}. {=(а — 0) + а}. 
{аа 0)? — аба? — уз) 030 — у). {аа 5) 4-06: 5)). 


28. При помощи теоремъ Ти П $ 37 доказать справедливость равенствъ 


(Р 4 9) +4- (Р—9)*=2(Р*-- 9)...... (1) 

. (Р 4- 9) — (Р — 9)2=4Ррә ......... (2). 
Изъ (2) вывести: 

(Р 9)*—42Р9=ФЫ—9*....... (3) 

(Р — 9)-|-4Р9= (Р -- 9) ....... (4). 


Прп помощи формуль (1) н (2) доказать справедливость преобразован, указан- 
выхъ въ слфдующихъ равенствахъ: 


(@ь— с) (0—04 )2=2{(0- а (0 — 92). 
(04-0 — с-|- 0) — (а — 4-с): 4(0 4- @)(Ь — с). 
(14-а 4-а 5)2-|- (1 — а 4-а — 029101 + а) 4 (а -- 5) ). 

(1-42 4- а | 6) — (1 — а 4 а — 5) 4(1 4 а)(а0 -|- 5) =46(1-- а). 

При помощи формулъ (3) и (4) доказать справедливость равенствъ 
(аа + с)? — 4абса — (аа — ьс)? 
(Зах -|- Бу) — 12абту — (Зах — Бу)? 
(ої — Ье)? | 4афса — (аа | 66}. 
{воба —@) 4 аа — 8) асаа 5) а) {0504 а) (а --5))*. 





22:58 — 


29. Приложить равенства (1) и (2) къ сл6дующимь выражевіямь: 
(«ве 0) + (0-0 —– с а). 
арфе (0—04) 
а-я (2—5). 
(22 -|- жу-| 98)? -- (28 — ху 4 3). 
{а 9) 406—0) } {ву}. 
Взять тЁ-же равенства съ знакомъ — между полиномами. 
30. Приложить равенство (3) къ преобразованію слФдующихь выраженій: 
(аа -| 91) — 4038, 
(20-5 | с\? — 4(0 -|- 5) (а У с). 
36а? — 4(3а-- 6 — с)(с4- За — 0). 
1а 4-с) 4-2 +- с} 4[а2 | а(Ь -|- е) -- 5‹].5е. 
31. Приложить равенство (4) къ преобразованію выраженій: 
(23 — у) 42343. 
(1—02 — а-|- 5-1 4(0 4- а)(1 - <). 
(а 2 4- с)? 4 4(а — В) (а 4-0 -- с). 
(2а? — баъ — 0%)? | 20а(а? — 03). 


32. Доказать справедливость слёдующихь равенствъ, изъ которыхь послЪдвее 
извЪетно подъ именемъ равенства Лолранжа. 


(МА 4 ХВ)? -|- (ХА — МВ)? — (А*-- В*)(М*-|- №). 
(МА — МВ)? — (ХА — МВ)? — (А? — В)(М? — №). 
(А2 4- В? СА Ву + С) — (АА’-Е ВВ, - 061) = (АВ, — ВА 
+ (ВС, — СВ: -|- (СА, — АС), 
38. Упростить выраженіе 
ее 300—0) 3) 300 --у@—9). 
34. Даны зегыре полинома 
А=а4-54 ера, 
В=а4-0--е— 0, 
С—=а—в-Не—а, 
Ф=а—в—е-а; 
составить выраженіе АВ(А?-|- В?) — С0(0% -- 0%), н провърить результатъ, 
35. Если въ трином% Я 
Ад? -|- Вху-- Су? 
положить; = аа | Бу и у = Ба — ау’, то получимъ полиномъ вида 
А’ -—- Вау 4 6”; 
доказать, что 
В,2 — 44, С, = (В — 4АС (@-|- 52). 
86. Представить 
(а2 4-08 4- е -|- 48) (аа 6,2-2 д) — (ва 4 00, + в 4 40)? 
въ вид елФдующей суммы шести квадратовъ: 
(а — а”) -| (ас — са *-|- (ад — д0) (Бс — с)? -- (ва! — а)? 4 (сй — д). 


— 59 — 


37. Провфрить равенство: 
154902 — 22) 1593(42 — 22) 152 (42 — 0%)? | 2722 — уз — 2)? 
090208 — 23 — 22)8-|- 29229 — 1 — у) — 4 (2 у | 29) 3 — 10803222. 
38. Провфрить равенство: 
4{ (ая — лу -|- (22 — узаь } -[ { (48—17) (21 — у?) — баалу} 
ео, у. 


ГУГАА х”. 


Д%леніе. 


Опред%леніе. — Правило знаковъ. — Правило показателей; значен!е символовъ @ 7 и 

а%.—ДБленіе одночленовъ; признаки вевозможнаго дфлен1я ихъ.---ДБленіе многочлена 

на одночленъ.-—ДБленіе многочлена на многочленъ. Признаки невозможнаго дфленія 
многочленовъ. —Замъчательные случаи дфлен!я (жеорема Безу).— Задачи. 


41. Опред%леніе. — Раздфлить одно количество на другое значить найти 
такое третье количество, которое, будучи умножено на второе, дало бы въ про- 
изведеніи первое. — Первое данное количество называетея дљлимымә, второе — 
дљлителемь, а искомое количество — частнымь. — 

Если дфлимое есть А, дЪлитель В, а частное 0, то, по опред лешю дЪй- 
ствія, связь между этими тремя количествами выразится равенетвомъ: 


@ЖВ=—А. 
42. Правило знаковъ. — Основываясь на опредъленіи д®ленія и на пра- 
вилф знаковъ при умноженіи, легко найти правило знаковъ при дЪденіи. 
Пусть требуется (-|-а) раздфлить на (--5). По опредъленію дБленія, част- 
ное, умноженное на дфлителя, должно давать дфлимое; но только количество, 
предшествуемое знакомъь --, при умножени на (--6) можеть дать (Ра). 


СлЪдов. 
(+ ):(9- 5) = 4-4. 
При д%леніи (— а) на (--5), въ частномъ должно быть (— 9), нотому- 
что только количиство, предшествуемое знакомъ —, при умножени на (-|- 5) 
можетъ дать (— а). Итакъ 
(405) =Ь—4. 


Для (4- 9).(— Б) мы ищемъ количество, которое, будучи умножено на 
(— 5), давало-бы (4 а); но какъ только количеотво со знакомъ —, при умно- 
женін на (— 6), можетъ дать (-|- а), то 


(+ а):(— 5) =— д. 


Наконецъ, припоминая, что при уможеніи (—) на (--) даетъ (—), нахо- 
дам: 


(— 9):(— 6) =-4. 








— 60 — 


Итакъ: 
(На =. 
(4:40) = —0. 
(4-4):(—) = —4. 


( а):(— 0) = +4. 

Отсюда вытекаетъ яравило: три дњленіќи количествъ сь одинаковыми зна- 
ками, въ частномь получается (--), при дњленім же количествъ съ разными 
знаками (—). 

Правило это — совершенно общее: оно относится и къ тому случаю, когда 
знаки стоять передъ абсолютными величинами количеетвъ, и къ тому — когда 
а и 0 сами суть количества положительныя или отрицательныя. Въ самомъ 
ДЬЛЬ, выводъ правила основанъ на правил знаковъ при умноженіи, а это по- 
сл днее правило доказано для какихъ угодно количествъ. 

43. Правило показателей. — Размотримъ дфлен!е степеней одного и того же 
основанія: пусть требуется раздёлить а” на а", гд а — какое угодно коли- 
чество, а жи я — числа цфлыя и положительныя. Замфтивъ, что въ частномъ 
должа получиться нЪкоторая степень буквы а, назовемъ неизвћетнаго показа- 
теля этой степени буквою =, такъ-что частное выразится Формулою а: 


и 
По өпредленію дленія, частное, умноженное на дфлителя, должно да- 
вать дфлимое, елд. 
| 97. — а"; 
но, по правилу показателей при умноженія, а”. 4“ — а"*", елъд. имфенъ ра- 
венство: 
а" = а". 
Но степени одного и того же основанія тогда будуть равны, когда пока- 
затели ихъ равны, а потому должно быть 
Чтобы по извётной сумм (т) и известному елагаемому (ж) найта другое 
слагаемое (2), нужно изъ суммы вычесть извћетное слагаемое. Итакъ 
2 = т -— э. 
Подставляя въ равенство (1) вместо х найденную величину, имћемъ: 
а це (2). 
Осюда хравило: при дълени степеней одною и тою же основанія нуж- 


но: основане въ частномь написать тоже самое, п изъ показателя дълима- 
30 вычесть показатель дњлителя. — 


ИзслъдовАнІЕ. — Формула (2) даетъ место елфдующимъ случаямъ: 
т > п; 2)т = т;8)т < п. 

1-й случай. — Если т > т, то разность и — п даетъ моложеительное (цъ- 
106) число, и частное а"*-" подходить подъ вышеданное опредленіе степени 
какъ произведенія, равныхъ количеству а, множителей. Такъ, если в 8, а 
т 5, то а": а% 45—04°, т. е. а.а.а., и т. д. Әтотъ случай не предетав- 
ляетъ, елфдовательно, ничего особеннаго. 


с. 5 


2-й случай. Если т-=п, то разность ж — я равна нулю, и частное при- 
нимаетъ видъ @°. Выраженів а’ само по себъ не имфеть никакого смысла, т. 
в. его нельзя разематривать въ смысл степени, ибо показатель долженъ 0з- 
начать, сколько разъ основан!е берется множителемъ. Значеніе символа а” 0т- 
кроется, если мы обратимъ внимане на его происхожден!е. При ж = д®ли- 
мов а" и дЪлитель а” дфлаются равными, а частное отъ раздёленя количеет- 
ва самого на себя есть 1; поэтому 


9— 
а — 1, 


а такъ какъ а означаетъ какое угодно количество, то заключаемь, что всякое 
количество въ нулевой степени даетъ единицу. 

Такимъ образомъ: 7°—1; 2—1; (а — 6) —1 ит. п. 

ЗдЪсь самъ собою возникаетъ вопросъ: если мы знаемъ, что а”:а” есть 
ничто иное какъ 1, то для чего зам няють 1 особымъ символомъ а‘, имћющимъ 
только видъ степени, но не имёющимъ емысла какъ степень. Это дфлается для 
того, во-первыхъ, чтобы въ правил показателей не дфлать исключенія для 
случая тж —®, другими словами, — въ видахъ обобщеная этого правила; и, во- 
вторыхъ, чтобы им%ть возможность сохранить въ частномъ букву а, которая 
иначе не вошла-бы въ ёастное, ибо была бы замћнена единицею. 

3-й случай. — Если т < и, то разность т — т отрицательна; напр: если 
» превышаетъ ж на 4 единицъ, то и — п == — 94, и частное иметь видъ а“. 
Выражене 27* опять не имфетъ значенія степени, ибо а нельзя взять множи- 
телемъ отридательное число разъ. Чтобы выяснить значене символа аг“, поста- 
раемся частное, въ случаъ 0 < и, выразить въ иной Форм. 

Полагая, что я больше тт на 4 единиць, т. е- я=т-- д, можемъ чает- 
ное а”:а” представить Бъ видъ а":а"*9. Обозначивъ его буквою х, имфемъ 


ата" р, 
По опредфленю дъленія, имфемъ отсюда 
да" — а”. 
Раздёливъ 06% части этото равенства на а", находимъ: 





а а" 
1-9 


у 0, С т 
Замътивъ, что частное - а" равно ха (ибо, умноживъ его на дфлителя а , 


т 


р т--а а ==. 
находимъ въ результат дЪлимое х0"*'), и что а®=1, получаемъ равенство 





1.91 —1, 
откуда 
1 
я == Ри 


Но то-же самое частное было представлено въ Формъ 0"; поэтому 


1 
0 —— —. 
а — ат 


Такъ-какъ @ означаеть какое угодно количество, то заключаемъ, что вся- 
кое количество съ отрицатељнымь показателемь равно единицњ, дљленной на 


* 


тоже количество съ положительнымь показателем. -) мы... т 








— 62 — 


Такимъ образомъ: 
1 1 
Е А: 9ү-5 — . 
28° (а — 5°) —— (аз а) ит. П. 
Отрицательные показатели введены для того, чтобы: во первыхъ, въ пра- 
вил показателей не дфлать исключенія для того случая, когда показатель д%- 


ламаго меньше показателя двлителя, т. е. въ видахъ обобщенія этого правила; 


а = 


1 
й во-вторыхъ, чтобы имфть возможность дробь (какъ =) изображать безъ зна- 
менателя, т. е. въ Форм® цфлаго алгебраическаго выражешя. 
Итакъ, вводя показатели — нуль и отрицательный, мы можемъ већ случаи 
ДЪлешя степеней одного и того-же основанія совершать по одному общему пра- 
вилу: основаніе писать въ частномъ безъ перемъны, а надъ пимъ показателя, 


равнаго разности показателей дълимаго и дфлителя. 


Дълен!е одночленовъ. 


44. Пусть требуется раздфлить 634°53с"4? на — с'р. Знакъ частнаго 
долженъ быть (—), потому что дёлимое и д®литель имфють разные знаки. По 
опредъленію дфлен!я, въ частномъ должно быть такое количество, которое, буду- 
чи умножено на дЪлителя, давало-бы дфлимое; елфн., коэФоишентъ частнаго 
веть такое число, которое, ио умноженіи на 9, давало бы 63; такое число мы 
найдемъ, раздфливъ 63 на 9: получимъ 7. Далфе, чтобы въ произведен им®ть 
а, надо а* умножить на а?°; слъд. буква а войдетъ въ частное съ показателемъ 
равнымъ разности показателей этой буквы въ дфлимомъ и дЪлителъ. Такимъ 
же точно образомъ убфдимея, что буква $ войдетъ въ частное — съ показате- 
лемъ 3, а буква с — съ показателемъ 4. Наконец, чтобы въ произведене вош- 
ло 4°, необходимо, — такъ какъ буквы 4 нётъ въ дЪлител®, — чтобы она во- 
шла въ частное съ тъмъ показателемъ, какой она имћетъ въ дфлимомъ. Итакъ 

63а%%о°°: — 94556 = — Табе. 
Отсюда им%емъ 

Правило. — Чтобы найти частное отъ раздљленія одною одночлена на 
другой нужно: 1) коэффиціенть дълимало раздълить на коэффищенть дњли- 
теля; 2) а затьмь написать всъхь множителей дълимоло — каждало съ по- 
казателемь, равнымг разности ею показателей въ дълимомь и въ дюлитемь. 

Бъ частномъ случаљ, если какой либо множитель находится только въ 
дълимомо, онъ входить въ частное безъ измњненія показателя; если же ка- 
кой либо множитель имњетъ въ Оълимомь и въ дњлителњ одинаково пока- 
теля, то въ частное войдеть съ нулевымь показателем. Наљримњръ 


447035: 2а63е — дађ%еі. 


Но, какъ 65° —1, то можно частное представить въ вид 2ас*. 
Примфняя это правило, найдемъ, что: 


1) 92 ау: 2 За?‘ чу — 4афу". 
3) Звао -- у) — 3) — Тада 4 уе — 98) = — Барча) (е — 3). 
3) — 246 а? — 65°) (5 -- Зу)°: — 86 - Зу) = За (а — 6%) (= 4 30)". 


== 698: 


45. Признаки невозможнаго дБленія одночленовъ. — ДФлене цъћлыхъ одно- 
членовъ называется возможнымъ, если частное можеть быть выражено уљлою 
Формулою, т. е. не содержащею буквенныхъ дЪлителей; въ противномъ случа», 
т. е. когда частное получается въ Форм% алгебраической дроби, дЪлен!е считает- 
ся невозможнымь. 

Изъ самого опредфленя невозможнаго въ алгебраическомъ смыслЪ дћленія 
слфдуетъ, что если не дфлатся другъ на друга только численные коэффиціенты, 
то дЪленів слБдувтъ считать алгебраически возможнымъ. Напр. дфля 445% на 


4 Е 
За?Ь, получимъ въ частномъ афе — выраженіе алгебраически цфлое, такъ какъ 


оно не содержитъ буквенныхъ дфлителей. 

Дъленіе одночленовъ невозможно въ слёдующихъ двухъ случаяхъ: 

1) Когда показатель хотя одной буквы дфлителя больше покателя той же 
буквы въ дВлимомъ. Такъ дёленіе 646% на 2а6* невозможно, потому что на 
какой-бы иљлый одночленъ ни умножили дфлителя, всегда въ произведеніе бук- 
ва $ войдетъ съ показателемъ, большимъ 2: частное не можетъ быть, поэтому, 
выражено цфлымъ одночленомъ. 

Въ такомъ случаЪ длен!е только обозначается, и получается дробь 

вазь? 
Забі? 
поелфдняя, какъ будетъ показано далфе, можетъ быть упрощена сокращеніемъ. 


2) Когда дфлитедь содержитъ такую букву, которой ить въ дфлимомъ; 
напр. 4а% не д®литея на 34754?. Въ самомъ Дфлф, на какой-бы целый одно- 
членъ мы ни умножили д%лителя, въ произведеніе непремфнно войдетъ буква 
4, которой нътъ въ дълимомъ, а слъд. частное не можетъ быть представлено 
цфлымъ одночленомъ. 


Обозначая длене, получимъ дробь 
4а30 
Зара 
которая также подлежитъ сокращенію. 


Д%леніе многочлена на одночленъ. 


46. Пусть требуется раздЪлить многочленъ а —6--с—@ на одночленъ т. 
Частное не можетъ быть одночленомъ, потому что умноживъ одночленъ на одно- 
членъ (2), въ произведени найдемъ одночленъ, между тъмъ какъ должны по- 
лучить многочлень а — 2 -|- с — @. Итакъ, частное должно быть — многочленъ, 
для нахожденія котораго имћемъ слћдующее 

Правило, — Чтобы найти частное отъ үаздњленія мноючлена на одно- 
членъ, нужно каждый члень дњлимазо раздњлить на дњлителя, соблюдая 
правило знаков». 


Это правило доказываетея д розіегіогі. Мы говоримъ, что 


ао е—а а 6 с а 
Беса а ое а, 


т тт т т 











| 
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Для доказательства умножаемъ частное па дБлителя; по правилу умноже- 
нія многочлена на одночлевъ находимъ: 
а |! е а а Ь с а 
(+5) т — . т — — т т – т. 
т т т т т т т т 
а а 
Но частное —, умноженное на дЪлителя т, даетъ дЪлимов, слъд. —-т—а; 
т 


с 4 
т; и т=е; и == тй. Такимъ образомъ 


(2224) о т==а — 0-с — 4, 


27% т т, т 


је 8 


точве такъ же: 


т. е. частное, умноженное ва длителя, воспроизвело дфлимое, слъд. это частное 
составлено вЪрно. и правило доказано. 


Примюры: 
1) (8416? — За? |. 12а?5*):4а753 — да* — За + 39°. 
9) 498а%2(:—у)*--12а3%(2—у*)(2--у) —8а5%(4-у)(22— у} аа (2—у)= 
Тађ(2 — у)*-- За* (2 -- у) — (2 Ру) — 0). 





Д%леніе многочлена на многочлен». 


47. Частвое отъ раздъленія н%ъкотораго многочлена А на мпогочлепъ В 
есть выражене алгебраически дробное вида 
А 
з 
Въ большинетв случаевъ такое выраженіе нельзя замфнить другимъ — 
простъйшимъ. Но когда цфлые многочлены А и В содержать окну и ту-же 
букву, то возможенъ такой третій многочлевъ С, уњльй относительно той же 
буквы, который, будучи умноженъ на д%лителя, даетъ дфлимое. Въ такомъ 
случа говорятъ, что дъленіе полинома А на В возможно. 
Укажемъ, какъ въ этомъ исключительномъ олуча ваходятъ частное. 
Допуская, что многочленъ 
82° -|- 102° — 312° | 222° — 292 -|- 12 
дВлитея на многочленъ 
453 — 52° 4-32 — 4, 
постараемся опредфлить чяены частнаго. 
Написавъ длитель справа отъ дфлимаго, отдфлають ихъ вертикальною 
чертою; затфмъ, дфлителя отдфляютъ горизонтальною чертою отъ частнаго, 
котораго члены, по мфрф ихъ нахождевія, и пишутъ подъ этою чертою. 


Дфлимое...... 825 -|- 1024 — 3153 -|- 2229 — 29х--12 | 423 — 522 |-35—4....дЪлитель 














— 828 - 102# 2 653 827 Зай 4 Ба — 3. чении, частное 
1-й остатокъ........ 2051 — 8723 -|- 3042 — 292 -|- 12 
2024 — 9553-Е 152% 1 202 
9-Й остатокъ.............. = 124 164 — 9%-Р 19 
= 1253 ——152-2 952-12 
0 


По опредъленію, дълимое есть произведене дфлителя на частное, 


ЖРЕБ <. 


Но по свойству произведенія двухъ многочленовъ ($ 36), выешій членъ 
произведенія происходить, безь приведеная, отъ умножешя высшихъ членовъ 
сомножителей, т. е. въ нашемъ случаћ отъ умножевія высшаго члена дфлителя 
на высшій членъ частнаго. Поэтому, назвавъ высшій членъ частнаго буквою 1, 
инфемъ: 825 = 412% 9, откуда, замвчая, что неизвЪетный сомножитель (9) 
опредфляетея дъленіемъ произведеня (82°) на извфетнаго сомножителя (42°), 
паходимъ: 

4= 845: 408 2°. 

Итакъ, чтобы найти высшій членъ частнаго, нужно выстій членъ дЪли- 

маго разделить на высшій членъ д®лителя. 


Для нахожденя слёдующаго члена частнаго руководствуемся такими с0- 
ображеніями. ДЖлимое есть произведен!е дёлителя на ве члены частнаго; а 
потому если изъ дёлимаго вычесть произведене дълителя на первый членъ 
частнато, то въ остаткъ будетъ заключаться произведеніе дфлителя на сумму 
остальныхъ членовъ частнаго. Умноживъ дфлителя на высшій членъ частнаго, 
и вычтя произведене 85° — 102*-- 62° — 82° изъ дълпмаго, находимъ оста- 
токъ, равный 202* — 872° -|- 302° — 295-12. Такъ какъ этотъ остатокъ есть 
произведеве дълителя на вс члены частнаго, начиная со втораго, то его 
высний членъ (202:*) произотелъ безъ приведенія отъ умноженія высшаго члена 
ДЪлителя (42*) на высшій изъ ненайденныхь членовъ частнаго. Называя л0- 
слЪдній буквою 4’, имфемъ такимъ образомъ: 202* — 41°. 0', откуда 


9 == 202% : 42° 4-52. 


Итакъ, для нахожденія втораго члена частнаго нужно высшій членъ перваго 
остатка раздЪлить на высшій членъ дфлителя. 


Замфчая, что первый остатокъ есть произведеніе дфлителя на већ члены 
частнаго, начиная со втораго, заключаемъ, что если вычтемъ изъ этого остатка 
произведеніе дфлителя на второй членъ частнаго, то въ новомъ (второмъ) 
остаткЪ будеть заключаться произведеніе дфлителя на вс члены частнаго, 
начиная съ третьяго. Умноживъ въ самомъ дфлф д%лителя на второй членъ 
частнаго и вычтя произведеніе изъ перваго остатка, находимъ второй остатокъ: 
— 122% 152 — 92-12. По свойству произведенія, высшій членъ этого 
остатка пропзошелъ, безъ приведенія, отъ умноженія высшаго члена дфлителя 
па выспій изъ ненайденныхь членовъ частнаго. СлЪдоват., если назовемъ 
послдній буквою 0”, то найдемъ равенство: — 1222: 425.09", откуда 
9" == — 192°: 4х: — 3. Отсюда заключаемъ, что для нахожденія третьяғо 
члена частнаго надо высшій членъ втораго остатка раздълить на высний членъ 
дћлителя. | 

Такими же разсужденіями какъ и прежде убъдимся, что для нахождешя 
четвертаго члена частнаго, въ предноложени что онъ существуетъ, надо дъли- 
теля умножить на третій членъ частнаго и произведене вычесть изъ втораго 
остатка. Сдфлавъ это, находимъ въ новомъ остатк® (0. Это значитъ, что дфле- 
ше окончено, и послъдній членъ частнаго равень — 3. Все же чаетное равно 
252 -- 5% — 3. 

Что частное найдено вЪрно, — въ этомь убъждаемея, помноживъ дфлителя 
на частное: въ произведен получается дфлемое, 


аар. > 


Припоминая ходъ дъйствія, заключаемъ, что для отысканя послдователь- 
ныхъ членовъ частнаго намъ приходилось дФлить высшіе члены д®лимаго и 
каждаго остатка на высшій членъ дфлителя. Чтобы имфть эти высшів члены 
всегда на первомъ мст, а также для удобетва приведенія, до начала дъйствія 
располагаютъ длимое и дЪлителя по нисходящииъ степенямъ главной буквы. 


Соображая все сказанное, приходимъ къ сафдующему правилу дЪленія 
многочлена на многочленъ: 


Правило. — Кода частное отъ раздњленія двулъ цълыль полиномовъ 


можно представить въ формь цњлоло полинома, члены частнело находимь 
слъдующимь образом: 


Располалаемъ дњлимое и дълителя по нисходящимь степенямъ злавной 
буквы. 


Первый члень дљлимоло дълимь на первый членъ дълителя: получаемь 
первый членъ частноло. 


Вычитаемь изъ дълимало тпроизведеніе дњаителя на первый члень част- 
наю и получаемь первый остаток», 


Первый члень этою остатка дњлинь на первый члень дълителя: нато- 
димь второй членъ частнало. 


Вычитаемь изъ первало остатка троизведеніе дълилиеля на второй члень 
частноло и получаемь второй остаток». 


Дълимь первый члень этою остатка на первый члено дълителя: нахо- 
димъ третій члень частноло, и т. д., продолжая до тъхъ поръ, пока въ 
остаткњ получится ноль. 


Воть еще прииъръ. 


12а1-—35а6-—9405- |78034. 2а354-|-170255--31а58-|-3 667494 — 525 — 7а Вафз— 904 
1901154619150 —940403--97а304 За3— ба?) —7 08 — 403 
777 90а6%— 3452-|-5404%-29030:-17а%5-31а6|-365* 
—=20а6--25085°—-35а853--400354--45а755 
—284557--194453--69436*—28а763-|-31а56-|- 3667 
—=98а55-35а$3--49035-=560265--63а66 
—160463--20035--28а765—32а6-|- 3667 
2=16а453—-20035 28 9255-=32056--3657 
0 




















(Изыфненные знаки вычитаемыхъ членовъ поставлены сверху). 


48. Такъ какъ нисшій членъ длимаго есть также членъ непряводимый и 
происходить отъ умножешя нисшихъ членовъ дфлителя и частнаго, то можно 
начать дъйетвів съ опредълевія нисшаго члена частнаго, который мы найдемъ, 
раздфливъ нисшій члевъ дЪлимаго на нисшій членъ дфлителя. 


Далфе, дёля нисшій членъ перваго остатка на ниеций чденъ дЪлитела, най- 
демь ниешій изъ ненайденвыхъ еще членовъ частнаго, ит. д. Одниуъ словомъ, 
дфленіе многочленовъ можеть быть выполнено въ порядк®, обратпомъ вышеиз- 
ложенному, т. е. начиная съ нисщаго и восходя поелфдовательно до выешаго 
члена частнаго. 


Руа 


Приводимъ примъръ такого расположенія д®йствія: 
6— 152 - 132 -|- 5428 — 6721 | 3845 — 946 — 5627' 3 — 422 4 508 — пя 

















— 6 = 827 -- 1028 -5 14а 92—52 -- 7а |- Вах 

— 152-2147 4423 — 5324 3825 — 946—567 
152 29028 2- 252% 2 3525 

2152 -|- 2423 — 2824 ЕЕ 325 — 926 — 562" 

— 9128 19824 2 3505 1 4926 
Е 242% — 8925 4 4026 — 5647 
— 2453 = 322% -- 402% =: 562° 
0 


49. Когда д®лимое есть многочленъ неполный, т. е. содержитъ не већ сте- 
пени главной буквы, то сохраняютъ мЪета недостающихъ членовъ, чтобы мож- 
но было писать подобные члены оданъ подъ другимъ. 

Примъръ. Разддвть 142° 542? — 392 — 72 -|-2 на 22 -- 848 — 

— 54° — За 1. 

Въ дфлимомъ недостаетъ членовъ, содержащихь 23 и 2°; сохраняя м%ста, 
на которыхъ дояжны бы быть написаны эти члены, располагаемъ дёйствіе такъ: 
1456 -- 5425 — 391 — 724-9 | 241 -| 843 — 54° — 32-1 
— 1446 — 5625 5 352421 214 = Тай 7а д 2 

925 42-4-2143 — 74% 75-2 
21-9051 82422 558 4- ЗН 
А 44 | 1653 — 1022 — 62-2 
— 4012-16134 1042-> 622 
0 














Признаки невозможнаго дъленія многочленовъ. 


50. Когда частное отъ раздъленія одного дфлаго многочлена на другой мо- 
жетъ быть выражено цёлымъ многочленомъ относительно входящихъ въ него 
буквъ, то говорять, что дЪленіе возможно; если же частное нельзя предетавить 
въ Форм цфлаго многочлена, дфлене называется невозможным». 

Иногда можно а ргіогі узнать, совершаетея дфлене на цЪло, или нћтъ; въ 
большинствЪ же случаевъ узнать этого нельзя, не совершая на самомъ дёлћ 
дЪленія. 

І. Если дЪаитель содержить букву, которой яътъ въ дёлимомъ, то на ка- 
кой-бы ифлый многочлепъ ни умножили дфлителя, эта буква остается въ произ- 
веденін, которое поэтому никогда не будетъ равняться дёлимому. Значитъ, въ 
этомъ случа® частное не можетъ быть представлено въ Форм цфлаго многочле- 
на, и д%ленів невозможно. Наприм%®ръ, 


8а° 4- Баб — 0% 
не можетъ раздълиться на — цёло на 40 -|- ђе, такъ какъ дфлитель содержить 


букву с, которой нътъ въ дфлимомъ. Частное изображаютъ въ вед дроби, оз- 
начая дћъленіе горизонтальною чертою: 


яа? | бар — 09. 


— 68 — 


П. Когда дЪлимое есть одночленъ, а дфлитель — многочленъ, то частное пе 
можеть быть выражено ни цфлымъ одночленомъ, ни цълымъ многочлевомъ. Одно- 
членомъ оно не можеть быть выражено потому, что произведевіе многочленнаго 
дълителя на одночленное частное дало бы многочленъ, между тфиъ какъ дфли- 
мое одночленъ. Многочленомъ оно не можеть быть выражено потому, что произве- 
ден!е многочлена — дфлителя на многочленъ — частное содержитъ по меньшей 
мр два неприводимыхъ члена, между тфмъ какъ дёлимое — одночленъ. 


Такъ, длевіе а на о | Б невозмно, и частное имфтъ видъ дроби 


аё 
«Бъ 

Ш. Если возможенъ цфлый полиномъ (частное), который, будучи умноженъ 
на дёлителя, давалъ-бы дфлимое, то высшій членъ дфлимаго долженъ быть про- 
изведеніемъ высшихъ членовъ дфлителя и частнаго, а нисшій членъ дълимаго — 
произведенемъ ихъ нисшихъ членовъ. Поэтому, высшій членъ частнаго долженъ 
равняться частному отъ раздфлевія высшаго на высшій, а нисшій членъ чает- 
наго — частному отъ раздъленія нисшаго на нисшій членовъ дфлимаго и ръли- 
теля. Отеюда прямо слёдуетъ, что если не дълятея на — цъло высший членъ 
дЪлимаго на высшій членъ длителя, или нисшій на нисшій, то дъленіе невоз- 
можно. 


Такъ, многочленъ 
827 — 606 -- 32° — 42% — 22° -|- Та? 
не длится на 
525 — 22 -|- 23, 
потому-что ниспий членъ 72° дЪлимаго не дЪлитея на нисшій членъ 2“ дфлителя. 
Точно также многочленъ 


320—2 |1 
не длится на · 

2* 2 +1, 
такъ-какъ высшій членъ дфлимаго (32%) не длится на высшій членъ (2:*) дћ- 
лителя. 

ТҮ. Но если высшій членъ дълимаго длится на высший членъ дфлителя и 
нисшій на нисшій, то изъ этого еще никакъ не елфдуетъ заключать, что дъле- 
нів возможно. Совершая въ этомъ случа дъленіе и продолжая его достаточно 
далеко, всегда можно открыть — возможно оно или ить. 

При этомъ слфдуеть различать два случая. 

1. Двлимое и дфлитель расположены ло нисходящимъ степенямъ главной 
буквы. 

Въ этомъ случа степень выешихъ членовъ послфдовательныхь остатковъ 
идетъ понижаясь. Для возможности дфленя необходимо, чтобы высший членъ 
каждаго остатка дблалея на выспий членъ дфлитеяя; поэтому, если дойдем до 
остатка, въ которомъ высшій членъ содержитъ главную букву въ меньшей степе- 
ни чёмъ высшій членъ дёлителя, и слёдовательно не дћлитея на высшій члевъ 
дълителя, то заключаемъ, что дъленіе невозможно, 


— 69 — 


Такъ, пусть требуется раздфлить 


2а + 23 — 8% 4 7% 4 
2—2 4-1. 


Высшій членъ дБлимаго длится на высш членъ дфлителя и нисиий на 
нисшій, Попробуемъ, не совершается-ли дфленів на ино: 


2244 23— 41 1%--4 | 2 — 24-1 


на 





— 22% = Е 92% 2а? ЕЗ2 — 
— 31° - 72-4 
Ее 3% 
42-4 


Высшій членъ втораго остатка пе длится на высшій члевъ д®лителя: заклю- 
чаемъ, что дЪленіе невозможно. 

Иногда, прежде ч%мъ дойдемъ до такого остатка, можно ранфе предвид%ть, 
возможно дъленіе или нътъ. Въ самомъ дъл®, предполагая, что дЪлен!е возмож- 
но, можно напередъ опредълить — каковъ долженъ быть нисшій членъ частнаго. 
Именпо, если дёленієе возможно, то д%лимоє будеть произведеніемъ д®лите- 
ля на частное, а потому нисшій членъ дфлимаго клженъ быть произведенемъ 
нисшихъ членовъ дфлителя и частнаго; слћдовательно, раздёливъ нисшій членъ 
дБлимаго на нисшій членъ дёлителя, мы узнаемъ, каковъ долженъ быть нисшій 
членъ частнаго. Совершая д%леніе, пусть мы дошли въ частномъ до члена той 
степени, какую мы ранфе нашли дня поелфдняго члена частнаго; дая того что- 
бы дфлеше было возможно, необходимо: 1) чтобы членъ, найденный нами въ 
частномъ, быль равенъ частному отъ раздфлен!я послъдняго члена длимаго на 
лослЪдній чл. дЪлителя; 2) чтобы слЪдуюций остатокъ былъ равенъ нулю. Если 
хотя одно изъ этихъ условій не осуществляетея, заключаемъ, что дфлеше не- 
возможно. 

Приводимъ прим%ры. 

Раздфлять 27 — 325 — 425-254 на 2 — 55-|-1. 

Высшій членъ дфлимаго делится на в. ч. дёлитеня и ниений на висний; 
при этомъ, если дфлене возможно, то послднимъ чденомъ частнаго долженъ 
быть: - 22: -- 1=-|- 25*. 

Совершаемъ ва самомъ дъл% дЪлене: 

27 — 328 — 4054-20 | 2—52 | 








222 баб а? а 4 дд 
2 226 — Бал 

— 240 = 102° == 22* 

| 55 


Раздливъ высшій члепъ перваго остатка на выєшій членъ дфлителя, нахо- 
димь -|- 242“, т. е. какъ разъ такой членъ, какимъ долженъ быть послёдей 
улепъ частнаго; но какъ слёдующий остатокъ не равенъ нулю, то заключаемъ, 
что двлене невозможно. 

Другой примфръ: разлить 


828 —- 102° — 324 — 323 -|- 542% — 202 на 448-52 — 


О. = 


Первый членъ дфлимаго длится на первый членъ иБлителя, и посла 
на послёдній; притомъ, частное отъ этого посяфдняго дЪленія веть — 202. 
—2х или -|-10. Членъ - 10 долженъ быть посафднимъ въ частномъ, если дћ- 
ленів совершается на-ц$1о. 

Выполняемъ дёйств!е: 

82° | 1025 — 322 — 32° -- 544% — 20% | 42° 4-52? — 22 
— 848 -- 1025 44 | 228—172 --8 
— 28\— За 544° — 20% 
= 282‘ -= 3553 -- 14° 
322° -|- 402 — 202 
— 322° 402° 165 
— 44 

Членъ частнаго, несодержащій буквы 2, оказывается равнымъ -|- $, а ве 
--10, какъ должно бы быть при возможномъ дфлени: заключаемъ, что дълевів 
невозможно. Вычтя изъ втораго остатка произведевіе (42° -- 52% — 22).8, нахо- 
димъ послЪдній остатокъ: — 42. 
| 2. Дьлимое и дфлитель расположены по восходящимъ степенямъ главной 
буквы. 

Въ этомъ случаф степень нисшаго члена посл довательныхъ остатковъ идеть 
постепенно увеличиваясь, а потому нисшіе члены остатковъ веегда будутъ дЁ- 
литься на нисшій членъ дфлателя. Невозможность дфлен!я открываемъ садую- 
щимъ образомъ. Раздфливъ выстій членъ дфлимаго на высший членъ дЪлителя, 
мы узнаемъ, каковъ долженъ быть высшій членъ частнаго, въ предположени, 
что дЪлевје возможно. Если, дойдя въ частномъ до члена, содержащаго 1 лавную 
букву въ той степени, какую мы предвид%ли для послЪдвяго члена частнаго, 
мы не ролучимъ затмъ въ оетатк® нуль, — это будетъ признакомъ невозмож- 
ности дфленія. 

Пусть напр. требуется раздфлить 

4— 32 -|- 522 -- 23 — 192* на 1 — 22 — а". 

8деь первый членъ дфлимаго дълится на первый членъ дфлителя и послЪд- 
ній членъ дълимаго на посла дфлителя. 

Если дфлене возможно, послъднимъ членомъ частнаго долженъ быть 

(— 192*):(— 2) =- 192°. 
4— 32-4 522-4 23 — 19 | 1— 220 — 2 
— 4-82 42? 4-4 52 -| 19 
5%-- 9х%-4|- 28 — 19 
— 55 = 105 -= 558 
192*-|- 623 — 192 
— 1923 = 3848 —: 191 
442% 

Третій членъ частнаго дёйствитезьно — -- 192°, но затёмъ остатокъ не 
есть ноль: заключаемъ, что дъленів невозможно. 

Еще прим%ръ: раздълить 


— 2 4-2 — 52° -|- 45 на — 1 — 2-47. 























— п — 


При возможномъ дёлеши послёднимъ членомъ частнаго долженъ быть -|- 42. 
— 2-4 2 — 5254 45* | —1-— 22-- 24 
= 9 6 42-22 Е | 2—82 192+ 
ба — 940% — Б-р 42 


— 5 5-102 = 53 





— 1227? | 42 
122° 2423 --122* 
2423 — 85% 


Выфсто --42* находимъ въ частномъ -|- 125%; кром% того, соотв тетвующий 
остатокъ долженъ бы быть нулемъ, а онъ равенъ 2423 — 85‘. Значитъ, дфле- 
нів невозможно. 

Особенность случая двленія цёлыхъ полиномовъ, расположенныхъ по воз- 
растающимъ степенямъ главной буквы (при соблюденіи условія дфлимости край- 
нихъ членовъ дёлимаго на крайнів члены дфлителя) заключается въ возмнож- 
ности полученія въ частномъ неограниченнаго числа цълыхъ членовъ. Обуслов- 
ливаетея это тфмъ, что степени нисшихъ членовъ остатковъ идутъ постоянно 
повышаясь. Такъ въ послфднемъ прим рф, продолжая дъленіе, получили-бы чет- 
вертый членъ — 242%, и т. д. 

51. Когда частное отъ раздфленія цёлыхъ относительно х полиномовъ 
не есть полиномъ цфлый, то оно можеть быть представлено въ вид суммы, 
состоящей изъ нфкотораго цфлаго относительно 2: полинома и дроби, имфющей 
числителемъ остатокъ, степень котораго меньше степени дфлителя, а знаменате- 
лемъ — дфлителя. 

Въ самомъ дл, пуста А и В будуть два цфлые относительно 2 полино- 
ма, расположеные по нисходящимъ степенямъ буквы 2; и пусть степень А не 
ниже степени В. Совершая дЪлен!е и продолжая его до тъхъ поръ, пока въ 00- 
таткф не получится цфлый по буквЪ х полиномъ, котораго степень ниже сте- 
пени дфлителя, назовемъ частное (} и остатокъ В. Замфчая, что остатокь В про- 
исходить послф вычитанія изъ А произведевія ВФ, находимъ: 


Ё = А — В.О; 

выражая үменьшаемое поередетвомъ вычитаемаго и остатка, имђемь 
А = В.0+- В; 

отсюда, разд%ливъ обв части на В, получаемъ 


А В 
ВоВ: 


Примфняя преобразоване, указываемое этимъ равенствомъ, къ первому при- 
мру пункта [У $ 50, находамъ, что полное частное отъ раздфлевя 22 -|- 2 — 
— 2-75 -|-4 на 2° —2--1 равно 

42 4-4 
1. ИЕ и ЗАРУ 
24? 1- 32 -- ма 

Продолжая дленів 2? –- 325 — 42° -|- 22 на 2* — 52 -|-1 до тЪхъ поръ 

пока не дойдемь до остатка, степень котораго ниже степени дълителя, находимъ: 


7 806 — 403 | 221 й 27555 — 575 
== а да-да 250% 1902 4- 575 ера 








| 
А 
| 





Че 


Замфчательные случаи дфленія. 


52. Приведемъ нЪкоторые частные случаи дЪленя, заслуживающие особаго 
внимания волфдетв!е частаго ихъ примнепія. 
І. Разность одинаковыхь степеней двухь количествъ дълится безъ остат- 
ка на разность оснований. 
Пусть требуется раздФлить 2" — а" на х— а. Совершая дфленіе имћемъ: 
2" — а" 2 —0@ 
— 2% ал" д" ак" а... 
а — а" 
— дат -= ад"? 








аёт? а" 
ск ах аЗ" 





= } 
аЗа"-3 — 4 п 
т — а" 
— ада 


0 


Расположивъ дълимое и дфлителя по убывающимъ стецёнямь буквы 2, дфлимь 
первый членъ дфлимаго на первый членъ дфлителя, и находимъ первый членъ 
частнаго, въ которомъ показатель буквы х, какъ равный разпости показателей тойже 
буквы въ дфлимомъ и въ дълптелъ ‚будетъ = ә — 1. Первый члепъ частиаго есть 
х". Умноживъ его на дЪлителя и вычтя произведеніе изъ дЪлимаго, получаемъ 
первый остатокъ: ал"! — а", Раздфливъ а2"-! на 2, находимъ второй членъ 
частнаго: а2"-*, УмноживЪ его на дЪлителя н вычтя произведене изъ перваго 
остатка, получимъ второй остатокъ: а”? — а”. Подобнымъ же образомъ най- 
демъ, что третій членъ частнаго = а?х"-%, а третій остатокъ а" — а". 

Не продолжая дъйствія, раземотримъ законъ составлепія послћдовательныхъ 
остатковъ. Сравнивая ихъ между собою, замфчаемъ, что веф остатки — двучле- 
ны, которыхъ вторые члены одинаковы и равны — а"; первые же члены пред- 
ставляютъ прогзведешя степеней буквъ а и х, причемъ показатели буквы о 
идутъ послфдовательно увеличиваясь на 1, а показатели буквы 2 уменьшанеь 
на 1, сумма же обовхъ показателей всегда равна тю. Изъ этого слфдуетъ, что 
продолжая дленіе, мы непремънно дойдемъ до такого остатка, первый членъ 
котораго будетъ имфть букву а съ показателемъ ж —1, а слъдовательно букву 
д съ показателемъ 1, такъ какъ сумма показателей должна равняться т. Этотъ 
остатокъ будетъ елдовательно: а"-! 2 — а". Дфля первый его чяенъ на х най- 
демъ въ чаетномъ членъ 2"-!; а умноживъ этимъ членомъ дфлителя и вычтя 
произведеніе изъ остатка, находимъ что слъдующій остатокъ есть 0: значитъ, 
д” — а" рлитея безъ остатка на 2 — а. 

Мы не могли выполнить већђхъ частныхъ дъленій волъдетвіе неопредвлеп- 


пости числа эт; мЪста, тдЪ надо подразумфвать промежуточные остатки и чле- 
ны частнаго, обозначены точками. 
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Законъ частнаго.— Вематриваясь въ составъ частнаго, замћчаемъ, что оно 
имфетъ слъдующія свойства: 


1. Вебмъ его членамъ предшеетвуеть знакъ (-|-), потому что они происхо- 
дятъ отъ дьлеюя первыхъ членовъ оетатковъ, предшествуемыхъ знакомъ (--), 
па первый членъ дфлителя, пмъющій тоть же знакъ. 


2. Первый членъ частнаго есть х”-', послЪдній а"-!; что ж десартся Ся й 


межуточныхъ членовъ, ‘то они представляютъ произведеня сќепейей, ' А 


буквъ 2 и а, причемъ показатели буквы х идутъ послћдоват льн моряк 
на 1, а показатели буквы а — последовательно увелячиваясь' ні; ао 9%, 


У 


сумма показателей въ каждомъ членЪ равна * — 1. — Если въ первом. член; 


подразум%вать множителемъ 2°, а въ послёднемъ 2’, то можемь сказать, что 
члены частнаго расположены по убывающимъ степенямъ буквы =, которой по- 
казатели идутъ, уменьшаясь на 1, начиная съ 2—1 и кончая нулемъ; и по 
возрастающимъ степенямъ буквы а, которой показатели идутъ, увеличиваясь на 
1, начиная съ о и кончая т — 1. 


3. Число членовъ частнаго равно ж, т. е. степени дЪлимаго. 


Въ самомъ дЪлъ, показатели буквы а, наприм., пдутъ послЪдовательно 
увеличиваяеь на 1, начиная съ о и копчая тг — 1; но послфдовательныхь цъ- 


лыхъ чиселъ оть о до 2. — 1 включительно ровно 2%. Столько же членовъ и 
въ чаетнемъ. 


При помощи выведенной нами Формулы 
ВИ НЕ | 9 ут —3 Зула 1 9, т—1 г. 
да =" 00934 да ад"... . "а 4а")... (А) 


можно прямо писать частное отъ раздъленія разности одинаковыхъ стененей 
двухъ количествъ на разность основанйй. Вотъ примъры: 





Пи аа? ама 4- аз-ак. 
ай — 1 


2. тара аа 4241. 
3. Раздфлить, по Формул% (А), 12543 — 863 на 5и — 20 


Замфчая, что 12502 —5.5.5.4.а.а ==54.5а.5а = (5а)°, и что 868 — 2.2.2. 
Ь.6.6 — 26. 6, = (20)°, имћемъ: 


са 92 э Ее = (64)*-| (Ба). (26) - (25) = 25а 4- 1006 -| 40, 


4. Подобнымъ же образомь найдемъ: 





ри 1) — т 
213° ыы (9) (ауы алан 


750 т е . 
3 3 а т 








1 1 1 1 
=== + З 2:2 -- —а. з4- 1 
81 а 274 А | 9“ т 3 ат ә". 


Олъдствія. — Такъ какъ х и а означають какія угодно количества, то 
можно положить а — а, Подставивъ въ оормулу (А) вмъсто а количество — а’, 


П 


— 74 — , 
и замётивъ, что длимое обращается въ 2" — (— 2)", а дълитедь въ 2 — (— а) 
или въ 2 -|- а, находимъ: 
2" — (— а)" __ РЕ г\л 9,3-3 үт—-9% 
тата 9 ++ (— а) 4 (— а) +. о. 6 .+(— 0) 2 -|- 
| +). 
Изъ правила знаковъ при умножен!и заключаемъ, что (— а) = (— а).(— а 
пр ри у 

= 4|- а":(—— 0) (—а)*— а’) = (+ а*(—а) =— а%(—– а) — 0%. — а 
—--а* и т. д. Одняжъ словомъ: четныя степени количества — а’ даютъ знакъ 

‚ а нечетныя знакъ — . Замфтивъ это, различаемъ два случая: т — четнаго 

› р 

и т — нечетнаго. 


1. т — число четноЕ.—Въ такомъ случа будетъ: е — 1 — число не- 
четное, ж — 2 — четное, т — 3 — нечетное и т. д. А потому найдемъ, что: 
(а) а 0 аут 00 а)" | а" и т. д. Принимая это 
въ соображеше, найдемъ, что послъднее равенство принимаеть видъ 
д” — д" 
а Ба 

Отсюда заключаемъ, что разность одинаковыхь четныхь степеней дњлится 
безъ остатка и на сумну основаній, причемъ законъ составления частнаго `0т- 
личаетея отъ вышеуказаннато только чередовашемъ знаковъ. 

Наприм%ръ, 25 — а% дёлится не только на х — а, но и на 2 -|- о, причемъ 
частное будетъ 

аа — 

2. т — число НЕЧЕТНОЕ. — Въ такомъ случа», 22 — 1 будеть чисао 
четное, 22 2 — нечетное п т. д. Поэтому: (— а)" = — 0", сл. дълимое бу- 
детъ 2” — (—– 0") 0" а"; затъмъ, (— а')%-! будетъ == 4-а" 1(— а)" = 
— а" ит. Д., и мы получимъ: 


=" 009-0 — ат --..... фа" —@"-*..... (В). 


25 — а2-|- ах — а?а? -- их — а. 


2% 4 а!" ; 

ЕР аре тт а" "3 а/а" ...... — а")... (©). 

Равенство (С) показываетъ, что сумма одинаковыхь нечетныль степеней 

двухь количествъ дълитея безъ остатка на сумму основаній, причемъ въ ча: 
? 


стномъ знаки чередуютея. 








Наприм%ръ: 
7 7 
А С -. == 28 — аа -|- айз — а? -|- аа? — аха 4-а. 
а н рае, 


П. Сумма одинаковыль степеней двухъ количествь не дњлится безъ ос- 
татка, на разность этить количествъ. 
Пусть требуется раздфлить сумму 2” -|- а” на х-—а: 


=21765:22 


2" а" | —а 
— ад” | дах" | а?0"*-%-4|-. 0...0... На"! 
ад"! + а" 
— ал а?дт-? 
ай? 4- а" 
ад" д37-3 
———— 5990 дя 


ох 





х а"! 4-а 
— + а"! + а® 
да" 

Дъленіе будетъ возможно, если, найдя въ частномъ членъ — а"-!, полу- 
чимъ въ остаткЪ 0; но совершая дъленіе, мы нашли въ частномъ членъ -- а"! 
и затъмъ въ остатк 24”: заключаемъ, что дфлене не совершается безъ оетат- 
ка. Что касается цфлой части частнаго, то она составлена совершенно по тому 
же закону, какъ и въ первомъ случа. Полное частное будетъ 
ма" әд" 

о дт-1 т 2.т-3 т-9, т... (р. 
яв =" Над" 4 аг" --.......-- а" а а Ф.) 








Олъдствія. — Полагая въ этой вормул о — а’, находимъ 
а" — а)" Е а ЕИ НЫ 2(— 2)" 
ан (аа (ау... у 


Раземотримъ опять два случая: э» — четнаго, и т — нечетнаго. 
1-й случай. — т — число четное. Въ этомъ случа 


а "1 ут 12 т-—3 “Зут-3 /т-1 2а" Е 
ра = 271 — ата аат аана... ар (Е), 


Откуда заключаемъ, что сумма одинаковыль четныхь степеней двухь ко- 
личествъ не дњлится на сумму зпъжь же количествъ, и что остаток» равень 
удвоеннону второму члену дтњлимало. 

Такъ 





2+ - 04 20 
— 73 2 9, 3 
0° ~ 00 +- а — а +- ", 
2+ а а-а 
2-й случай, — т — нечетное число. Въ этомъ случаћ 


т лит ут 
1 ви — 89-1. рт + а/?а"-3 — Р -|- а/"- — 20 
за аа’ 


СлЪдовательно, разность одинаковыть нечетныхь степеней деуть коли- 
чествъ не дълится на сумму этиль количествь, и остатокь равен» удвоенно- 
му второму члену дълимало. Тавъ 

25 — а5 
ай — д2 -|- а?у — а: -|- а — 
24-а ий т Е 
Выдёляя изъ раземотрънвныхъ случаевъ тъ, когда дъленіе совершается безъ 
остатка, приходимъ къ слъдующему выводу: разность одинаковых степеней двухъ 














(8). 











25. 


количествъ вседа длится на разность оснований; разность одинаковыхь чет- 
нылхъ степеней дњлится, кромњ тою, и на сумму основан; сумма же оди- 
наковыжь нечетныхь степеней — на сумму основаній. 

Теорема, доказанная въ этомъ нараграх®, извстна подъ именемъ теоре- 
мы Безу (Вело). 

53. Задачи. 


Выполнить дЕленіе одночленовь: 
1. 0,(79)...010708: абу бруя : 0,(54)... 005; О,9а"р"01 : — 0,ба 01; 


31. 1 3 і 5 
55% 1+2р+3 : чот" : 26 ту" 1+2. а 280—1уат-24; 23а + $75 . 52 (а 4- 0)“; 


3430 -—- =)": — 2026 — 2)”; 4558 — т2)2 : 0,44....23(т — 8);15т2(1 — а): 
132и? —1)3; 156(0 Бу — 0) : 182(5 — 0). 


Раздфлить: 
2. З2а%1с?х1у? — 969033303 -|- 60019022! — 480120с%ху5 на 4аеёхуу?. 
З. 18а3(а 4|- 0)221—15(0 -|- 632 (2 -|- у) а — у) — 48(0 4-0) (а — 0)ә (а —– у) на 
300 -|- 6). 
4. 85(0 | 0) (0 — у): — 1баца | в) -|- у) — 0) 25(0 -|- 0)(0 — 9)‘ на 
5а-- — 0) 
5. 0,7а? — а шя 2 аваз — 0,2121...02—3015 — 5 а-у на — ар—54®4—%. 


6. 527 — 22бу |- 19058 — бау — Аллу! -|- 8025 на х3 — 42 -|- 90%. 
1. , 23 59 3 2 2 3 2 
Я р д3 2 а — 120+ 4- 2р5 на 2а? 4. 9а — 8. 
8% -- 549% 790% + 119% 1528 - 98° на 2% 28% 30 


8. 0,067 — 0,028, — 0,16т5п? -- 0,763 — 0,829 -|- 0,58 т? —0,0бни 
на 0,272 — 0,4ти -|- 0,677. 


59 1 308 е 8 2 
Оба ба 2 арз У орі 2853 над -__2 аз, 
9. 0,54 - 60201 490% 1,35а?р 700“ | 0,2805 на о |0,70 58 


10. 21-|- 28у — 802 | 19203 — 15у: на 2?-|-Злу — 502. 

11. — (а* -- 3а" -|- 06 — аб) на а? 1-03 + аз — а?. 

12. 8083 — 35-4 х5 152у* на Злу-|- 22 -|- 30°. 

13. 2049263 -|- 1205 — 95а — 16003 | аз на 440 | а? — 36%. 

14.14-28 а на 22-41 — 2. 

15. ра азу у на у — 2. 

16. 2,8821 — 7,253 + 14,9420 -|- 2,8855 — 10,8232 на 0,823 — 0,4а?у — 
1,4202 4 1,653. 

17. аз уз Зху —1 на 24-у — 1. 

18. 22-|-034- #3 —Зтуе ва 24-0 -|- г. 

19. а"+ — ат+3 4. ЗТат+3 — 55а"+6 -|- 500"+7 на а? — 3а3-|- 10а. 

20. бЬт+з+2 Д. рхчу+і — ору | 1169+7—1-—- 6021—21. рт+2—3 на 203+8 | ЗФ. 


21. 628142 — 93479+1 | 1826" — 451-1 — Зам | 45-3 — 291—1 на одйт+1 — 
523" — 9408—11 м, 


22:94: == 


Въ вижеслёдующихъ примфрахъ представить частное подъ видомъ суммы, со- 
стоящей изъ цфлаго по букв 2 полинома и дроби, имфющей числителемъ длый 


по букв 2 полиномъ, степень которато ниже степени дЪфлителя, а знаменателемъ — 
дфлитель. 


22. (226 — 425 -|- 5а — 32 — 32 4- 1):(0*-- 22 — 3). 
23. (32% -|- 245 — 0743 — 44312 -- Зат — аЗ): (ах? — За -|- Заз). 
24. (324 — 528 | 2492-44-32 — 1):(2 — 3). 


Въ слъдующихъ прим%рахъ написать частное по формуламъ 8 59. 


25. (3225 -- 243):(22 -- 3). 26. (а — 249): (а — ау). 

97. (т8 — п): (т- т). 28. (а 53):(а-Н Б). 

29. (14 27):(1-- 2). 30. (16 — 2*):(2 -|- 2). 

31. (81 — 0*):(3 — 9) 32. (625 — 0%):(5и — о). 

33. (1 -|- а%5):(1 4-а). 34. (а | 5)2 — с?]:(6 — са). 

35. [2 — (а — 62142 — а 0). 36. [а -- 5) — (с — @)21:(а 4-6 4-е д). 
37. [(2-- у) -4- 1024-2-40. 38. [п | 2) — р%]:( | п — р). 

39. [(а — 5) — 25): (а — 04 а). 40. [№ — (8 р) 5—9). 

41. [48 — (р — 4): (0 — р 2). 49. (2а — а") (а 4: 3 а). 

48. (са - и) (5 Е з). 44. (се — тз): (2а — т). 

45. (418 — т 15): (а? — т?) 46. (28 -{- у3):(#*-Р 0). 

47. (012 —#):(у3-- г). 48. (т8 — т): (п? — 03). 

49. (а? — 1):(0? — 1). 50. (12556 — 6403): (522 — 4у). 

51. [(а® — 20с)3 -- сб): (а — с). 52. [(--у-- 2) — (22 —)3]:(27—2--ә). | 


53. Показать, что (2? — ху -{- 93)3-|- (22 4- ту -|- 03): дфлится на 242-292. 
54. Раздфлить (02 — 66)3-|- 8083 на а -- ӧс. 
55. Разд®лить 0202 -|- 2ађс® — оЗс? — 62 на а | ас — Бс. 


56. Указать, въ какихъ изъ саъдующихъ примфровъ дфленіе совершается безъ 
остатка. 


(т-а) а); (07 — а) а); (074-07)(2 а); (ах 4-9) (а 5); 
(28 — а%): (0 — а); (28 — 08):(2-|- а); (аа): (ва); (28-а) :(5 — а); 
{410 — 10): (а — т?); (а — т19):(а2 | 02); (а -- 0219): (а т); 


(010 -|- т19): (а — т). 


ЛАВА Т. 


Разложеніе алгебраическихъ выраженій из множители.— Умножен!е и дћленіе много- 
членовъ съ буквенными коэффищентами. 


54. Разложить выражене на множители — значить представить его въ 
Формф произведенія, иначе говоря, въ Фори одночлена. Такое преобразованіе 


Р 3: 78 Ее 


возможно далеко не всегда: оно удается вообще только тогда, когда данное вы- 
раженіе представляеть н%которую правильность, нЪкоторую симметрію. 

Естественно, первое, что нужно сдфлать — это выдфлить множителя, 0б- 
щаго вобмъ членамъ даннаго выраженія, если таковой имфетея. ЗатЪмъ, даль- 
н®йшее разложеніе совершается прим нешемъ одного изъ сафдуюхъ трехъ црі- 
емовъ: 1) ‹ормулъ замъчательныхъ случаевъ умноженя и дленія; 2) метода 
опредфленной группировки членовъ; 3) метода двухчаенныхь дфлителей. Откла- 
дывая издоженіе послЪдняго метода до слЪдующей главы, ознакомимся въ этой 
гдавћ съ остальными изъ указанвыхъ пріемовъ. | 

55. Вынесеніе за скобки общаго множителя члевовъ даннаго многочлена. — 
Пусть већ члены многочлена имћютъ общаго множителя, напр. 

АБ — Вр -- Ср; 

замфтивъ, что величина многочлена не измфнится, если мы его помножимъ и 
раздЪлимъ на одно и тоже количество, множимъ и дфлимъ на р; находимъ 


кр — вос = (Во), 


Випоханзь дфленіе Ар — Вр 4-С) ва р по правилу дфленін многочлена 

на одночленъ, найдемъ въ частномъ А — В | С; слъд. 
АЮ — Вр -{- 00 = р(А — В 4-0). 

Отсюда видимъ, что если вс члены многочлена имњютљь общелю множи- 
теля, то этотъ множитель можно вынести за скобки, написавъ въ скобкахь 
частное отъ раздњленія даннало мноючлена на обийй множитель ею членов. 
кахъ частное отъ раздъленія даннаго многочлена на общій множитель его членовъ. 

Такъ, ве члены многочлена 350%“ — 75634? -- 49а0°с%4 -|- 3430%° имфютъ 


„общимъ множителемъ 7$, который и выносимъ за скобки; въ скобкахъ же пи- 


шемъ частное отъ раздфленя многочлена на 70с°; такимъ обравомъ найдемъ: 
350° — 7634? -|- 49ађ?с° -- 343088 — 16с*(5%е* — са? -|- Таба -- 495%). 

Иногда выражеше, получившееся въ скобкахъ, бываетъ способно къ даль- 
нфИшему разложенію, либо къ другимъ преобразованіямъ, могущимъ его упро- 
стить. Напр., 144553 — 28а*6° - 14а*5*, по вынесёнін за сжобки общаго мно- 
жителя 14035?, приводится къ виду 1400%(а° — 2а -| 0°); замћчая затмъ, что 

— 2а0 -|- 0° — (а — Б), замфняемъ данное выраженіе простъйшимъ 
1443(а — Б)?. 

56. Методъ примбнешя замбчательныхь формуль умножешя и дЬленія. — 
Можно иногда съ успфхомъ примънять къ разложенію на множители Формулы 
замфчательныхъ случаевъ умноженія и дфленя. 

Простъйшая изъ этихъ Формуль есть 





А? — В — (АВА В)... .. (1). 
ЗамфтивЪъ далће, что 
АЗ— Вз А3- 33 
дв ЕА*-ТАВ- В г ЕВА" —АВ-- Ва 


и опредфляя изъ того и другаго равенства дёлимое по дЪлителю и частному, 
имфемъ: 

АЗ — В — (А — В)(А? 4- АВ--В*)..... (2) 

А34- В* — (А-|- В)(А* —АВ--В*)..... (3) 


— 19 — 


Затфмъ имфемъ: 
Аі. Ва (Аз) — (В2)2 = (А? 4- В?) (А? — В?) = (А3-- ВЗ)(А -- В)(А — В)... (4). 
А‘— В = (АЗ) (В) (АЗ-+- В3)(АЗ—Вз)-(А-НВ)(А—В)(АЗ+АВ+В2)(А—АВ+В) .(5). 

Вотъ примфры примфненя этихъ Формулъ: 

1) 42% — 959° (22)? — (34)? == (22 -- 3у)(22 — Зу). 

2) (2-4-6 — с) — (а— 2 -|- 3е)* = (2а — 6 -- 26) (36 — 4). 

3) ой (аз (Ни) НЫ е-Ние-Н(а-5). 

4) 82° -| 2193 — (22)? -|- (3у)8 = (22 -- 34) (42? — 62у -- 932). 

5) 82° — 273 — (22) — (3у)3 —= (22 — 3у)(42* Е бху Г 90%). 
6) Разложить на множители 
24753 -|- 253с* -|- 2426 — и — в — сә. 
Придавъ къ этому выраженію и вычтя изъ него 2475, находимъ: 
4975? — 207253 | 23% | даа — а! — Б — с 
(2а5)* — (а* -|- 2а25* -- 5) 8 (а? -- а) с — сї 
(20)? — (а? 1-0%)? -} 2 (а | 0%) с? — сі — 
(243) — {(а2 4 08) — 2(° ес = 
(240) — { (а* 4-5%) — а (Зав -- а? 6? — в) (да — а? — 5% 4-с) = 

и ав (ааа 0а в-ро а 
+ е). 

Раземотримъ еще разложене выраженій А‘--3В' А“- В*-|- АВ°, А: 
4- В‘ — ААзВ®. 

Придавая къ первому изъ этихъ выражений и вычитая изъ него 2А?В®, 
находимъ: 


А* 4 В. А*-- 2А°В° В* — ЗАВ — (А -|- В*)* — (\/2.А8)* = 
(Аз В -- АВ /2) (А 8° — АВ 2). 
Такимъ же образоиъ найдемъ: 
А-В А?В? — (А? 4 В*)* — АВ? — (А*-|- В*-|- АВ) (А*-|- В* — АВ). 
А-В: — ВАВ? (А? В) — (2-4 2)А?В? = 
—=(А*-- В*-РАВУЕ- 2) (А*-- В* — АВ -|- 2). 

57. Методъ групвированія членовъ. — Если већ члены многочлена ме имћ- 
ють общағо множителя, то иногда возможно бываєтъ резбить ихъ на группы 
такъ, чтобы већ грушы имфли общаго множитеяя, ноторый и выносится за 
скобки. Общихъ правилъ для такихъ преобразован вътъ; какъ ихъ совершать, 
укажуть нижеслъдующіе примфры. 

1. Разложить на иножители выраженіе а? -|-$с — ое — ®. Разбивавиъ много- 
членъ на двъ групы: а? — ас и 4-с — аф; вынося въ первой груш% за екоб- 
ки @, находимъ а(а — с); вынося во второй груш —6, получим —6(а — с). 
Слъд. данное выражене — а(а — с) — (а — с); вынося здфеь за скобки а — с, 
получаемъ окончательно (а —с)(а— Б). 

5 Дия разложешя на множители тринома 2* — 102 -|- 24, разобъемъ снача- 
за членъ —10х па два члела: — ба и — 42, послћ чего данное выраженіе 
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превратится въ 2° — бл — 47 -|- 24. Вынося въ первыхъ двухъ членахъ за скоб- 
ки 2, а въ третьемъ и четвертомъ — 4, получимъ 2(2: — 6) — 4(х — 6) = 

(1— 6)(2 — 4). | 

Этоть примфръ есть частный случай триномал” — (а--5)х -- аф. Раскрывъ 
сначала скобки, послф чего получим 2° — ал — бл -|- аб, поступаемъ затёмъ 
какъ и въ предыдущемъ примфрЪ; такимъ образомъ сперва найдемъ х(х — а) — 
—6(х— а), а потомъ (4—а)(2— Б). 

3. Разложить на множители 62% -|- х — 12. Замфнивъ ередній члепъ раз- 
ностью 92 — 8х, находимъ 62° -|- 92 — 82 — 12. Взявъ за скобки въ первыхъ 
двухъ членахъ 32, а въ третьемъ и четвертомъ — 4, имфемъ: 32(22 | 3) — 
— 40224-3) = (224 3)(32 — 4). | 

4. Разложить на множители 425°(а — Б) — а?с*(а — с) -|- 2% — в). 

Имћемъ послъдовательно: 

а?{Ъ%а — 6) — са — 6} 4 626 ($ — с) 
= {а — ас? -|- с — ъз} | 62626 — с) 
== а?{ а(6° — с*) — (0° — с*)} 4-0% — с) 
а а(0 — с) 4-е) — (6— о-в -- е?) }- 0900 — с) 
= 46 — в) {а(5 6) — (8-64 8) ) 56 — с) 
= (6 — с){ аЬ + 0) — а 5+ с?) 4-0%) 
= (6-- с) {аа — Б) 4 аёс(а — Б) 4 (02 — а?)) 
= (6—6) (4—5) {2% а — са 5} 
= (6 — с)(а — 5) {Ка — с) ав(а— 6)} 
—(6—с)(«—56)(а— с)(а ве -ае). 

5. Разложить на множители 47" — 25° | "6" — 679. 

Замфчая, что показатели складываются при умножен!и степеней одной и той 
же буквы, зам няемъ 1-Й и 4-й члены произведеніями а.а и 0°, послЪ чего 
данное выражеше приметъ видъ аа” — а" -|- а°0° — БУ, или а(а" — 6%) -|- 
(а — 0%), и наконецъ (а — 5")(а° -|- 6%). | 

6. Разложить на множители 23 -|- 42? -|- 2 — 6. Предетавивъ второй членъ 
въ вид 32*-[-4*, а третій — въ вид® 3х — 2х, получаемъ выражеше 2° -|- 32* 
2 - 32 — 25 — 6 =2(#-- 3) 4-02 4 3) —2(«-- 3) = («За -Ех — 
— 2) — (#3) —2—2)=(=--3) (900469) — (0-9) = (24-3) 
{2--3)(#—1)} ={@-+-3)&-+2)(=—1). 


Умноженіе и дёлене многочленовъ съ буквенными коэффи- 
ь щіентами. 


58. Если въ данныхъ для умноженія многочленахъ вотр®чаются члены, 
содержание одинаковыя степени главной буквы, то такіе члены разематриваютъ 
какъ подобные по отношенію къ главной буквћ и соедипяютъ въ одинъ, выно- 
ся за скобку общую степень главной буквы, а многочленный множитель, такимъ 


ЗВ 


образомъ полученный, считаютъ коэффищентомъ этой степени. Пусть, напр., 
требуется умножить 
алх? | 623 — а?а" -- аза — За — 22° -|- 53% — а* -- 35 на 
927 —- ах — Б: — 02% 4 аз — 463. 
СдБлавъ вынесевів за скобки, представимъ первый многочленъ въ вид 
(а-- 6) — (а -- За - 5)? -|- (а -- 63) — и -- 36, 
а второй въ вид 
(а — 0)а* + (а? — М а- аз — 3. 
Разсматриваемъ первый многочленъ какъ четырехчленъ, а второй какъ трех-` 
членъ; 0-0, -|- Зар 4-5% и а? -|- 53—какъ коэфаиціенты при степеняхъ = пер- 
"ваго многочлена, — а* -|- 36: какъ свободный членъ этого многочлена; с — Б и 


а — 0% — какъ коэооищенты, и а — 25% — какъ свободный членъ втораго 
многочлена. 


Чтобы многочлены уписались въ одной строк, скобки замняютъ верти- 
кальною чертою, справа отъ которой пишутъ степень буквы =, а слёва одинъ 
подъ другимъ члены коефоиціента, каждый съ его знакомъ. Дъйствів распола- 
гають слёдующ. образ. 











а |2 —а |а аа — ол 
4-5 — 3а 4-5% 436... .. р .. . множимое 
— р? 
а] –а| х= +а? 
— 0 —0% О р ео. адк А АНЕ множитель 
аё |25 —а? |а 4-а 25 —а|а фа — е 
0 |] — да?Ь — аЬ 4-а% 4-0% | + 2а%°% 
-- 246% ар? + 300* | + За?р‹ + За?! С 
+ 6] —30] 3 —6"| Е 
4а? — а аз а Е 
—- а? — За?Ь — ар! — а я 
— аф 4 Зар? —- 26° — 25°, = 
з +ы _в | е 
а — а | Е 
4-а |  — 3а% а 
а Таи - 
— 25| + 25 = 
| баф* 
| +2 | ) 
а? |25 — а% Ча | а —а 2° ай о 1 
— 5% аб — 30% | — 20% — а) 20| ЕЕ 
—- даб | — 20353 | | 305“! -- Зозь Е Е 
— 20%] + За?Ы? — 56% — 6" в Е 
- 9а! | &, н 
— 26° | } Е 





Сперва умножаютъ већ члены множимаго на а2*, потомъ на — 52?, затфиъ 
на -- ах ит. д., располагая и произведене вертикальными колоннами по сте- 
6 
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пенямъ буквы 2; соединивъ, наконецъ, подобные члены въ каждой колонн, по- 
лучають окончательное произведене. 

59. Пусть требуется раздфлить многочленъ съ многочленными коэфФиціен- 
тами на другой такого же рода. ДЬйстве располагаютъ какъ обыкновенно, съ 
тою разницею, что вмфето скобокъ употребляютъ вертикальныя черты. Д%ленія 
коэФФиціентовъ совершаютъ отдЪльно, называя эти дъйствія чаєтными д%ленія- 
ми. Все это указано въ нижесл®дующемъ примър%. 




















а 12 а | а 40| 2 - 4а? а|=а 2а 
—а%| 2 10| —98| Ф) 4+3 
4-а? 4-а? 5 
— * + 80? | 
— 2а5* 
| — 30% | 
| ВВ: а | 2° [ах -|- да 
— 0% + — 36 
р? 
ах | 3 -- 203 | а? + 
— 0% + За? 
| а? — 2ађ?® 
— м — 363 
|2 |4] 4 
4-а? | - 105 — 95 
+ы 
ай | а да = 
+ а | + ба? 
“| + 5а5°* 
—|- 353 
За? \х --4а* 
— 54% — 96° 
4 баб? 
— 30% 
даа -- 4а? 
— Баъ) — 9% 
+ 505% | 
о 
0. 
Частныя дёленія, служащія для опредъланія коэфФиціентовъ частнаго: 
1-ое частное д®леніје. 2-ов частное дёлевіе. 
а^ — а% -|- аһ? — Ьа — аб 4-0% ах + а?ь° +В" |а — а -|- 0% 
а — 35 [аа | ай — 0% 9 — а -| а?Ь* а^ 4-а -|- 5 
— аа — а? аъ 
— а? -- аъ? — в аъ — а? - ађ? 
0 аЗЬ? — а? -|- 1% 


аЗ — об В 
р 
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3-ье частное дёленів. 
203 — Ба?Ь -|- 5а? — 3° а? — аЬ --Ъ* 
243 — дай -|- дађ? да — ЗЬ 
— За?Ь -- Заб? — 35% 
— За? | Зор? — 353 
0 








60. Задачи. 


Разложить на множители выраженія: 


1. 


о 0 чо ол р о 1 


= - 
- о 


Га 
О 


мю вю мю н ы мы ы ны ы м 
5 юю о о ою чә ә м 


1804308230? | 2742543 — 1903552. 


. 19032058 — 15а64у3 — 480382305 | 60айітув. 

. 24435 (а? — 92)53 — 159253(а -- 6) у — 18030 -|- Блуа. 

‚ (2 0)(а 4 ар - 5) — (034-3). 

. 084-95 — (0 — 08): 4 (2-4-9) 23. 

. 0043 4|- 93) — 29002 — у?). 

г (02 — М — а В ур аа — 008 — па. 

г аба? — дя — у) — ея ы — азда аа — уз (я-а). 
а ии уб) 4. (ай — 00) а — идя. 

. (ас с) - (а |- ас)?. 

. (28 аа? 4-00) 4 (ах -|- 0)(22 4-а -|- в). 


2.03 — 25, 


. (82 -|- 29 — 42) — (20 — Бу — 72). 

‚ (2-4-6 — с-|- а — (а— в е-- д). 
(1400 4-а 4 0) — (1 — а 4-а — 6). 

. (@- аф)? — (02 4- ађ)?. 

. 02 — с2-|- (2а -|- 5). 

. (а 4- 9) — (02 — 2452. 

. [0222 — 0% -1- 908 — у?) — 40%(а29 — су?)?. 
Дау — (ру — 23/3). 

. 4(аа 4 50) — (аЗ — 02 — (34 88, 

‚ ва -- 58, 

23. 


Разложить на два множителя, цёлыхъ и раціональныхъ относительно а и 6, 


выражел1е 4% -- 08, и на пять множителелей 016 — 216, 


24, 


Разложить а — 532 на девять множителей, цфлыхъ и раціональныхъ отно- 


сительно а и В. 


25. 
26. 
27. 
28. 
29. 


30. 


Разложить 2-1 и 29 — 1. 
(а? | 2 -|- с? — 02 — 205) — 4с%(а — Б)?. 
авс -- Ъа-- ой | Бе. 
а03 -|- 002 — ай? — е2. 
аа 5342 — азда — Без, 
а? | Бо — 02 — ас, 
6* 


ыы 


31. а(а-— Б) — ас(а-|- с) 4 52а-|- с — Б). 
32. ав(а-- с) — 00(Ь -- су-|- а(а — Б). 
33. Ва?-|- с?) — ас(а -|- с) — ЬЬ 4- с) -- 50 -- 5). 
34. рса(ь — с)(с — 4)(0 — 5) + а00(0 —)(0— 8)(9-— а) —арс(а —– 5)(6— с)(с — а). 
35. а{ (6 — @)(02 — @2) — (с — а) — а?) } —01(0 — 0) — а) — 
(е — #)(а? — а?) } - с{ (а — а) — 08) — 6 —а)(а— 8) ). 
36. (2-5) {0а с)(а? 4-48) — (а ваз в} 
— (а-о) { (а? 4 ев — (а Фаз 4-Ъ9)) 
(а Ф { (а? 4 09)(аз 4 9) — деи). 
зт. ар а — аз) — (Я) — 02) 
3а? ев) — (2 + аа? — 49) 
++ о? аз) — аз) — (ие 9) 
38.  а[ас(а?- 52) — а(а° -- с?) ] — [6е(а?-|- 9) — а? -|- с®)] 
+4 с(02 4 с?) — ас(2 -| с?) ]. 
39. 14-а -- ж(а-- 5) — (24-5) —=а- 45). 


фә 


40. 22-32 4-2. 41. 22 — 55 -- 6. 

49. 24-1024 21. 43. 22—824 15. 

44. 422 -|- 82 4-3. 45. 422-4112 — 3. 

46. 622 -|- 52 — 4. 47. а — 7а-|- 6. 

48. 2 --х(у— =) — уе. 49. 21| 3222 — 4у*. 
50. 12а -|- а?а? — а. 51. 92202 — 3293 — 6. 


59. 26 — 52303 -|- 722): — 36. 53. а3(6 — с) -Е 0%с— а) - си —5). 
54. Доказать, что полномъ 
: ата Назар а а 4-1 
можно представить въ вид произведенія 
(ат 10а 1). 
55, а" ®+16т+2 4 Б"ет+1дт+? + стат — отт рт сот дт 
— "+24" +157 представить въ вид: а"б"с"(а — 5) (6 — с)(с —а). 
56. Показать, что полиномъ 
Я — 06 — 054 0 — 224-02 4|- 8 — 1 
можно представить въ вид 
(21 — 1)(03— 202 — 2-1) или (--1 (2-1 — 1). 
‚ 57. (02-4) 52)(00 -- са) — аа? 4-2 — с — 4?) представить въ вид (00 -|- 0с) 
(ас Е Ъа). 
58. а3са -|- Ъ3аса -- сзафа -- азабе -|- а?с?а? -—|- а20242 -|- а? -|- 5234? предста- 
вить въ видЪ (аб У са)(аа -|- 6е)(ав -|- 00). 
59. (44-5 -- с) — (08 -|- 53 -- с) представить въ вид% 3(6-|- с) (ен а)(а-Н5). 
60. Полиномъ 22 -|- 24? — 00 -|- сд? — ах — сх -|- аст — абс представить въ ви- 
_ Д® произведенія трехъ множителей. 
61. (а Е 50 | сг)?-|- (ау — Ьа)? -|- (Бе — су)? -|- (се — ағ) представить въ вид 


(а-а ае 2-а), 
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62. Разложить на два множителя выраженіе 
0999 — ау" | ту — у. 

63. Выраженіе: (0 -|- 5 - с) — (2 -|- 0) — (0 -- с)— с а)* 4-0 4-0: 4-с" 
представить въ вид 12а0с(0-- 5 У- с). 

Перемножить полиномы: 

64. (0 -|- 5)а3 + (а | а -| 5)? (а аЬ -- а? -- 63) | а! -- аз 4-а? 
а55-|- 04 на (а — 0) 4|- (а? 4 и -|- аз — 53. 

65. аж 4- (а 4-а -|- 5?) хз (03 -- аЬ -- а? -- 03)? -- (а* -- аз 74 а? -|- 
4-43 4-08) | а5 -|- аЬ -|- а303 -|- а23 -|- аб 4-5 на 
(а — 0) | (42 — а 4- х-- аз —а%-- а — 63, и провфрить дЪйствів, положивъ 
9: =, 021. 

66. 23-|- (а —6)22-[ (@*-- Зар -{ 52) 5 -- аЗ — 4025 — 2458 — 03 на 
(а + В? -|- (а — и Рав. 

67. (&« -- В)? — (а? -|- 2 8-53 на (а — Б)а? — (а? — 02)2 -|- — 3. 

68. 23 — 52(а — 0) -|- 2(а2 — 5?) — Заз на 23 -|- 222 — а) — (а? 4-0%) — 253. 

69. ааа — 20а 0) — ия — И) (09 — аз В) па 
29—24 4-20 — 5) а — пе) — (уе — 09). 

Раздлить: 

70. 2+ — {а(а-|-2)4-204-2))а%+- {2(0-- 5)(а2 4-22) 4- (2-1-5) аъ} а? 
— {аа - в) ааа 4-08 4-а 5) а аба аЗ 0) ва а —(а--5) 
24-а. 

71. (аЗ — За? | За — 1)х% + (344 — 5а? -|- 2а? — За 4- 3)2 - (а — 4а3 — 2а* -- 
+ 3а-{ 4)а8 — (346 — аз — 1008 -- За — о -- 5)а% -- (а? 4- а 4- 202 — ба? — 202-|- 20 
+ 1)5 — 3а*-- 2а* 4 30% — 20 на 
(а — 20 -|- 1)23-- (243 — 4) — (а | а — 1) -|- За? — 2а.` 

72. (03 — 1) — (0 4-02 — 2)а -|- (40% -4- За-|- 2) —3а—3 на 
(а — 1)а2 — (а — 1)2-|- 3. 

73. (8 — 58)а3 — (203 — 2)? -| (430° -|- а? — 95) — аб — а -- а -- 58 на 
(а? |- ар -| 63) 4- (а? — 03): 4-а 4-а? -{ а20% -- а 4-0%. 

74. 90(0 -|- 0)5 — 46(0-4- 5)*: -- 84(0 | 5)8а2 — 78(0 -- В) | 64(а-|- 0) — 
3218 на 5(0 -|- 5) — 4(0 -|- 0) -|- 5(а-- 5) — 423. 


ГЛАЗА. МІТ. 


О дёлимости на биномы вида 2 + а. — Основанія способа неопредфленныхь коэффи- 
ціентовъ. — Различныя приложевія предыдущихъ теоремъ. — Задачи. 
Бг:ч 
61, ТкорЕМА І. — Если раціональный уълый относительно бук- 
вы х полином», расположенный то убывающимь степенямз этой бук- 
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вы, раздълимь на биномз х—а, то вз остаткъ получим» результат» 
подстановки въ этотз полиномз буквы а вмъсто х.— 


Приводимъ доказательство 9’ Аламбера.— 


Воякій полиномъ, цфлый и раціональный относительно =, можно предета- 
ВИТЬ ВЪ ВИД 


А2" А 127-14 А. 320" -- МА Ая 4 А-А, 


разумъя подъ 2 какое нибудь цЪлое положительное число, а подъ А, Ар, 
....Ав А, — в%воторые коэоиціенты, т. е. выраженія — не содержащія 
буквы х. Если такой многочленъ раздфлить на 2 — о, то окончательный оста- 
токъ долженъ быть выраженіемъ, не содержащимъ буквы 2; въ вамомъ дъл%, 
если допустить, что остатокъ содержитъ букву 2 хотя только въ первой степени, 
то можно бы было продолжать дфлене, потому что дфлитель содержить также 
букву х въ первой степени. Означивъ этотъ, не содержащій буквы х, оконча- 
тельный остатокъ черезъ В, постараемся опредфлить В. Назвавъ для этого ча- 
стное, которое, какъ и дЪлимое, должно быть многочленомъ, расположеннымъ 
по нисходящимъ степенямъ буквы х, черезъ 0, и замътивъ, что дёлимое == 
произведению дфлителя на частное, сложенному съ остаткомъ, получимъ 


Ах” -- Ала. ....Р АА = (2 — а). В. 


Замфчая, что 06% части этого равенства представляютъ лишь различныя Фор- 
мы одного и того же выраженія, убЪждаемея этимъ, что равенство наше есть 
шичто иное какъ эождестяво, т. е. равенство, справедливое при всякой вели- 
чин входящихъ въ него буквъ. СлБдовательно, оно будетъ справедливо и тог- 


да, когда, въ частности, положимъ х—а. Но при такой подетановк® первая 
часть приметъ видъ 


Е о 


и слфд. не будетъ содержать буквы =, такъ какъ и коэрфиціенты Аш... 
А,, А, не содержатъ 2. Что касается второй части, то въ выражени () буква 
2 также исчезнетъ; разность х— а, при подетановкъ а вмФето х, обратится 
въ а — 2 или въ ноль, а олд. и произведеніе ((х — а), котораго одинъ мно- 
житель равенъ 0, также обратится въ 0. Во второй части останется, поэтому, 
только выражене В, которое не измфнится оть указанной подстановки, такъ 
какъ совсмъ не содержить буквы х. Итакъ, длая х=а, мы вмћсто прежня- 
го равенства получимъ сл дующее 


Ара" Алат... Аа А Е, 


которое и доказывает, что остатокъ имћетъ Форму даннаго многочлена, въ ко- 
торомъ буква х замфнена буквою а, 


62. Если бы д%литедь быль х-Р а, то этоть случай легко привести къ 
раземотрънному, замфтивъ, что х--а можно представить въ видъ разности 
х — (— а). Отсюда прямо вытекаетъ 


ТЕОРЕМА П, служащая дополненіемъ первой: Если цълый раціо- 
нальный относительно буквы х полином раздњлимь на бином х -|- а, 


атш 


то въ остоткњ получим результат подстановки вг этот полином 
буквы (— а) вмюсто х. Е 


Прихъры. 1. Найти остатокъ отъ раздёленя многочлена 


325 — 442 — 22° -- 7 
на 2 -- 2. 


Подставляя въ данный полиномъ 2 выфето 2, находимъ окончательный 06- 
татокъ 


К 3.25 — 4.4: —2.2-7=96 — 64 —8--7= 31. 
П. Найти остатокъ отъ раздфленя тринома 


2° — 82| 15 
на х -|- 5. 
Подставляя въ данный триномъ (— 5) вмфето 2, получимъ (— 5) — (8.— 
— 5) 4 15 = 25 4-40 4- 15 = 80. Окончательный остатокъ == 80. 


63. Изъ доказапныхъ теоремъ вытекаютъ такія слЪдетвія. 


Олъдстві 1. — Если многочленъ обращается въ ноль поелћ замъны 
въ немъ буквы х буквою а, то онъ дфлится на х— а; если многочленъ обра- 
щаетея въ ноль поса замфны буквы х буквою (— о), то онъ длится на 
я-а. 

Въ самомъ дфл6, многочленъ, полученный поел замфны буквы = буквою 
а или (— а), есть ничто иное какъ окончательный остатокъ отъ раздвленія дан- 
наго многочлева въ первомъ случаћ на х — а, во второмъ—на х-|- а. Но если 
окончат. остатокъ равенъ нулю, то это значитъ, что многочленъ дълитоя безъ 
остатка — въ первомъ случа ва 2 — о, во второмъ на х--а. 


ОлъдствіЕ П, обратное предыдущему. Если многочленъ дфлится на 2 — а 
или на х--а, то результатъ подставки въ него — въ первомъ случа буквы 
а, а во второмъ (— а) выфето х, долженъ быть равенъ нулю. 

Въ самомъ дл, такъ какъ, по условію, многочленъ дБлитея на 2 — а или 
х-Ра, то остатокъ въ обойхъ случаяхъ долженъ быть равенъ нулю; но этотъ 


остатокъ есть результатъ подстановки вм®стб х буквы а или (—- а); стало быть 
этоть результатъ долженъ быть равенъ нулю. 


ПримъРЫ. [. Трехчленъ 2“ — 22 -|-1 обращается въ 0, если выфето 2 
подставить 1; сяЪд. онъ дЪлатея на 2 — 1. 


П. Многочлевъ 402° — Та? — бах -- За* обращается въ 0 при х — а, 
а потому онъ длится на х — а. 


Ш. Триномъ 2° -|- 52 -|- 6 обращается въ 0 при х==—3, олд. онъ дЁ- 
литея на 2-4-3. 


64. Законъ составленія частнаго отъ раздфленя цЕлаго относительно буквы 
д полинома на биномъ х— а. 


Легко вывести законъ, по которому составляется частное дЪлевія многочяе- 
на Аа” А 12% Аа"... ААА на 2—0. 


— 88 — 


Въ самомъ дел, совершая на самомъ Дл дфлен!е, найдемъ: 
Ат А о”. А Ь--А НА, = — а 

















— Аһ" -- Ааа" А а А аа” А та "а 
+ Аа ‘дп + Еи -- УИ +- А -- Аи, @ 
+ А. | я Аша 
а= А0 ат Аа? д"? 4 .... Б Ри Ра --... 
ЗЕ Аы-. ЕА А 
ай ае Ада". ... 
+ А9 
+ Аа-а 


Ра" Ааа А, ож... 
— Ра‘ == Ради! 
4- ра | 2 -Р А, а --.... 
ЧА | 
Найдя первые три члена частнаго, замфчаемъ, что частное есть полиномъ 
степени * — 1, причемъ: 


Коэофищенть перваго члена частнаго равепъ коэфойщенту 1-го члена 
дЪлимаго; 





Коэфоиціентъ 2-го члена частнаго равенъ произведенію предшествующаго 
коэрФиціента на а, сложенному со вторымъ коэоФищентомъ дфлимаго; 

Боэфоиціентъ третьяго члена частнаго равепъ произведенію предшествую. 
щаго коэофищента на а, сложенному съ третьимъ коэфоищентомъ дълимаго. 

Докажемъ, что этотъ законъ общий. Пусть, слъдуя обыкновенному правилу 
дЪленія, мы нашли въ частномъ членъ Ра’. Онъ получилея отъ раздъленія 
перваго члена соотвътствующаго остатка на 2; сл. первый членъ остатка есть 
Ра», а потому весь остатокъ будетъ Рл" -|- А, 12"! 4- А, 8 -.... Умножая 
членъ частнаго Рх®! на дфлителя и вычитая это произведеніе изъ сказаннаго 
остатка, въ новомъ остатк получимъ 


(Ра - Аа) Ак заз 88... 


Раздливъ первый членъ этого остатка на 2, находимъ слёдующій членъ 
частнаго 


(Ра +|- А, 1).2%°, 

Коэофищенть его равенъ произведеню предшествующаго коэооиціента на 
а, сложенному съ коэоФищентомъ того же порядка дфлимаго. Общность закона 
козоФищентовь такинъ образомъ доказана. 

Если окажется, что дьламый полиномъ неполный, т.е. въ немъ недостаеть 
членовъ съ какими либо промежуточными степенями главной буквы, то для при- 
ложенія предыдущаго правила слъдуетъ возстановить недостающие члены, внося 
ихЪ бъ поэФФиціентомъ 0, 

65. Если дфлитель будетъ х--а, то разематривая его какъ 2 — (—а), 
заключаемъ, что для нахождевія частнаго нужно только въ частное & 64 вм%- 
сто а подетавить (—а); сдфлавъ это, найдемъ 


— 89 — 


з 


Ав" — Аа а 


1—1 


292 | Ава 


Е А.“ 








А3, 
66. Примъры. І. Найти частное и остатокъ отъ раздћленія 
54‘ — 235% 3х — 58 на 2 -— 2. 
Дополняя данный полиномъ членомъ съ 2%, имћемъ 
5а* | 0.23 — 232° | 35 — 58. 


Коэфф. 1-го чл. частнаго = 5 а 1-й чл. частнаго == 52 
‹ 2-70 ‹ ‹ = 5.2 0 т. е. 10 ‹ 28 с е Ф-10а* 
‹ 3-0 ‹ -- 10.2 — 23 т. е. — 3 ‹3-й ‹ « =— 32 
‹ 4-10 ‹ =(-3).2- 3, — 3 ‹4й ‹ « =—Ф 3 


Искомое частное, поэтому, == 528 - 105% — 32 — 3. 


Остатокъ В=5.2 — 23.2%} 3.2 —58 =80 — 924-6 — 58 = — 64. 


бай — 2322 -|- За — 58 
2 — 2 


Итакъ: 





= 5а 4 102° — За 367 


#—2 
П. Такимъ же образомъ найдемъ 


23-41 3 
8 а 


Ш. Найти частное и остатокъ отъ раздъленія 
23 — 32-25 —1 на 2х — 3. 


Для приложеня нашего правила нужно дфлимое расположить по степенямъ 
х, разсматривая 22 какъ главную букву. Множа и дфля первый членъ на 8, 





1 
изображаемъ его въ вид» 3 (22); множа и дЬля второй членъ на 4, пишемъ 


его въ видъ 20а), Дълимое так. обр. будетъ 


зай — 2(2)*-4- (2а) — 1. 


Затмъ, прилагая правило; найдемъ · 
11 
28 — За -|- 25—12 3 1 8 


22—38 274° в 3 





‚  Примючане Т. —— Пріемомъ, указаннымъ въ $ 61, докажемъ, что остатокъ 
отъ разд%ленія цфлаго радіональнаго по букв х полинома на биномъ вида 


рх +4|- д есть результатъ подстановки въ данный полиномъ количества (- =) 
выЪето х. Слфдуеть лишь замётить, что вынеся р за скобки, получимъ рх -|- 9 
ри Я ) 
—=90(х---). 
р(=-- 5 
Примьчаще ІТ. —Отеюда непосредственно вытекаетъ: 1) если лолиномъ 


обращается въ ноль по зам%н® въ немъ буквы х количествомъ — т то ОНЪ 


‚ — 90 — 
дЪлитоя на рх - 9; и 2) если полиномъ длится на рх -- 9, то ревультатъ под- 


становки въ него количества (-- 2) вмъсто х равенъ нулю. 


67. ТЕОРЕМА Ш. — Для тою чтобы цъаый относительно х по- 
линомг дълилея на х —а или на х-- а, необходимо чтобы нисшій 
(свободный) членг ево дљлился на а. — 

Въ самомъ дл, если полиномъ Р дёлитея, напр., на 2 — а, то 

Р =(2 — а).0, 
гд 0 — цёлый относительно 2 полиномъ; изъ этого равенства слФдуетъ, что 
нисшій членъ полинома Р, какъ пропзведенія, равенъ произведению а на нис- 
шій членъ частнаго (0), а сл$д. долженъ дфлитьея на а. 

68. Теорема ІҮ, — Есль полином Р, цњлый относительно. х, 
· длится на каждый изъ биномовъ х—а, Х — 0, х — е, 9 а, Бис 
неравны, вњ отдъльности, то онъ дљлитса и на ихе праизведеніе. 


По условію полиномъ Р длится на 2 — а; пусть частное будетъ 0, гдЪ 

(0) есть также цфлый относительно х полиномъ; въ такомъ случаћ 
Р=(5—а).0...... (1) 

Но полиномъ Р, по условю, длитея и на х— 6; сл. при х==6 онъ об- 
ращаетея въ ноль. И такъ, если въ предыдущее равенство вмЪсто х подетавимъ 
, то первая часть его обратится въ ноль; ели. и вторая, при подетановкћ 
въ нее $ вместо 2, должна обратиться въ ноль, т. е. должно быть 

(6 —а).0,=0, 
гд 0, означаеть выраженіе 0, въ которомъ  замфненъ буквою 6. Мы имђемъ 
произведеніе двухъ множителей: 6 — а и (,, равное 0; для этого необходимо, 
чтобы по крайней мфрф одинъ изъ нихъ быль нулемъ. Но множитель б — а 
не есть 0, ибо по условію 5 неравно а; слд. 9, должно быть нулемъ. Итакъ, 
0, обращается въ ноль при 2—6, ел. оно дфлитея нах —6. Означивъ частное 
этого дъленія черезъ (’, тдъ 0’ есть цфлый относит. х полиномъ, имћемъ 
0—(2—5).0'..... (2). 
Ветавляя выфето ( его величину въ равенство (1), получаемъ 
Р=(х—а)(2—5)9....:. (3). 

По условію Р дфлитея на 2 — с, сл. поливомъ Р, при х==е, обращается 
въ ноль; поэтому и вторая часть равенства (3), при 2::— с, должна обращаться 
въ ноль, т. е. должно быть: 

(с— а)(с — 0) = 0. 
тд 0” есть значевіе полинома (’ при = с. Но разности с о и е — 6 не- 
равны нулю, ибо, по условію, а, 6 и с различны, слъд. чтобы произведеніе 
было нулемъ, нужно чтобы было 0”, == 0. Это значитъ, что 9’ дЖлится на 2 — с; 
обозначивъ частное этого дъленія черезъ (”, имфежъ 
= (2 — с). 0" 
Внося величину 0 въ равенство (3), получаемъ 
Р = (2 — а)(2 — 5)(2 — с).0”. 
Теорема такимъ образом доказана. 


04 = 


Примъръ. Доказать, что полиномъ 
2 |у" | са — ту — ут" — 270 
длится на произведеше (2 — у)(х — 2)(у — 2). 

Подставляя въ данный полиномъ у вмъсто х, находимъ, что онъ обращает- 
ся въ 0; слёд. онъ длится на 2 — у. Такимъ же образомь убждаемоя, что 
какъ при 2—2, такъ и при у: 2, полиномъ обращаетея въ 0; сл. длится 
какъ на 2 — 2, такъ и на у — г. ДЪлясь на каждый изъ биномовъ х— у, 


х — 2, у — 2 въ ОТДЕЛЬНОСТИ, онъ, въ силу теоремы 1Ү, дБлитея и на ихъ 
произведение. 


69. Предыдущія теоремы слүжатъ для нахожденія цфлыхъ длителей вида 
х — а нфкотораго даннаго цфлаго относительно = полинома. При помощи теоре- 
мы Ш можно опредфлить, какіе цфлые биномы этого впда мочить быть дъли- 
телями, а при помощи теоремы 11, елъдетвіе 1, опредфляемъ тв изъ нихъ, ко- 
торые въ самомъ дл служатъ дёлителями даннаго полинома. 

Очевидно, что число дВлителей полинома не можетъ превышать его етепе- 
ни; иначе, въ силу теоремы ПУ, онъ долженъ бы былъ дълитея на полиномъ, 
котораго степень выше его собственной, а это невозможно. 

Приводимъ прим%ры. 

І. Найти веъхъ цёлыхъ двұчленвыхъ дфлителей полинома 

2% — 174° -- 982% — 232х -- 192. 
вели таковые имЗются. 

Находимъ дфлителей числа 192; это будутъ числа 2,3,4,6,8, и т. д. По 
теорем третьей, искомые дфлители, если только они существуютъ, будутъ вида 
о чо А ава а оо 

Подставляя въ данный полиномъ вм. х число 2, легко убъдимея, что по- 
линомъ обращается въ ноль; стало быть онъ дълитея на 2 — 2. 


Подставляя вм. х число— 2, убфдимся, что полиномъ не обращается въ 
ноль; слёд. х--2 не есть его дЪълитель. 


Подставляя виЪфето 2: число 3, убёдимся, что полиномъ обращается въ ноль; 
ел. дБлитея на = — 3. 


Подставивъ вм%сто 2 число — 3, замётимъ, что полиномъ не обращается 
въ ноль, сл. не дълитоя на 2 -|- 3. 


Продолжая такимъ же образомъ, найдемъ, что данный полиномъ имфетъ 
дЪлителями 2—4 и = — 8. 


Мы уже нашли четыре дфлителя: 2 — 2,2— 3,2—4,2 — 8; другихъ цф- 
лыхъ дълителей не можеть быть, такъ какъ данный подиномъ — четвертой степени. 

П. Найти цлыхъ двучленныхъ дёлителей полинома 

д — (ао ож + (а 4- ас Бе)а, —– ае, 

воли таковые существуютъ. | 

Въ силу теоремы Ш, искомыми дфлителями могутъ быть только 

х—а, 2—0, 2—6 2-а, 240, ас. 
Но при 2 = а полиномъ обращается въ 


а — (24-5 + са? -|- (9 4 ас -|- Бе)а — абс, 
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что, какъ легко видфть, приводится къ нулю. блъд. х— а есть искомый дћ- 
литель. 


Такимъ же образомъ убфдимея, что 2—5 п х—с также суть дёлители. 
даннаго полинома. | 

Нашъ полиномъ — третьей степени; мы нашли трехъ дЪлителей; другихъ 
не можетъ быть; ел, задача ршена. 

70. Такимъ же образомъ, какъ мы доказали теорему ІҮ, докажемъ, что если 
полиномъ длится въ отдёльности на каждый изъ биномовъ рг 4-9, р2 4-9, 

ГА п 

р" -|- 4, при условін, что значенія 2 : — р г. — Е при которыхъ эти дф- 
лители обращаются въ ноль, всф различны, то онъ дфлится и на ихъ про- 
изведеніе. 

71. Олъдствія теоремы [\. 

І. Если полиномъ Р, цфлый относитально =, з-й степени: 


А” А2140... НА 2 А, 
обращается въ ноль при 2 различныхъ зпаченіяхъ буқвъ 2 : а, 0, 6, .... 
№, $, к, то онъ можетъ быть предетавленъ въ водъ 
А (2—6 (0—0 (1—6)...... (2—0(2 — Р). 
Въ самомъ дл, пусть полиномъ четвертой степени 
Р = А, -- А, 23 -- А," РА -РА, 
обращается въ ноль при четырехъ различныхъ значеніяхъ 2: а, Б, с, и 4. 
Въ такомъ случа, по теорем Г\, онъ дълитея на произведенів 
(ау – 00 (8 – 0), 
которое само четвертой степени; стало быть частное не содержитъ х и есть чис- 
ленное, а сл. оно сводятся къ частному отъ раздленія А,2‘ на высшій членъ 
0% дфлителя; это частное равно, слъдов., А,. Приравнявъ дълимое произведенію 
дЪлптеля на частное имфемъ 
РА, (= — а)(2 -— 0)(2 — 0)(2 —– д). 
П. Опредњленіе. Если ифлый относительно х полиномъ обращается въ ноль 
при веякомъ значенін 2, то говорятъ что онъ тождественно равень нулю. 
Докажемъ, что вели цфлый относительно х полином, и-ой степени обраща- 
етен въ нуль при нћекодькихъ значевілхъ х, чиело которыхъ превышаетъ т, 


то онъ тождественно равенъ нулю (т. е. равенъ нулю при веякомъ 2). 
Пусть, напр., полиномъ 


Р = А,2* 4 А2 У Ау Ая -[- А, 
обращаетея въ воль при пяти раздичныхъ значеніяхъ 2: а, 0, с, 4, е. Мы 
доказали, что если полиномъ Р обращается въ ноль при четырехъ значеніяхъ 
д: а, 0, с, и а, то онъ беретъ видъ 


РА, (2 а)(6 —– 0)(6— 0)(2— 4) ..... (1) 
Но, по условію, Р обращаетея въ ноль также п при 2 == е; лёд. 
А (е а)(е — 5)(е — 0(6 — 0) == 0; 
но какъ множитеди е— а, е— 0, ... отличны отъ нуля, то чтобы произведе- 
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нів равнялось нулю, необходимо, чтобы А, равнялось нулю. Но если А, =0, 
то изъ (1) видно, что каково бы ни было =, веегда будетъ Р 0. 

Итакъ, Р равно 0 при всякомъ 2, т. е. тождественно равняется нолю. 

72. ТЕОРЕМА Ү. Чтобы цљлый относительно х полином тож- 
дественно (т. е. при всякомз значенін х) равнялся нулю, необходимо 
ш достаточно, чтобы веъ коэффиціенты ею равнялись нулю. 

Пусть дано, что полиномъ 


Р = Аж |- Ва? 4 02° -4- рх -- Е 

равенъ нулю при веякомъ 2; стало быть, въ частности, онъ будеть равенъ 
нулю и при 2==0. Но при 2—0 ве члены, содержание х, обращаются въ 0, 

сл. равенство 
: Ах -- Ва? + ба? 02 -|-Е=0.... (П 
обращается въ 

Е—0.... (Ш. 

Откинувъ въ равенствћъ (ГЕ, какъ количество, равное 0, а въ остальныхъ чле- 

нахъ вынеся за скобки х, получимъ равенство 


Р — 2(А2° - В" 02 4-р) = 0. 

Для того, чтобы Р равнялось 0 при веякомъ х, необходимо, чтобы, мно- 
житель Ах? -|- Вх? -- 02 -|- 0 равнялся нулю при всякомъ 2, кром, можетъ 
быть, 2-са равнаго нулю, ибо при 2:0, для того чтобы Р равнялось 0 — 
нфтъ необходимости, чтобы второй множитель равнялся нулю, потому-что пер- 
вый (х) уже — 0). Но такъ какъ Ах? -|- Ва -|- Ох -|-) равенъ 0 для числа зна- 
ченій =, превышающаго степень этого полинома, заключаемъ, на основаніи $ 
71, П, что полиномъ этотъ равенъ нулю и при всякомъ 2, ел. и при 2—0. 
Но положивъ въ немъ х = 0, обратимъ его въ 0, а равенство Ах? -- Ва? -- 
4 02 -4- 0 = 0 въ 

9—0. 550 


Отхинувъ въ поливом% Р члены Ох и Е, какъ равные 0, а въ остальныхъ 
вынеся за скобки 2“, получимъ произведеніе 


Р = (А? -- Вх -- 0), 
которое должно быть равно 0 при воякомъ 2. Отсюда, подобно предыдущему, 
докажемъ, что 
6—0.... (10) 

и т. д. Такимъ образомъ већ коэофищенты полинома Р должны быть равны 0. 
Доказали, что это условіе необходимо. Но оно и достаточно, потому-что если 
веБ коэфиціевты равны, 0, то и полиномъ Р равенъ нулю. | 

73. ТеорЕкмл ҮІ. Если два цљлые относительно х полинома 
остаются равными при всяком значеніи х, то они тождественны. 

Пусть поляномы 


А2 4 Вай без ра? -|- Её -|-Е 
и аз? -|- 68 Г ах 4-е 
имфють одинаковую чиелепную величину при всякомтъ 2; тогда ихъ разность 
будетъ тождественно равна нулю, Но эта разность есть 


— 94 — 
Аа 4 В2* -- (0 — а) 4- (0 — Б) - (Е — 4) + (Е — е); 


слд., по теорем Ү, имћемъ; 
Ка 0 5 ВЕ 06а р Ва Ее 


Изъ того, что А = 0 и В = 0, заключаемъ, что члены Ах и Вх исчезаютъ, 
такъ-что число членевъ въ обопхъ полиномахъ одинаково; а какъ С = а, Ю = 6, 
Е—4и Е—е, то коэрФиціенты при одинаковыхъ степеняхъ х равны. (ба 
полинома ничфмъ не отличатотея одинъ отъ другаго, или что тоже, тождественны. 


ПримъчАНІЕ. Теоремы Ү и ҮІ сяужатъ основашемъ сюособа неопредњ- 
леннылъ коэффиціентовъ, инфющаго многочисленнйшія и разнообразвъйшія 
приложевія въ алгебр. Изобрътеніе этого способа приписываютъ знаменитому. 
французскому математику и философу Декарту (Сагіеѕіцѕ). 


Различныя приложенія предыдущихъ теорем». 


74. Приложеще Т. —Выведемъ условія дЪлимости суммы или разности оди- 
наковыхъ степеней двухъ количествъ на сумму или разность основан. 


1. Пусть требуется раздлить х" — а" на 2 — а. Подетавивъ въ дълимов 
букву а вместо х, найдемъ окончательный остатокъ; онъ будетъ = а" — а" или 
0, откуда заключаемъ, что дЪленіе совершается безъ остатка. 


Для нахожденія частнаго представляемъ дфлимое въ вид полнаго много- 
члена 9-ой степени; 


д" 0.2% ба ....... 0.5 — а". 

По правилу $ 64, высший членъ частнаго равенъ х”-'. Второй членъ част- 
наго содержить 2”; а коэоФищенть его найдемъ, помноживъ коэоФищентъ 
перваго члена частнаго на а, что дастъ а, и придавъ сюда второй коэф. дфли- 
маго т. е. 0; итакъ, второй членъ частнаго = ах"-*. Продолжая такимъ обра. 
зомъ, найдемъ 


2" — а" 


о ия а о о в 


2, Раздфнить 2" -|- а” на 2 — а. Подставляя въ дёлимое вм%ето 2: букву 
а, найдемъ окончательный остатокъ а" -- а" = 20". Отсюда заключаемъ, что 
дфлене не совершаетен безъ остатка. Составляя частное по предыдущему, по- 
лучимъ 


В — 2" ак" а" --.... Чар 2—0 ‘`` (2). 


3. Раздлить х= — а" на х-- а. Подетавивъ въ дёлимое вмёсто х коли- 
чество (— а), найдемъ окончат. остатокъ. Онъ будетъ: х) при т четномъ ра- 
венъ ( — а)" — а" =” — а"  ). Частное же будетъ въ этомъ случаћ 





2" — а" т-1 т- 9 9..т-3 т-2 т—1 
20%! — ад" | а" —..... а — а")... (8). 


ға 


ыы 





В) при 2% нечетномъ остатокъ = (— а)" — а" = — от — ач = — 20"; частное-же 

2" — а" 2а" 

а"! — ар" -- да —...... 2а" — .... 7 
га и 2а 6 


4. Раздълить 2" -- а" на 2 -- а. Подставляя въ дълимое выЪсто 2: букву (—а), 
найдемъ оконч. остатокъ. Онъ будетъ: а) при 2 четномъ: (— а)" -- а": а= -|- 
- а" = 2а“, такъ-что 





2" а" Е 2 к > Е 2а" 
тас 1 — а2"7° -|- 0" —..... |а" Е Е $ 
В) при зи нечетномъ: (— а)" 4-а" = — а" -|- а" = 0; елёд. дёлеше соверша- 
стоя безъ остатка и частное 

т 
ан ах" | ат. а... . (6). 


Отсюда заключаемъ, что 1) =” — а” всегда длится на 2 — а; 2) 2" — а" дф- 
литоя на 2 -|- а, если т — четное; 3) 2" -|- а" никогда не дфлитоя на х— а, 
но д%литоя на х--а при т — нечетномъ. Такимъ образомъ нашли тъже вы- 


воды, каше получили раньше яепосредственнымъ дълевіємъ. Новый пріемъ 
далъ тже результаты быстр%е. | 

75. Приложеніе П. — Мы видфли, что 2" — а” всегда дЪлится на 2 — а; 
но при т четномъ дфлится еще на ха. Олдовательно, когда т — четное, 
2" —а", двяясь на биномы | аи = — а, дВаитея, по теорем ІҮ, и на ихъ 
произведеніе (х — а)(2 -|- а), т. е. на 2° — а*. И такъ: разность одинаковых 
четныхъ степеней двухъ количествъ дълитея безъ остатка на разность квадра- 
товъ тёхъ же количествъ. Частное будетъ 


6" — а" __ зм е МЕ Е. 79 
рала = Нат ат... атта 4 а"? 


76. Приложеніе Ш. — 1. При какомъ численномъ значеши № полиномъ 
23 — За 52 -- К 
дЪлитея безъ остатка на 2 — 3? 


Чтобы полиномъ длился на = — 3, нужно, чтобы результатъ подетановки 
въ него З вифето х обращался въ нуль, т. е. чтобы 


3° — 3.3% 5.3 - В =0, или 15-- В =0. 
Послфднее равенство возможно только при К — — 15. А 
2. При какомъ значени Ё полиномъ 
23 — 32° 4|- 52 4- В 
дФаитея на 2+ 3? 


Нужно, чтобы результатъ подстановки въ этотъ полиномъ числа (— 3) вмћ- 
сто = былъ равенъ нулю, т. е. чтобы 


(= 3)2— 8.(— 3) 5.(— 3) 4- = 0, или — 69 4- Ё = 0; 
а это возможно только при В = 69. 
3. При какомъ значени Ё полиномъ 
21 — 32% 4-52 В 


разд®литея на 32 — 2? 


2298 — 


На осн. $ 66, Прим%з. П, заключаемъ, что необходимо, чтобы результатъ 


2 
подстановки въ данный полиномъ числа — вм%сто х былъ нүлемъ, т. в. чтобы 


3 
2\* 2\* р. 62 
- (5) —3(5) +5. +Е=0, иа 52 -Е=0, 
62 
а это возможно только при В = — 5; 


77. Приложеніе ТҰ. — Теорема 1Ү, $ 68 можетъ быть примфнена къ раз- 
ложенію многочленовъ на множители. Методъ разложения, на ней основанный, 
называется методомь двучленныхь дълителей, и состойтъ въ слъдующемъ. Рас- 
положивъ многочленъ по степенямъ какой либо буквы, 2; наприм%ръ, стараются 


открыть двучленныхъ дфлителей х — а, 2—6, ....., = — Е; составляютъ 
изъ нихъ произведеніе (2 — а)(2— 0) . .... (= — К); длятъ на него дан: 
ный полиномъ Р, и если въ частномъ получаетея выраженіе (, то 

Р — (2 — а)(2— 0)... . (= — Р). 0. 


Разложеніе такимъ образомъ будеть совершено. 

Впрочемъ, слъдуетъ замфтить, что этотъ методъ не такъ удобенъ въ прак- 
тическомъ отношенш, какъ выше указанные методы разложенія; потому-что въ 
случаЪ большаго числа возможныхъ дфлителей, придется дћлать елишкомъ мно- 
го вычисленій, чтобы выбрать тфхъ изъ нихъ, которые дъйетвительно служатъ 
дёлителями даннаго полинома. КЌром% того, этотъ методъ и не такъ изященъ 
какъ тв, съ которыми мы уже ознакомились. Поэтому онъ употребляется лишь 
въ рёдкихъ, искл ючительныхъ случаяхъ; практическое значене его — руково- 
дить въ томъ, какихъ множителей слъдуетъ искать въ данномъ полином%. Вотъ 
прим ръ: разложить 


Р = а?а — 6) (а — с)(Ь — с) — а?%(а —5)(а— а) 6-— а) 
- а?с?а%(а — в) (а — @)(с — а) — Ба — с) (6 — а) —а). 

Легко убфдиться, что полиномъ Р обращается въ ноль при а=6, а= е, 
а—а, 6=с и т. К.; потому онъ длится на а—6, а — е, а— а, 6—с, и 
т. д. Попытаемся выдфлить этихъ множителей. Выноея изъ первыхъ двухъ чле- 
новъ а%%(0 — Б), а изъ двухъ другихъ с*4?(е — 4), получимъ: 

Р = 476 (а — Б) { с(а — с)(Ь — с) — @а—а)®— 4)} 

0000 —а)\а* (а — с)(а —– 4) — 56 — с)(—)). 

Располагая первый членъ въ первыхъ фигурных скобкахъ по убывающимъ 

степенямъ с, а второй по уб. степ. буквы 9; затъмъ, первый членъ во вто- 


рыхъ Фигурныхъ скобкахъ — по убывающимъ степенямъ буквы а, а второй — 
буквы 6, имфемъ: 


Р 95а — 5) {с — е(а-- 5) 4 25 — @-- 9\а--5) — 906} 
- вас — а) {а — а%с-- а) аса — 0-е а) — й) 
ИЛИ 
РЕ аа — 5) {о — а — (0° — @2)(а-|-0) 4- (#— 9)6} 
9 (е —а) {и — 0 — (0° — 0%)(е 4-а) -- (2—5 )еа} 
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Теперь видно, что въ первыхъ Фигурныхь скобкахь имфется множитель 
с— 8, а во вторыхъ а — 65; вынося ихъ, имфемъ: р 
Ра а —5)((— 4) (#4) (е 0) — (#- а ®)(а -- 0)--а%(-- 4) } 
4 (с — 4) (а — 5) { (04-02) (а--5) — (@- 46-9) а)--са(а-- 5} 
Выноея теперь за скобки (а —5)(с — а), и означивъ третій множитель бук- 
вою Р’, положимъ 
Р = (а — 0)(с — а).Р'; 
ГА 
Ра (+ 23)(0 -- а) — (+ а @)(а-ь)--абе--а)} 
Ч 249 (а 4-0) — (а-а --59)(с-- а) + са (а--®)} 
==а%*%(0°4- а*)(е — а) + (0-4 а) — Ы 4-2) — са(а 4-5) + ае а)} 
4 с (а? -- 5) (а — с) 4-а? 1-2) — аа 4-9) — ве а) + саа -Ъ) } 
= а (а — 6) (в 4-4 —с*— а — са) + аа—ь)} 
- 2а*{ (в — (6 > — ад — ьа) — 0 — )) 
= (0 — е) {а5*(6е-- 54 — е — 2 — са) | саа? 4-а 4-12 — аа— ва) } 
аа —в) (а — с?). 
Вынося а — с, положимъ 
Р’ (а — с)Р”, 
гдъ 
Ри ас — е) а — с) } — 4284? 4 с4а? | аа — 0) 4-0 — 4)} 
ива — 3а 0) 
= а?%%( —с)(е + 4) — а (6: — с?)-|-с?а(Ь — 4)(а | фра а — 5)(а + е) 
0—0) {0400 Ье) 6—0) (а 4-0) ае) 
== а%(Ь — с) { (02 — а) 4- Ъа(Ь — а) + а — а) {обоа — м) 6—5}. 
8дћеь мы можемъ вынести за скобки (р — с)(0 — 4); полагаемъ 
Ри (6 — с) (6—4) Р”, 
тд 
РИ — {с (6 4-4) 4-04) — {а о 4-е) 
== 66(а* — 4*)-|-ав4(а — а) | аа (а — а)—(а — а)(&е -|- Фа- аса -- Беса). 
Итакъ, окончательно 
Р (а — (а — в) (а— 4) — в) (6 — @)(с — 0)(ае-- ва-{ аса -- ӧс). 
78. Приложеще Г. — При какихъ значеніяхъ буквъ а и 6 полиномъ 2" 
-- 82% 4 5х — о длитея безъ остатка на 2° -|- 32 — 0? 
Вопросъ можно рЪшить двоякимъ путемъ. 


1-й методь. Онъ состоптъ въ томъ, что совершаютъ на самомъ дфлЪ дЪ- 
ленів, доводя его до остатка, степень котораго была бы ниже степени дълителя; 
затћмъ выражаютъ, что остатокъ долженъ быть тождественно равенъ нулю. 

7 
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Выполняемъ д®леніе: 
2% За 5х —а| 2° 4- Зх — 
— 2332-х #5 = 
52*4- 5.2 —а 
+», 
— 5а 15256 
Ь | 2—0 
—10; +5 
Чтобы дфлене совершалось безъ остатка, оетатокъ долженъ быть тожде- 
ственно равенъ нулю; а для этого, по теоремъ \, $ 72, необходимо и доста- 
точно, чтобы 








6 —10—0..(1) и 55 —в=0....(2). 

Равенство (1) возможно только при 0—10. 

Подставляя 10 вместо 6 въ равенство (2), имфемъ 

50 — а= 0, 
что возможно только при а 50. 

Итакъ, искомыя значенія о и Ь суть: а: 50, 6==10. 

Не трудно провърить, что 2° -|- 82*-|- 5х — 50 длится безъ остатка 
на 2° -|- 32 — 10. 

2-й методь (неопредъленныхъ коэофищентовъ): — Выражаютъ, что дълимое 
равно произведеню дЪлителя на цфлый полиномъ, которато степень равна раз- 
пости степеней дълимаго и д%лителя, ибо такова должна быть степень частнаго. 

Такимъ образомъ пишемъ: 


24-80% | ьа — а (2-1 3х — 68) (ре-- 9), 
такъ какъ общій видъ дълаго полинома первой степени есть рг -|- 0. 
Располагая вторую часть по стененямъ х, имћемъ тождество 
2 82% -|- 52 — ар." - Зр |22 — 0р2 — 04. 
+ 41 +3 
Отсюда, по теор. ҮІ, $ 73, приравнивая между собою коэоФиціенты при 
одинаковыхъ степеняхъ буквы х, имфемъ четыре условія для опредфлевя а, б, 
р и 9; а именно: 
фе, 3р4 72= 8; — 0.р + 39 5; 09 ==а. 
Подставляя во второе равенство 1 вмъсто р, находимъ; 3 | 9 == $, откуда 9 == 5. 
Подставивъ въ третье равенство вместо р и д ихъ величины, имћемъ: —6 +- 
15 = 5, что возможно только при == 10. Наковецъ, вставляя въ четвертое 
равенство вместо 5 и 4 ихъ величины, находимъ: а= 50. 
Итакъ: а == 50; 65—10; р:=1 и 9=5. 
Стало быть дфлен!е безъ остатка возможно только при а==50 и 210; 
а частное (рх-- 9) есть 2-|- 5. 
79. Приложеніе ТТ. — Въ какомъ случа 2" — а” длится на 2? — а"? 
Выполяяемъ дфйств!е, чтобы найти законъ образованія послфдовательныхь 
остатковъ: 
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д" — а" | Р — а? 
— 2% дру) Гут + а?дт?р + РТУ о 


а? ТЕР — ат 








— а?а"? Е д?рес 





аё®ат- 2р п” 
Е а?рдт-?р + ара" 3Р 





ттд 


а?рдт- р — а 


Итакъ, если № означаеть н®которов цфлое число, одинъ изъ остатковъ будетъ 
ИМЪТЬ ВИДЪ 


аћрат-ір — а”. 


Поэтому, необходимо и достаточно, чтобы существовала такая цфлая величина 
#, при которой этотъ остатокъ тождественно равнялся-бы нулю. 

Онъ имћетъ видъ многочлена, расположеннаго по убывающимъ степенямъ 
буквы 2, и условія тождественности остатка нулю будуть различны въ зависи- 
мости отъ того, будетъ-ли ә — р равно 0, или отлично отъ нуля. 


Если т — Рр отлично отъ нуля, то поэФоищенты при степеняхъ = должны 
быть равны нулю, т. е. 


Е ные 
это возможно только при а 0. Но такой выводъ не соотвътетвуетъ задачћ. 
Если т — Ар 0), то 2”? —1; и остатокъ обратится въ ноль, когда 
а — 0", 
т. е. когда 2 —1.р. 


Итакъ, необходимо и достаточно, чтобы м было кратнымъ числа р. 
Въ такомъ случа»: 


д” РыЫ а" = 
ар =" ард" —- а Рдт-Зр ЕЕ А А: | ору? -|- отт, 
80. Задачи. 


1. Доказать что полиномъ 
3205 | 221 — 623 | 422 — 105 -|- 339 
дфлитея на #--3, п ваписать частное по правилу $ 64. 
9. Тоть же вопросъ для 
(25 — Зра -|р 50203 — 80308 -|- 602 — 405): (2 — 20). 
3. Тотъ же волросъ для 
(925 -- 622 — 1923 -|- 1222 -- 15% — 6):(82 — 1). 


Написать, не совершая дВленія, частное и остатокъ рт каждомъ изъ слбдуютихъ 
ирим%ровъ дфленія: 


4. 324 — 923 -|- 52 — 1 на биномы 

х—1, 24-9, 92-—1, 324-2. 
5. (828 — 703 -|- 42% -| 362 — 1):(2-- 3) 
6. (35 — Таз — 5а 1-42 -— 1): (5 — 9). 
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— 


. (72% - 823 | 4): (2 — 3). 
8. (1026 423-52 — 1): (24-9). 
9. (23 — 2422 4- 4а?х — а3) {1 — а). 
10. (25 — ал" | Заа? -|- аЗ): (= 2а). 
11. (28 — 10а2х8 -- 54652 аз): (х -|- 5а). 
12. 25 — 3с21 -|- 5023 — 831? -- Всіх — 4с% на биномы 
2 — 2с и 2 — 2а. 
13. Доказать, что полиномъ 
"у — пу" — 2" | да" | уте — у” 
длится на (2 — 2)(5 — г). 


Найти веЪхъ цфлыхъ двучленвыхъ дфлителей, еслн такіе существуютъ, для по- 
ХПНОМОВЪ: 


14. а3— 70-6. 15. 22 | а(у — 2) — уг. 

16. 21 -|- 32292 — 494. 17. 23 — 442 — 312 -|- 70. 

18. 28 — 5233 |. 722+ — Зуб. 

19. а3 — аЬ — с-|- а) + аа — % — са) | %ва. 

20. 23 — 2(а-- 5) -- 2[{(а У 5)? 4-а] — а (а-- 5). 

21. 23 — 22(30 — - 21 34? — $2 — 2ав-- 2) — а(а — 51) — ађе -- а?е. 

22. 03 — (244-6 — с)-|- (220 — Ье — 2са) {- 2%са. 

23. Опредфлить т подъ условіемъ, чтобы полиномъ а% | 02 -|- с3 — тарс дфлил- 
ся на 2-4-5 4-с. 

24. Доказать, что (0 -|- 5 -|- с)? — аЗ — 53 — с3, и вообще что (а-- 5 -- с)! — 
—@\— 08 — сё, при вечетномъ Ё, дФлится на (а-- 5)(0- )(е а). 

25. ДЪлится-ли полиномъ 

2 — 1123 414% — 61% 30. 
ва (2 — 1)(х — 2)(2 — 3). 
26. Олред%лить № подъ условіемъ, чтобы 423 — 62 -- Е длилось на 2 -- 3. 
27. Опред%лить А подъ условіемъ, чтобы полиномъ 
ай — ба? | 40 — № длился на 9% —1. 

28. Опредфлить р п 9 такъ, чтобы триномъ 2 -|- р -|- 9 длился на 22-|- 22 -|- 5. 

29. Опредфлить р, 9 и г подъ условіемъ, чтобы полиномъ 24 -|- 32° -|- ра? -|- 
9х | ғ длился на (1 —1)(&-- 2). 

30. Доказать, что полиномъ 

ау" | ута? -|- таур — прут" — урача" — сау" 

дфлитея на (2—0) (у — 2)(2 — 2). 

31. Найти такія значеня для р и 4, при которыхъ полином 2* — 343 -|- ри -|- 4 
дБлитея безъ остатка на 2 — 22 -|- 4. у 

Ршпть задачу двумя способами: 1) примфняя непосредственное дфлен!е; 2) спо- 
собомъ неопредфленныхь кфэффиціентовт. 

32. Тфми же пріемами опред%лить, при какихъ значеніахъ а и б полиномъ 23 -|- 
-- ах? 4-х 3 длится безъ остатка на 22 — 2-1. 
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33. При какомъ а возможно дфлеше (24 -|- 1):(48 аз | 1)? 
34. При какихъ р и 4 возможно дфлеше (21 -|- 1):(22 4-рх -- 4)? 
35. Указать условія, при которыхъ возможно дЪленіе на-цБло въ выраженіахъ: 
"На". 2" 4-а". 2" — а". 
22-а?” 23-- аз’ 28 — аз 
36. Найти условія, необходимыя и достаточныя для того, чтобы трнномъ Ах* 
2В222 -- Су былъ полнымъ квадратомъ. 
37. Найти условія, необходимыя н достаточныя для того, чтобы частное 
ах бас 
аа Ук с 
имло величину, независящую отъ 2. 
38. Опредфлить р и 4 такъ, чтобы полиномъ 
д -- 303 — 5а 4|- рх 4-9 
делился на (1 — 1)(2 -|- 2). 
39. Опред$лить р и 4 такъ, чтобы полиномъ 2* -|- 322 -|- ре -- 9-8лилсая на 
42 — 2-1 
40. Въ какомъ случа 2% | а" длится безъ остатка на 2? -|- а?? 


41. Какое соотношевіе должно существовать между т и р (гдВ % и р — числа 
четныя), для того чтобы полиномъ 


д... 1 
дфлился безъ остатка на полиномъ 
а? РРР... +1. 
43. При какомъ условін полиномъ 
ти... =-1 
ДЪлится безъ остатка на полиномъ 
а 4-а... Чаа? 


43. Опредфлить значенія т и т, при которыхъ триномъ 28| тх-- я длится 
безъ остатка ва (х — а)(2 — Б). 


44. Опред$лить, какія соотношенія должны существовать между коэффищентами 
полинома. 


Аах -- Вх? -- Са 4 рх 4-Е, 
для того чтобы онъ дфлался безъ остатка на 2 — а?. 
45. Доказать, что 
пх" — (п 4 1)" 4-1 
длится на (2 — 1), и найти частное. 
Приложеніе: я = 5. 


46. (54| 1) — 21—65, и х есть число цфлое. Найти 2? 


47. Произведеніе четырехъ послБдовательныхъ пВлыхъ чиселъ, уменьшенное ихъ 
суммою, даетъ 818. Найти эти числа. 


48. Произведен!е трехъ послфдовательпыхъ цБлыхъ чиселъ, увеличенное суммою 
ихъ квадратовъ, дзеть 320. Найти эти чнсла. 
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ІГЈІА ЕЗ А ТЕГ. 


Общій наибольший дфлитель и наименьшее кратное алгебрическихь выраженій. 


81. Дљлителемъ цфлаго алгебраическаго выраженя называетея такое другое 
цлое выраженіе, на которое первое длится на-цъло. Такъ, 40у есть длитель 
выраженія 482%; х — 1 есть дёлитель тринома 2° — 224-1; 2 — а\ имћеть 
дълителями х— а, ха, 2 — а и 2% Ра’. 

Общимъ дълителемь двүхъ или нсколькихъ ифлыхъ выражен! назы- 
вается такое ц%лое выраженіе, которое дълитъ данныя на-цћло или безъ остатка. 
Такъ, выражевнія (&«— 5)? и а? — 61 имфють общимъ дЪлителемъ а — 6. Взявъ 
выраженія 2° -- а — аб — 63, а — 305% -|- 253 и а? — да? — аб? 20%, и раз- 
ложивъ ихъ на множители, находимъ: - 

аз а? — аб* — 0 (а -|- 6)%(а — 0): 
а? — За0® -|- 208 = (а — )%(а -|- 20); 
а — 2а? — аі? -- 210 (а-- 0)(а — 0)(а —20); 
откуда видно, что данные многочлены им$ють общимъ дфлителемъь биномъ а — 6. 

Ц%лыя выраженія, не пмюния никакихъ общихъ дЪлителей, называются 
первыми между собою или взаимно простыми. Такъ, а-- В иа— В — выра- 
женя взаимно простыя. 

Общим» наибольшимь дълителемь цЪлыхъ алгебраическихь выраженій 
называетея произведен!е всфхъ простыхъ дЪлителей, общихъ даннымъ выраже- 
ніямъ. Такъ, въ предыдущемь примър%, общій наибольший дълитель есть а —6, 
потому-что пныхъ общихъ дЪлителей данныя выраженія и не имфютъ. Взявъ 


выраженія 2* — а* и 23-- 2а2* — ах — 20° и разложивъ ихь на множители, 
находимъ: 


— 


2% — а= (84 а)(= — а(х а”); 
23-|- даа? —а?в — 208 (2-|- а)(1 — а)(& + да); 
замфчаемъ, что простые дфлители, общіе этимъ выраженіямъ, суть: х--@ и 
2 — а; ихь пропзведенів 2° — а? и есть общій напбольшій дфлитель двухъ дан- 
ныхъ выраженій. 

Очевидно, что если данныя выраженія раздфлимъ на ихъ общаго наиболь- 
шаго дфлителя, то черезъ это изъ нихъ исключатея обийе ихъ дљљители, 
а потому частныя не будуть имъть уже никакихъ общихъ дБлителей, т. е. 
будутъ первыя между собою. Отсюда вытекаетъ другое опредвленів общаго паи- 
большаго дфлителя: это есть такой общій дълитель, по раздълени на ко- 
торый данныхь выраженій, получаются частныя первыя между собою. 
Такъ, въ предыдущемъ прим%р%, раздбливъ выражешя 2* — а‘ и 2° -- 2а2* 
— ад — да? на общаго дълителя 2 — 2%, получаемъ частныя 2? --- а? и 2 -|- да 
— первыя между собою. Заключаемъ, что по опредъленію, 2* — а? и будетъ 
общій наиб. дълитель данныхъ выраженій, 

Примњчаніе Т. — Между алгебрапческимъ общимъ наиб. дфлителемъ и общимъ 
наиб. дфлителемъ чиселъ (въ ариеметикћ) есть существенное различіе. Общій 
наиб. дЪлитель чисель есть такой ихъ общій дълитель, который по вељичинњ 
больше вехъ другихъ общихъ дфлителей. Отсюда и названіе его — наибольший. 
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Но алгебраическія выражен я различаютея вообще не своею величиною, ибо бук- 
вамъ, въ нихъ входящимъ, вообще не приписываютъ частныхъ числовыхъ зна- 
ченій; общ наиб. дфлитель алгебраическихъ выраженй, какъ содержащій 
произведевів вефхъ общихъ дълителей, очевидно, будетъ по степени възие дру- 
гихъ общихъ дфлителей; поэтому, лучше было бы дать ему наименованів высиаго 
общаго дфлителя. Однакоже, за нимъ удержано названіе общаго наибольшало 
дълителя. 

Примпчане ІТ, — Для краткости слова: общ дЪлитель будеть означать 
начальными буквами 0. д.; также слова: общій наибольшій дфлитель — < бук- 
вами 0. Н. К. | 

Переходимъ къ изложению способовъ опредълевія общаго наиб. дълителя 
алгебраическихъ выраженій. 


82. Способъ разложенія на множителей. — Пусть требуететя найти о. н. д. 
одночленовъ 
654°5%, 304753 и 45а", 


т. в. такихъ выраженій, которыя прямо давы въ Фори произведеній. 


Согласно съ первымъ опредфлешемь, нужно составить произведене већхъ 
общихъ простыхъ дЪлителей — численныхъ и буквенныхъ. Произведеніе общихъ 
простыхъ числовыхъ д%лителей есть 0. н. д. коэоеищентовъ, и==5. Что ка- 
саетея буквенныхъ производителей, то нужно взять только общія буквы съ на- 
именьшими показателями; общія буквы суть @ и 6; напменьшій показатель 
буквы а есть 4, буквы 6—2, сл. 0. н. Д. 5а*°, 

Выраженіе, такпмъ образомъ составленное, удовлетворяетъ и второму опре- 
дфленио общаго наиб. дфлителя; въ самомъ дъл, раздъливъ на него данные 
одночлены, получаемъ частныя: 13ас, ба и 90% — первыя между собою. 
Отеюда Правило. Для состазлекія о. н. д. одночленовь нужно къ общему 
наиб. дњлителю коэффиилентовь приписать всњ общіе буквенные множители 
съ наименьшими показателями. 


Что касается многочленовъ, то когда они легко разлагаются на множителей, 
то и употреблаютъь способъ разложеня на производителей, или, что тоже, 
превращаютъ мпогочлены въ одночлены и прилагаютъ къ нимь предыдущее 
правило. Вотъ прим%ры. 

І. Найти 0. н. д. многочленовъ 

947 — 36 и 12а%2* -- 43ах -|- 48. 

Разлагая па мпожители, найдемъ: 

94251 — 36 = 8°.(ах-|- 2)(ах — 2); 
127 | 48ах-|- 48 = 4.3(а2-- 2)*. 

Взявъ произведене общихъ простыхъ множителей, найдемъ 

0. н. д. =8(а2-- 2). 
П. Найти 0. н. д. многочленовъ 
ху? — За -|- д2%у! и ду" — 4279". 
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Разлагая на множители, находимъ: 
ау? — 320343 -|- ау = аук — 2) (2—9), 
2 — 4179 \ = у -|- 2у)(2 — 20); 
сл. 0. Н. Д. — 237 (5 — 25). 
Ш. Найти 06. н. д. полиномовъ 
2-4-1 и 24-та -|- тл -|-1. 
Разложивъ на множители, получимъ ғ 
24-1 (2--1)(а — 2-1), 
23-- та? | тс 4-1 (24 1) (0—2 4- тс -- 1); 
слД. 0. н. д.==2-|-1. 
ГУ. Найти о. н. д. полиномовъ 
Зх?у — 323 -|- 32у — Зла и 
152%у — 30хуг -Е 152?у — 1553 3072 — 162%. 
По разложения на множителей, найдемъ, что 
1-й полиномъ — 3(2° -|- 2)(у— 2), 
9-й полиномъ = 3.5(у — <)(х —2)®. 
Отсюда: о. н. д. = 3(у — 2). 


83. Способъ послБдовательнаго дфленя. — Такъ какъ многочлены только 
въ р®дкихь случаяхъ легко поддаются разложенію на простыхъ множителей, 
то и предыдущій способъ прилагается съ успъхомъ только въ исключительныхъЪ 
случаяхъ. Вообще же, для опредфленя о. н. д. полиномовъ пользуются общимъ 
способомъ, который носитъ назван!е способа послњдовательнало дълендя. На- 
хожденів 0. н. д. этимъ способомъ основывается на слћдующихъ теоремахъ. 


84. ТЕОРЕМА І. — О. н. 0. двулг выраженій не измљнится, если 


одно изо нилъ помножимь или раздълимь на количество, первое съ 
друтимъ. 


Въ самомъ дл, о. н. д. есть произведене множителей, общижь тому и 
другому выраженію, а потому если введемъ (умноженіемъ), или уничтожимъ 
(дълевіемъ) въ одномъ изъ нихъ множителя, не входящаго въ составъ другаго 
выраженія, то отъ этого прибавится къ первому или уничтожится въ немъ 
множитель, котораго нътъ во второмъ, а слъд. обийе множители останутся тћ-же; 
значить не имънитея п 0. н. д. 


Эта теорема облегчаетъ вычиеленія, позволяя избфгать. дробныхъ коэФеи- 
щіентовъ въ частныхъ. 


85. ТворимАл П. О. н. д. у дьлимало и дълителя служит общимь 
дљлителемѕ у дљлителя и остатка. `° 


Пусть данные многочлены суть М и №; обозначивъ частное отъ раздле- 
нія М на № буквою 0, а остатокъ В, и замътивъ, что дълимое — произведенію 
дълителя на частное, сложенному съ остаткомъ, имћемъ 


М=9х94-Е.....(1) 
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Обозначивъ общаго дфлителя многочленовъ Ми № буквою А, раздлимъ 
на А 06% части лолученнаго равенства; найдемъ: 
м х В. 
аа Е 


Но, по условію, А есть общій дълитель многочленовъ М и №, елд. частныя 
м А 
И — суть выраженія цфлыя; обозначивъ ихъ соотвЪтетвенно черезъ М’ и №, 


представииъ послфднее равенство въ вид 


=, ока = х 0. 


А 


| В : 
Это равенство показываеть, что -- есть выраженіе цфлое, ибо равно цћъ- 
лому выражению М’— № х 0, значить В длится на-цфло на А. 

Итакъ, мы доказали, что всякій дълитель, общий дфлимому и дфлателю, 
служитъ общимъ дфлителемъ у дълителя и остатка; а слъд. и общій наиб. д%- 
литель дБлимаго и дфлителя служить также общимъ д%лителемъ у дфлителя и 
остатка. 

86. ТЕоРЕМА Ш, обратная. О. н. 0. у дълителя и остатка слу- 
жит также общим дълителемь у дњлимазо и дълителя. — 


Пусть А, будеть общимъ дЪлвтелемь выраженій № и В. Раздливъ 00% 
части равенства (1) на Д,, получимъ 


М х В 
А, А + Ар? 

е М А В : 
но, по условію, 7 есть цълое выраженіе, равно какъ и; обозначивъ ихъ 
1 1 

буквами № и Е“, получимъ 


ь 


М =мхо4-В. 
5 1 


м 
Это равенство показываетъ, что == равно суми® двухъ цфлыхь выраже- 
1 . 
ній; значить Д, есть дфлитель многочлена М. 


Итакъ, мы доказали, что всякій дфлитель, общій дфлителю и остатку, слу- 
житъ также общимъ дфлителемь у дфлимаго и дълителя; а слЪд. и общій наиб. 
двлитель дБлителя и остатка служитъ общимъ дляителемъ у дБлимаго и дълителя. 


Изъ этихъ двухъ теоремъ выводится слёдующая 


87. Творема ІҮ. — О. н. д. дљлимао и дњлителя равенз о. н. 
дљлителю дълителя и остатка. 


Обозначимъ 0. н. д. многочленовъ М и № (т. е. дълимаго и д®лителя) бук- 
вою Рр; ао. н. д. у Хи К (т, е. у дёлителя и остатка) буквою 0’. Въ силу 
теоремы 11, выражевіе О должно быть общимъ дёлителемъ многочленовъ Ми В, 
сид. оно должно дфлить безъ остатка выражене Ш’ — общаго наиб. дълителя 
многочленовъ Ми В. А, по теорем ПІ, выражене 0” должно дёлить на-цёло 
количества М и М, а слъд. и ихь общаго наиб. дфлетеля 0. Такимъ образомъ 





А 
й 
Д 
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0 я р’ должны дълать другъ друга на-ц%ло; но это возможно только тогда, ког- 
да они равны. Итакъ 
р = 1’, 

и теорема доказана. 

88. На послъдней теорем и основанъ способъ послдовательнаго дъденія. 

Пусть данные многочлены суть М и №. Ихъ общій наиб. дл. можетъ 00- 
держать производителей одночленныхъ и многочленныхъ. Начинають съ того, 
что отдъляютъ въ многочленахъ М и № одночленныхъ производителей отъ мно- 
гочленныхъ. Одночленный производитель многочлена М есть общій множитель 
вефхьъ членовъ этого многочлена; вынося его за скобки, и означая черезъ а, 
а многочленъ, заключающийся въ скобкахъ, черезъ А, имфемъ: 


М — о. А. 


Такъ же точно, вынося за скобки общаго множителя В вохъ членовъ мно- 
гочлена №, и обозначая выраженіе, заключающееся въ скобкахъ, буквою В, по- 
лучимъ: 

№=В. В. 

Производили — одночлены, общіе многочленамъ М и №, заключаются въ а 
и В; а производители — многочлены, общіе многочленамь М и №, содержатся въ 
А и В. Такъ — какъ 0. п. д. многочлеповъ М и М есть произведение већхъ ихъ 
общихъ простыхъ множителей иля дълптелей, то очевидно, мы его найдемъ, 
если общаго наиб. дълителя количестъ х и В помножимъ на 0. н. д. много- 
членовъ А и В. Обозначимъ о. н. д. многочленовъ М и М буквою АД; о. н. д. 
одночленовъ х и В — буквою 4; и 0. н. д. маогочленовъ А и В — буквою 1). 
На основанш сказаннаго имъемъ: 

А. №, 
Пусть, вапримъръ: 
М = 905755 — 30463 -|- 45а -|- 24а6°; 
№ — 64163625 — 1240205 — бас, -|- 240023 -|- 134%? -|- 36а. 

Вынося изъ вебхъ членовъ перваго многочлена за скобки 3аё?, а изъ веЪхъЪ 

членовъ втораго 64'5°сх, получимъ: 


М= 3а5%(32° — 102° -|- 152 -|- 8), 
№ — ба%(25 — 2124 — 62° -|- 42* -|- 132 - 6). 
Общ. н. д. 4 одночленовъ 346? и бар? есть Зар? Теперь намъ саду- 
етъ опредфлить р, т. е. 0. н. д. многочленовъ 
А = 325 —102'--155--8 и 
В = 25 — 20! — 62° 42% -- 132 -|- 6. 
Раздфлимъ А на В. Если бы А раздлилось на В безь остатка, то В и бы- 
ло бы о. н. д., потому-что тогда већ производители В содержалиеь-бы въ А. 
Но если-бы А не разд%лилось на В безъ остатка, то все-таки рёшенше вопроса 


подвинется впередъ. Въ самомъ дфлЪ, пусть дёленіе А на В даетъ частное (и 
остатокъ' б; въ такомъ случаЪ 


А-ВХОТВ. -..( 
причемъ степень главной буквы остатка будетъ ниже чмъ въ дёлитель В. 3а- 
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мётивъ теперь, что, по теорем% 1Ү, о. н. д. многочленовъ А и В равенъ 0. н. 

д. многочленовъ В и К, заключаемъ, что вопросъ сводится къ отысканію о. н. 

д. между прежнимъ дфлителемъ и остаткомъ, т. е. между многочленами съ мень- 

шими степенями главной буквы, и елд. болфе простыми. Если бы приэтомъ В 

раздёлилось на В, тогда В и было бы искомымъ общимъ наиб. дёлителемъ. Но 

пусть при дълевін В на К получается въ частномъ (’и въ остаткъ В’; тогда 
В=0 ХЕ... . (2) 

Хотя дфлене В на В и не привело къ окончательному нахожденію о. н. д., 
но рфшен!е задачи опять упростилось. Д®йетвительно, мы знаемъ, что 0. и. д. 
между В и К равенъ о. н. д. между В и В’, такъ-что вопросъ приведенъ къ 
нахожденію о. н. д. между многочленами А и В’, боле простыми, ибо показа- 
тель главной буквы въ В меньше показателя ея въ В. 

Пусть В дЬлится безъ остатка на В и даетъ въ частномъ (”, тавъ что 

ВоВ ль (8), | 

Не трудно пров%рить, что послъдній д®яитель В’ и есть искомый о. н. д. 
многочленовъ А и В. Въ самомъ дл, равенство (3) показываетъ, что В’ есть 
о. н. д. для самого себя и В; но о. н. д. остатка и дълителя (равенство (2)) 
равенъ о. н. д. дёлимаго п дфлптеля, т. е. многочленовъ В и В; а отсюда, въ 
силу равенства (1) заключаем, что В’, будучи о. н. д. для В и К, служить 
вмЬств съ тЬмъ (по теор. [№) п общ. наиб. дЪлителемъ для А и В; что и тре- 
бовалось доказать. 

При послфдовательныхъ дфленяхъ, здфеь указанныхъ, возмножны два елу- 
чая: 1) или мы дойдемъ до остатка равнаго нулю; въ такомъ елучаф, какъ д0- 
казано, послЪдній дфлитель и булетъ искомымъ 0. н. д. многочленовъ А и В; 
или 2) посл нсколькихъ послъдовательныхъ двленій, дойдемъ до остатка, ко- 
торый, не содержа главной буквы, не будемъ, однако же, нулемъ. Что такой 
случай возможенъ, объясняется тёмъ, что степень главной буквы въ посл%до- 
вательныхъ остаткахъ постоянно понижаетея; слъд. непремънно дойдемъ до 06- 
татка, не содержащаго главной буквы. Легко доказать, что если этотъ остатокъ 
не есть ноль, то слфдуетъ заключить, что многочлены А и В ве имфютъ обща- 
го наиб. дфлителя, т. е. первые между собою. ДЪйствительно, мы видфли, что 
0. Н. д. ДБлить остатки послъ каждаго дЪйствія, а потому онъ долженъ бы дъ- 
лить и остатокъ, не содержащій главной буквы. Для этого о. н. д. самъ не дол- 
женъ содержать главной буквы; но въ такомъ случа, чтобы онъ могъ раздћ- 
лить безъ остатка многочлены А и В, онъ долженъ дфлять каждый коэтоиціентъ 
при степеняхъ главной буквы въ этихъ полиномахъ, а это невозможно, ибо 0б- 
щіе дфлители козооиціентовъ уже исключены (они заключаются въ х и В). 

Приложимъ эту теорію къ нашему причъру. Д®лимъ А на В (могли бы, 
наоборотъ, дфлить В на А, потому-что въ данномъ елучав полиномы — одина- 
ковой степени отн. =.) 





А — 345 — 102° -|- 152+ 8 |01 — 2200 — 622 | 44° | 182--6—В 
— 345 62+ 1853 - 122 -- 392-18, 3 
В = б2* - 823 — 1222 — 24% — 10. 


Въ остатк степень буквы х ниже чЁмъ въ дёлителф, поэтому первое дћ- 
ленів окончено; оно показываетъ, что В не есть 0. н. д. 
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Сльдуя теорія, теперь нужно дёлителя раздфлить на первый остатокъ. Но, 
замфчая, что члены остатка имфють общаго множителя 2, перваго съ новымъ 
дЪлимымъ, мы на осповаши теоремы І, можемъ сократить этотъ остатокъ на 2, 
не измфняя этимъ о. Н. д. Черезъ это новый дфлитель упроститея и будетъ равенъ 


32-423 — 62% — 22 — 5. 


Для избъжанія дробныхъ коэФоиціентовъ въ частномъ и въ остаткахъ, 
множимъ новое дфлимое на 3, что возможно, такъ-какъ 3 есть количество пер- 
вое съ 32* | 42° — 62% — 20 — 5. Совершаемъ дъленіе 


325 ба — 1827-12 4 392 4-18 |32* 4-48 — 603—190 — 5 








— 305 22401 643 1922 1- 55 2, — 5 
— 102! — 122% -- 24° | 442 --18..... . остатокъ 
— 52: — 62° -|- 122% | 222 | 9...... остатокъ, по разд лени на 2 
— 152‘ — 1823 4 362% -4- 662 -- 27...... › по умноженіи на 3 


5152 2023 -- 307°-= 6022 25 
024 би -- 62-|- 2 


Степень главной буквы въ первомъ остатк® не ниже чЪмъЪ въ дВлителъ, 
а это даетъ возможность продолжать д®леше. Но такъ какъ коэоФищенть пер- 
ваго члена остатка не дфлитоя на коэъФиціентъ перваго члена дълителя, то мы 
условимся считать второе дћленіе заковченнымъ, и полученный остатокъ — окон- 
чательнымъ въ этомъ дЪленш. Теперь, елъдуя теорій, мы должны искать 0. н.д. 
между 32*-|- 42° — 62° — 192 — 5 и полученнымъ остаткомъ; приэтомъ, оста- 
токъ принимаемъ за д®лимов, а дЪлителя оставляемъ прежняго. Приступая къ 
новому дленію, сокращаемъ дфлимое на 2 и умножаемъ его на 3, что позво- 
лительно, потому что ни 2, ни 3 не входятъ множителями въ дёлитель. Чтобы 
не переписывать дЪлителя, продолжаютъ дёлене въ томъ-же стодбц, только 
членъ частнаго (—5) отдёляютъ отъ частнаго прежняго дфлевя запятою, 
чтобы этимъ показать, что — 5 не принадлежить къ числу членовъ одного и 
того же частнаго, а есть частное новаго, особаго, дЪленія. 


Это дленіе даетъ остатокъ 22°- 62° - 62 -|- 2, и вопросъ приведенъ къ 
отысканію о. н. д. между этамъ остаткомъ и д®лителемъ. Во избфжане дроб- 


ныхъ к0эФФиціентовъ въ частномъ и остаткахъ, сокращаемъ дфлителя на 2, 
и ДЪЛИМЪ 





324 423 — 64° — 192 — 5 |02 -|- 32% -|- 324-1 
— За 59 == 902-6 3л 82—55. 
— 528 — 152% — 152 — 5 
— 52 — 152% ~ 152 — 5 
0 
Посл%диій дълитель 2° -|- 32% - 32-1 и есть о. н. д. мпогочленовъ А и В. 


Итакъ, мы нашли, что 4 — 34°, а 0 =2*4- 32 -4- 324-1; сл. о. н. 
д. данныхъ многочленовъ М и М, или 


А==4. 0 = 34023-4} 32° -|- 3% 4-1) = Зар? -|- 9а -|- 9ай -|- За". 
89. Приводимъ еще примфры. 
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Г. Найти о. н. д. многочленовъ: 
М= 2а%? — 28а%1*-- 14202? — 308а?а° | 240а%2 п 
№ — Заа? — 30а2* + 87ах — 60а. 
Выносимъ за скобки общихъ множителей членовъ каждаго многочлена: 
М = 24°2(2* — 142° -- 712° — 1542 -|- 120), 
№= 3а(2—102-29х — 20). 
Отеюда имфемъ: Я = 0. 


Ищемъ 0. н. д. многочленовъ, заключенныхъ въ скобки. 


Первое д®леніе. 
2‘ — 1423 -|- 712° — 154 -|- 120 [2° — 102% 4- 295 — 20 
— 24 == 102° 297° - 205 д — 4 ЕЕ 
— 423 422° — 1342 120 
42° --405° 1162 = 80 
242 — 182 -- 40 


Сокративъ остатокъ на 2, принимаемъ 2° — 92 -|- 20 за дЪлителя слЪду- 
ющаго д%ленія. 











Второе дёленіе. 
23 — 102% 292 — 20 |2 — 92 -|- 20 





д8 92° == 202: а — 1 
— 14| 95—20 
—12- 95 — 20 

0 


Заключаемъ, что 2? — 92 | 20 есть 0. н. д. многочленовъ, содержащихся 
въ скобкахъ. Итакъ, 
А—=а. Р=а(2* — 9% -- 20) = ах? — 9ах -|- 20а. 
П. Найти 0. н. д. многочленовь . 
М =? — 821 -|- 182° -|- 5752 — 1982-1835 и 
№ 22° — 15° -|- 372 — 15. 


Въ этомъ случа, 2:1. Постараемся опредфлить 0. Умноживъ предвари- 
тельно многочленъ М на 2, дЪлимъ: 


Первое дфлен!е. 
2205 — 162* +. 262° -- 1145? — 3962 -|- 270 122° — 152° - 372 — 15 
21 5 1524-6 374° -= 152% 9, —1— 37 — 
— 2 — 114% 4 1292 — 396%-- 270, умноживъ на 2: 
— 22% — 222° -|- 2580 — 192%-- 540 
= 4% 152%  372% 5 152 
— 372° -|- 2952 — 80724- 540, умноживъ на 2: 
— 142° 4 5902 — 16142 -- 1080 
== 7418 -=555л7 13692 =- 555 
352 — 2452 -)- 525 
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Сокративъ остатокъ на 35, дЪлимъ 
253 — 1542-- 375 —15 [2° —1=--15 
— 243 = 142° --30х 22 — 1 
—а% + 12—15 
—1*-- Та — 15 
0 








Итакъ, Р = 2° — 75-- 15. 
А4. р = 27° — 72 -|- 15 
Ш. Найти о. н. д. многочленовъ 
М =а* -- 223 — 32% 4- 5х —– 19, и 
№М— 42° - 62° — 62 -- 5. 
Умноживъ предварительно М на 4, дълимъ 
42-823 — 1222 -- 202 — 48 142° -|- 65* — 62 |- 5 
—42 623 = 62% = 5х 2*-|-1 7 
213 — 62° -|- 152 — 48, умноживъ на 2: 
423 — 192° | 302 — 96 
—423-- 62*— 62 = 5. 
— 182 36% — 101 
Умноживъ дЪлителя на 9, длимъ его на послдн!Й остатокъ: 
3653 | 540% — 542 -|- 45 | — 182° -- 362 — 101 
3623 — 722° -|- 2022 — 20 — 17 
4 1262 — 256% 45 
1262? — 2522 -|- 707 
— 42 — 662 
Разд%ливъ остатокъ на (— 2), дълимъ 


1802 —— 362 4- 101 92 4 831 




















— 187? = 29792 92° — 3015 
— 30155 | 101, умноживъ на 2: 
— 6030% -- 202 
— 60305 — 997965 
— 998167 


При послъдиемъ дфлеши мы наши остатокъ, не содержащий главной буквы, 
не равный нумо, то заключаемъ, что данные многочлепы не имфють никакого 
общаго дълителя. 


ІҮ. Найти о. н. д. многочленовъ 
а (5? 4 25 -|- с*) — а?Ъ(22° - Зс -|- с") - а 4-с) и 
а?(Ь% — с?) — а(2Ъ° 4-е — с) 4-0 -- с). 
Прикявъ а за главную букву, посмотримъ, не имфютъ ли коэфоищенты 


каждаго многочлена общихъ множителей; и рля этого разложимъ коэофиціенты 
на множителей. Пићекъ 
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$2 -|- 26е-- с (Ь 4- с)?; 
92% Зе с = 20° -|- 9с |- Бс 4 с (4 с) ее) == (6 4- с)(20 4-с); 
0 — с? — (Ь 4|- с)(ь— с); 
20° | Бс — с — 0% | 6° | Бе — с 00 4 с) 4- (ЬУ с)(0— е) == (5-- с)(20— с). 
Такимъ образомъ находимъ, что ве члены перваго многочлена им ютъ 


общато множителя а(5-|-с), ве члены втораго: (5-с); елд. можемъ пред- 
ставить многочлены въ вид: Е 


а 4- (+ о)а* — (20+. еа -0°) и 
(0+ в) {6 — с)а? — (9 — с)а-- 0%). 
Отеюда видно, что 4 = Б -|- с. датЬмъ, сокративъ первый многочленъ на 
а(ь + с), второй на 0 -- с, и помноживъ всБ чдены перваго па 5 — с, дЪлимъ 






































Ф 08 |а — 9° а |: | 01а — 9 а -Ъ° 
— (1 4 580. — 08| — се| + 
-Е 60% 
с 
2 62| а? —= 00° | ва 
ойл Е рае рае 
== ре? 
2636. а — 26%, или, по сокращенія на 269: 
а — Ь 
Затћмъ, дЪЛИМЪ 
4 0 [0 — 25% |а | 5 | а — Ъ 
—е | 
Ч] а— в 
=, |а = 6? [а Тар: 
=] = фе 
— 6а -|- 0% 
— Рав 
0 


Итакъ, Р = а — 6. А потому 
А=4.Вр = (6+ с)(о — 0). 
ЭО. Изъ сказаннаго выводимъ слъдующее 


Правило. — Чтобы найти о. н. д. двужь мноючленовь, нужно: Оначала 
исключить общіе одночленные множители каждало мнозочлена; причемь, если 
случится, что означенные множители имтють о. н. 9., то тослњднай сль- 
дуетъ впослљдетв?и ввести множителемз въ составъ искомало об. н. д. 

Затъмь высщшіёй мноючленъ дълятз на нисшій, преобразовавъ предвари- 
тельно дълимое такъ, чтобы первый член» ею (предполалая, что мноючлены 
расположены то степенямь одной буквы) дљљился на первый членъ дњлителя. 

Въ полученномь отъ дњленія остаткњ сокращають всъть множителей, 
общилъ коэффииентамь главной буквы, и дълять прежняо дњлителя на 
этотъ остатокъ, поступая по прежнему. 


И 





Є. 1 
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Запиьмь дълять первый остатокъ на второй и т. д., продолжая эти 
посльдовательныя дљленія до ттъдъ порз, пока: или получится остатокъ 
нуль, — и тода тосљъдній дљлитель есть искомый о. н. д.; или въ остат- 
књ получится выраженіе, не содержатщее злавной буквы, — и тода данныя 
выраженія суть количества первыя между собою, если не имњютъ общало 
множителя, независящоло отъ злавной буквы, и не открытало еще въ нача- 
ль дњйствія. 

При вытолненіи послљдовательныхь дњленій слъдуеть умножать про- 
межуточные остатки на такихь множителей, чтобы первые члены ихъ дъ- 
лились на первый члень дълителя. 


91. Общий наибольшй дфлитель нЬеколькихъ вногочленовъ. — Пусть тре- 
буется найти 0. н. д. веколькихъ многочленовъ Р, 0, Ви $. Найдемъ 0. н. 
д. между какими-нибудь двумя изъ давныхъ многочленовъ, напр. Р и 0, ина- 
звавъ его буквою О, замЪчаемъ, что Ю есть ничто иное какъ произведеніе већхъ 
множителей, общихъ многочленамъ Р и 0. — Если теперь найдемъ о. н. д. 
между р и К, то, назвавъ его буквою 0’, замћчаемъ, что 0’ есть произведеше 
веБхъ множителей, общихъ р и В; а какъ Р есть произведене већхъ множи- 
телей, общихъ Р и 0, то № есть произведевіе всъхъ множителей, общихъ Р, 
0 и В. Найдя затъмъ о. н. д. для 0’и $, пусть онъ будетъ 0”,—убъдимея, 
что онъ будеть = произведенію воёхъ множителей, общихъ многочленамъ Р, 0, 
Вир. Поэтому 0” и будетъ о. н. д. давныхъ многочленовъ. 

Отсюда 

Правило. — Чтобы найти о. н. 9. нъсколькить мнозючленовь, находять 
ею сперва между какими нибудь двумя мноючленами; потомъ между найден- 
нымь 0. н. д. и третљимь даннымь мнозочленомь; затъмь между вновь най- 
деннымь о. н. д. и четвертымь мнолочленомь и т. д. Послљдній о. н. д. и 
будеть требуемый. 

ПримърЪъ. Найти 0, н. д. многочленовъ 

Р == 82° — 122%у — 105у -|-15 9, 

0= 62° -- 122° — 9л?у — 18 у, 

В— 62% — 135у -- 60°, 

$ — 42° — 99°. 
0. н. д. многозленовъ В и 5 равенъ 2х — 3у; о. н. д. многочленовъ Ри 2% — 
— 3у есть 2х — Зу; наконедъ о. н. д. для 0 и 22 — Зу есть также 22 — Зу. 
Олдов. о. н. д. веБхъ четырехъ многочленовъ есть 22 — 30. 

92. Наименьшее кратное алгебраическихъ выраюеній, — Аратнымь дан- 
наго цёлаго выраженія наз. такое другое цёлое выраженіе, которое на данное 
дфлится на-пёло. Такъ 120'х%у есть кратное выраженія 2а?х. Очевидно, что 
для данваго выраженія существуетъ безчисленное множеетво кратных”. 

Такъ, для = — у кратными будутъ: (#— 9)*, (#— 9), (2—9)... . 
д? — у, 03 — 03, 2% — у ит. К. 

Общимь кратнымь цвүхъ или нфеколькихъ пфлыхъ алгебраических вы- 
раженій наз. такое, которое на већ данныя длится безъ остатка. Такъ, если 
данныя выраженія суть: 


2а%, 3(а — 5), аё — 0%; 
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то общими кратными ихъ будуть: 
ба? (а — )%а-|-Ь) ; 
129'53(а — 5) а -|- 0) ; 
120%%(а — 5)а-- 5); ит. д. 
Очевидно, что для данныхь выражен существуеть безчисленное множество об- 
щихъ кратныхъ. 


Наименьшимь кратнымь данныхъ выражевій, расположенныхъ по степе- 


нямъ одной буквы, называется ихъ общее кратвое, нисшей степени относитель- 
но этой буквы. 


Когда данныя выраженія — одночлены, то для составленін наименьшаго 
вратнаго нужно перемножить всф простые множители, взявъ каждый изъ нихъ 
съ наибольшимъ показателемъ. Такъ, если даны одночлены 10%5?, 120553, 
бас, то, взявъ вефхъ простыхъ множителей въ высшихъ степеняхъ, т. е. 
21, 3, 5, аб, 63, с и 4, найдемъ н. вр. 2*.3.5.48.63.с*.4 или 60а%*°4. 

Такимъ же образомъ составляется и наименьшее кратное многочленовъ, 
когда послъдвіе легко разлагаются на множителей. Приводимъ примфры. 


І. Найти н. к. для 2% — а и 53 —а3. 
2 — а= (24+ а)(= — а); 
23 — а (2 — а)(2*-4- та -- а’). | 

Н. вр = (24| а)(2 —а)(2* -|- ха -|- а?) = 24| аз? — ат — а^. 

П. Найти н. кр. полиномовъ: 

0% -|- 2а?у — 20% — ду? и 2 — 259 — ху? -|- 2. 

По разложеніи на множители, первый даетъ 

200 — №?) + уба? — у) = (24 20) — У); 
а второй 
(а — у) — 24 (02—08) = (= — 25) (0 — 0"). 

Нани. кр. = (21—024 20) 00 — 20) = (0° — 9) (ай — 497). 

93. Если разложеніе многочленовъ на множители предотавляетъ затрудне- 
не, то можно пользоваться слъдующимъ премомъ. 

Пусть А и В — данные многочлены, а.) — ихъ 0. н. д. Назвавъ част- 
ныя отъ разд%ленія многочленовъ А и В на р буквами А’и В’, получимъ: 
А = Ар и В = В. По свойству о. н. двлителя, А’ и В суть выраженія пер- 
выя между собою, а сл. ихъ ваим. кр. = А’В’. Очевидно, что выраженіе наи- 
меньшей степени, дЪдящееся на АФ и В’), есть АВТ. Итакъ, наим. кр. много- 
членовъ А и В есть АВР .... (1). Это выражен!е можно также представить 
въ видв А’В, если В’) замфнить черезъ В; или, въ вид В'А, замфнивъ АТ 
черезъ А. Наконецъ, перемноживъ: А = АР и В= В’ найдемъ, А’В' 0° — АВ; 
раздфливъ 06% части на В, получимъ: А'В'Р = А3. Итакъ, наим. кр. можеть 
быть представлено въ каждой изъ слёдующихъ Формъ: 

АВ, АВ, ВМ а А8. 
Отсюда вытекаетъ елъдующее правило нахожденія наименьшаго кратнаго двухъ 
8 
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многочленовъ: находятъ ихъ 0. н. д; дёлять на него одно изъ данныхъ выра- 
женій, и полученнымъ частнымъ умножаютъ другое; или: произведеніе данныхъ 
многочленовъ дяятъ на ихъ 0. н. д.; или: 0. н. д. множать на частныя, про- 
исходящія отъ раздленія данныхъ многочленовъ на этого наиб. дЪлителя. 

Примъчаме. Раздёливъ н. к. А.В на АФ (или А), находимъ въ част- 
номъ В’; а раздфливъ на В? (или В), въ частномъ получаемъ А’; но А’и В 
выраженія первыя между собою, сл. можно дать наименьшему кратному такое 
опредфлевіе: это есть такое кратное данныхъ выраженій, которое по раздъленіи 
на нихъ, даетъ частныя первыя между собою. 

ПримфРЪ. Найти н. к. многочаеновъ 

а? — а — 12% и а?-- 56 65. 
0. н. д. ихъ == - 35. Раздфливъ первое выраженіе на а -|- 30, находимъ въ 
частномъ а, — 45. Умноживъ второе выраженіе на это частное, найдемъ иско- 
м06 Н. К. у 

Итакт, н. к. = (а -- 5а6 -|– 60%)(а — 45) = а 4 а% — 14а — 24°. 

94. Если М есть н. к. для А и В, то очевидно, что веякое кратное коли- 
чества М есть общее кратное для А и В. 

95. Всякое общее кратное двухъ аљебраическить выражений есть крат- 
ное ихъ наименьшая кратнало. 

Пусть А и В — два данныя выраженія, М — ихъ н. в.; и пусть № озна- 
чаетъ какое либо другое общее кратное. Допустимъ, если возможно, что при д%- 
лени М на М получается остатокъ В (при частномъ 0). Въ такомъ олучаћ 
В—=М№—0.М. Но № и М длятся на А, сл. и В длится на А; Ми М двлят- 
ся на В, сл. и В длится на В ($ 85). Но В есть выражен!е нисшей степени 
чфыъ М; ел. оказывается общее кратное количествъ А и В нисшей степени 
чфмъ ихь Н. в. Это — нелЪпость; ел. остатокъ В не существуетъ, т. е. № 
есть кратвое количества М. 

96. Пусть требуетея найти н. к. нЪеколькихъ многочленовъ, напр. трехъ: 
А, В и С. Найдемъ н. к. двухъ изъ нихъ, напр. А и В: пусть ово будетъ М. 
ЗатЪмъ найдемъ н. к. для М и 0: пусть оно будеть Г. Докажемъ, что і и бу- 
детъ служить н. к. для А, Ви С. 

Назовемъ н. кр. А, В и 0 буквою х. Всякое общее кратное количествъ 
М и 0 есть общее кратное и для А, В и 0 ($ 94); слъд. Г должно дёлиться 
на 2. Всякое общее кратное А и В есть кратное и для М ($ 95); ел. веякое 
общее кратное А, В и С есть общее кратное и для М и С; олд. 2 должно дф- 
диться на 1. 

Итакъ, І должно дълиться на т, а 2 на 1; поэтому 2=Ь, и правило до- 
казано. 

Прижњчаніе. — Нахождене наим. кр. амфетъ приложеніє въ приведеніи 
дробей къ общему знаменателю. 0. н. д. въ элементарной алгебр прилагаетея 
къ сокращенію дробей; въ Высшей Алгебръ онъ имфетъ другія, важвЪйшія при- 
мЪненія, именно въ теори уравненій. 


97. Задачи. — 


Найти о. н. д. способомъ разложенія на множители въ примфрахъ: 
1. Зба?53уі и 49а?б\лйуз. 


хоче ве оф в 


та ра ма Бә ә 
сл њ оо о мн о 


— 115 — 


. 3624526 и 4826/5242, 

. 4820а4?ху, 27007253122 и 904353. 

. Тат — т) п 210(т — п). 

82-15 н 2-92 20. 

. — 155-36 и 4? — 92 — 36. 

. 234-242-221 и 4—95—1. 

. 2 -- 235 — ах? —@ н 2—0. 

. 420 -|- 5) и 10(ах — 3}. 

. (02 4-а)? и 0302 —а — 9). е 
. 4(23-- а3) и 6(22 — а= — За?). 

. 0322 -- 1254-11) и 0822 — 1145 — 1902. 

. @-- 200 -|- 0; а? — № п 23-20% -- 2002 4 03. 

. 03 -|- ах? — ату — 93 и 29439 — а?а? -- ау? — аху? — 1. 
. 008 4|- аса — афса? — ай? ща 6 — с —а0 и 


08 -|- Баса — 6е4? — 4?. 


Найти о. н. д. способомъ послфдовательныхъь дфленій: 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


25. 
26. 


27. 


2021 -|- 2—1 и 1752-1558 — 35 — 3. 

Зай — 282 — 29: н 1044-1523, — 1022 — 15293. 
26 — 345 -|- 621 — 723 -- 622 — 3% -|-1 н 

45 — 254 2403 — 084 202—841. 

718 — 2а8у — 634 -|- 180% и 

баі — За) — 484202 -|- 2728 — 180*. 

ху -|- 228 — 302-|- 492 -|- аг — 82 и 

242 — 9л2 — 5лу -|- 42% — 8у2 — 190. 

701 — 10423 —|- Заа? — 4а32-|- дай и 

821 — 1803 -|- 59242 — Зазх -|- За. 


. © — с)? 4|- аб — ас) -|- #86 — ас и 


(а — ас -|- 2 — Бс) -|- ас -|- 962 — 9 — абс. 


. 34% 4- (40 — 25) — 2а 4-а и 


а (2а — 0) –– (2а — а) — аЬ. 


. 08| (50 — 3) -|- (6т? — 15) — 182 и 


28 + (в — 3)22 — (2тз-- Зт)х | бт. 

я — (а 058 и 22 — (а 4 6) | 200(а -- 6х — а. 
аз (а а аъ дан (аъ е4 0) (0-е аз 
(24-42 а и а -- («НВ 4 (ао ож 4- (04-0 -|- о 
+04 оз- с. 


323 — Тау - бау — 93; ау -|- За? — 323—153 и 345 -|- 529 -|- 2 — уз. 


Найти наим. кр. посредствомъ разложенія на множители: 


28. 


2503005 и 2095065. 
8* 


бы 


59. 4324459 ту, 271049631?= п 9043653. 
30. 622 —х—т и 22-35 — 2. 
31. 3202—52 2 и 428 — 422—2 -|-1. 
39. 23-|- 928у — 29? — 953 и 28 — 222у — 10*-|- 20*. 
33. 22 — 408, 23 -|- 2аа2-|- 4а?к -|- Ваз и 23 — 242? -- 4а?х — 8а*. 
34. 22 — (0а 0)2-4- ар; 22 — (4 с)х -|- Б; а — (с-а) -- са. 
35. а%-- 32-9; а2-4- 42-3 и 224-55-46. 
36. 2—1, 224-1, 2-1 и 4—1. 
37. 082—1, 284-1, 208—1 и 26-1. 
Найти н. к. общимъ пріемомъ: Ф 
38. 622 -|- 552—6 н 6а — 182-8. 
39. 23-4 5а2-4-72-|-2 н 2424-62 -|-8. 
40. аз — 9а? -|- 23а — 15 и а? — 804-7. 
41. 1525 -- 1024 - 4230 -|- 6223 — 30у и 
1228 -|- 382203 -|- 1621 — 1095. 
49. 2% — (р*-|- 1)22-- рї и 24 — (рУ 1) 4 2(р -- 1)ра — р. 
43. 2*-- 252—3; 23-32 —х—3 и 28-42 --х— 6. 
44. аЗ — ба? -|- 11а — 6; аз — 902 -- 26а — 24 и аз — 8а? | 19а — 12. 
45. 23 — 342-4 32 —1; 02—42 —2 40-1; 20—208 жи 
2 — 258-24 — 25-1. 


ГЛАВА. ІХ. 


Алгебраическія дроби. 


Опред%леніе. — Основное свойство алгебраической дроби. — Сокращеніе алгебраиче“ 
скихъ дробей и приведеніе къ общему знаменателю. — Четыре основныя дЪйетвія 
надъ дробами.— Задачи. 


98. Опредфлене. — Мы видъли, что когда дЪлен!е одного алгебраическаго 
выраженія на другое невозможно, то дЪйств!е только обозначается: дћлителя пи- 
шуть подъ дЪлимымъ, отрЪляя ихъ горизонтальною чертою. Такимъ образомъ, 
частное отъ раздленія А на В изображается въ Форм 


А 


В 


Такое выражен!е называется ал:ебраическою дробью; причемъ дфаимое по- 
лучаетъ назване числителя, а дЪлитель — знаменателя. Итакъ: аљмебраичес- 
кая дробъ есть частное отъ раздњленія числителя на знаменателя. 

Между дробями — ариеметическою и алгебраическою есть существенная раз- 
ница; въ самомъ дЬлЪ, числитель и знаменатель ариеметической дроби суть чис- 
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ла цфлыя и абсолютныя; между тъмъ какъ члены алгебраической дроби могутъ 
быть какъ цфлыми, такъ и дробными, какъ положительными, такъ и отрица- 
тельными, и вообще какими угодно алгебраическими выраженіями. Такимъ обра- 
зомъ, понятіе объ алгебраической дроби обиље, нежели объ ариеметической, а 
отсюда вытекаетъ необходимость вывода свойствъ алгебраической дроби и дока- 
зательства правилъ дЪйстый надъ этими дробями независимо отъ вывода этихъ 
свойствъ и правилъ для дроби ариеметической. 

Выводъ упомянутыхъ свойствъ и правиль долженъ вытекать изъ самаго 
опредёленя алгебраической дроби, какъ частнаго отъ раздъленія числителя на 
знаменателя. 


99. Основное свойство алгебраической дроби состоитъ въ томъ, что вели- 
чина ея не измфнится, если числителя и знаменателя умножимъ или разд лимъ 
на одно и тоже количество. Докажемъ это. 

А 
Пусть величина дроби з равна 0: 
А 
в =9. ... «(15 
Замфчая, что дфлимое — произведенію двлителя на частное, имћемъ 
А— В. 0. 

Означивъ буквою М какое ниб. количество, умножимъ на него каждую изъ 
равныхъ величинъ А и В.(, велъдствіе чего получимъ и произведения равныя: 
АМ — ВОМ; 
или, перемфнивъ места производителей 0 и М во второй части, 

АМ = ВИ х (0. 


Это равенство показываетъ, что 0, будучи умножено на ВМ, даетъ въ про - 
изведевій АМ; слъд. ( есть частное отъ разд%ленія АМ на ВМ; такимъ образомъ: 


АМ 
вм = ©. 
Но () есть ничто иное какъ т (ем. (1)); елд. 
АМ А 
ЗЕЕ‘ °: 0). 


Это равенство показываетъ, что дробь РЯ можеть быть замнена дробью 


А 
В’ Т. 6. ЧТО величина дроби не измънится, если числитель и знаменатель 
раздњлимь на одно и тоже количество. 

На этомъ свойстве основано упрощене дроби сокразщенемь. 


А 
Равенство (2) показываетъ также, что, наоборотъ, дробь т можеть быть 


АМ 
замфиена дробью ВМ’ 


и знаменатель помножимь на одно и тоже количество. 


т. в. что величина дроби не измњнится, если числитель 


На этомъ свойств основано юриведенае дробей къ общему знаменателю, — 


28 


100. Сокращене. — Для сокращенія дроби нужно ея числителя и знамена- 
теля раздфлить на ихъ общаго наябольшаго дфлителя: отъ этого величина ея 
не измфнитея, но дробь будетъ приведена въ простёйний видъ, такъ-какъ ча- 
стныя отъ раздфленя ея членовъ на ихъ 0. н. д. будутъ количества первыя 
между собою. 

Приводимъ ићеколько прим%ровъ. 

І. Сократить дробь 

48а322^2 
‘60а 
0. н. д. числителя и знаменателя есть 12а6х‘. Раздёливь на это коли- 
чество оба члена дроби, имфемъ: 
4262 
П. Сократить дробь 
364552 — 36а“ 
540108 — 1084304 | 544765 ` 

Когда ч. и з. суть многочлены, легко поддающиеся разложенію на мно- 

жители, то 0. н. д. для нихъ находимъ этимъ ©пособомъ: 


364502 — 36035 364352 (а? — 5) _ 18а25%(а — 5).2а(а--5) | 


54163 — 10848 0 544255 ° 54а? а? — 2а 4-52) — 180900 —5).3а —5) 
Замфчая, что 0. н. д. членовъ дроби равенъ 18а?6*(а — 5), мы, раздфливъ 
на него числителя и знаменателя, получимъ: 


2а(а-- 5). 
30(а — Б) 








Ш. Сократить дробь 
218 | ай 
а5 а 4 ох а 

Знаменатель = х2 а) 4-22 -|- а) = (х-- а)(2*-- а). 
Числитель (2%) 4 (0")° — (24 а!)[02)° — зай -- (а) = (2 -- а (а — 
х* ай 03). 

По раздфлени обоихъ членовъ дроби на 0. н. д. СА -- а*, находимъ: 

28 — 2000 4-а8. 





24-а І 
Въ этомъ прим%рћ о. н. д. быль 2*-|-а*, ибо 2* — 2‘ 4-а, не обра- 
щаясь въ ноль при 2: — а, не дЪлитея на ха. 


ГҮ. Сократить дробь 
Бс(— с) — ас(а — с) |- (а — 5) . 
2090 — с) — аса — с) | а?ъ(0 — 5) 

Числитель == {5 — 6) — аа — с)} а (а — 6) = с(а —6)(е —а—5)-- 
аа — 5) == (а — Ь){ (с а) — Ьа) == (а —– 0)(0 — 6) (6—6). 

Въ $ 57, 4, мы видфли, что знаменатель = (0—02 — с)(0 (аЬ 4- ас-- Ьо). 
Итавъ, видно, что 0. н. д. числителя и анаменателя есть (а—6)(а- с)(6— с); 
раздливъ на него оба члена дроби, получимъ 

1 
а + ас 4-с 
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У. Сократить дробь 
(24-9) — (8-9). 
(2-9) — (2° 4-03) 
Оба члена чиелителя и оба члена знаменателя длятся на ху; разд%- 
ливъ ихъ на этотъ биномъ, получимъ дробь 


(24|-0)— (201 — ура вузу. 
(2-0) — (09 — 2у 4-08) = 
Раскрывъ скобки въ числител и знаменатель и сдћлавъ приведеніе, найдемъ 
базу -- 5020? -- 553 
Зху 
ҮІ. Сократить дробь 











‚ или, сокративъ на 2, 5009 4-ау 97). 


243 — 152 | 37% — 15 
25 — 8111-18281 5748 — 1982--185 | 
Въ этомъ примъръ разложеніе чиелителя и знаменателя на множители 
представляетъ затрудненія; поэтому опредфляемъ 0. н. д. способомъ послёдова- 
тельныхъ дфленй. Такимъ образомъ найдемъ, что 0. н. д. =” — 72 -|- 15. 
Сокративъ дробь, найдемъ 





22 — 1 А 
23—22 — 92-9 

101. Приведеніе дробей къ общему знаменателю. — Здесь слъдуетъ разли- 
чать тђже случаи какъ и въ ариеметик%: 

1. Если знаменатели дробей суть выраженія взаимно-простыя, нужно чи- 
слителя и знаменателя каждой дроби помножать на произведене знаменателей 
прочихъ дробей. Черезъ это общимъ знаменателемъ вефхъ дробей будетъ произ- 
веденіе всЪхъ знаменателей или ихъ наименьшее краткое, т. е. общій знаме- 
натель будеть имфть простёйшую Форму. 

`Поступая сказавнымъ образомъ надъ дробями 

8 т т 
эд’ 3 И а-5’ 
знаменатели которыхъ — количества взаимно-простыя, найдемъ: 
вифето первой дроби Сао или А: 





За. 35а -- 5) ваа 4-5) ° 

т.2а(а 4-5) 2ат(а-- 5). 

вмфето второй дроби Зяжа-ьь) пли л ЕО 
т.92.32® вађ?у, 


вм%сто третьей дроби 





8а.32%а 4-0) № ваа 4-5) 


2. Когда знаменатели данныхъ дробей имъютъ общихъ множителей, то 
наименьшее кратное знаменателей опять принимаемъ за общаго знаменателя; 
затћмъ д®лимъ это наим. кр. на знаменателя каждой дроби и полученнымъ 
частнымъ множимъ числителя и знаменателя соотвЪтствующей дроби. Приводимъ 
прим ры. 

І. Привести въ общему знаменатетю дроби: 

а 6 с а 
41—28)’ 8а—=)’ зая’ тра’ 
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Разлагая знаменателей на простые множители, получимъ: 
4(1 — 2%) —=2°.(1 — (1-х); 801 — 2) = 28.01 — 2); 
остальные два знаменателя остаются въ данной Форм$. 
Наим. кр. знаменателей или 0б. знам. = 23.(1 -- 2)(1 — 2)(1- 27) паи 8(1 — 2%). 


Раздвливъ 0б. зн. на знаменателя первой дроби, и умноживъ полученнымъ 
частнымъ 2(1 -- 2*) оба члена первой дроби, получимъ 


2а(1-- 22) 
8(1— 21) 


Раздёливъ об. зн. на знаменателя второй дроби и помноживъ полученнымъ 
частнымъ (1 + 201 -|- 2°) оба члена ея, найдемъ 


0(1 4 2)01 + 29). 
2 8а—2 





Поступая подобвымъ же образомъ съ двумя остальными дробями, вмћсто 
нихъ получимъ: 


Е Е, 


8@ — 29) 8 —29 





П. Привести въ общему знаменателю дроби: 
1 1 1 


Разлагая знаменателей на множители, найдемъ: 
208—4 (24 2)(2 — 2); 
а — 324-2 (2 — 2)(2 — 1) 
2 324 2==(2-- 2)(= 4-1). 
Наим. краткое знаменателей = (2 -|- 2)(х — 2) (2 -- 1) (= — 1) или (2% — 4) 


(2° — 1). Поступая какъ въ примъръ І, найдемъ слфдующн, соотвЪтетвенно 
равныя даннымъ, дроби: 


02 —1 ее, (0—20 —1) 
(09—009 —1)' (09 —4)008—1)' (09—400 —1) 











Ш. Привести къ общему знаменателю дроби: 


а (1 с а 
(а — 50а — саа) (0) — 0) а) (с 0)(с—а)(с Б) (4 а)(а—5)(а0) 





8двеь знаменатели уже даны въ Фори произведеній простыхъ множителей. 
Замфтивъ, что а—6, а —с, а — и т. д. получаютея изъ 5—0, с —а, 
а — а... умноженемъ на — 1, замёняемъ данныя дроби слъдующими: 

а — 0 , с Е. | 

(«—5)(а- с)(а а) ©-—96—а)@—5) (—а)(а—96-—6’(а—96—4(с-—а) 

Общий знаменатель = (а—5)(а — с) (а — 4) — в) (5 — @)(с— а). Д%ля 
его на знаменателя каждой дроби поочередно, п умножая частнымъ оба члена 
соотвётетвующей дроби, найдемъ искомыя дроби: 
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а(6 — с)(5 — (с — а) — Ма — с)(а — )(с — 2) 
(а — 0) (а — с)(а — а)(6 — с)(Ь — @)(е — 7а) (а — )(а — с)(а — а) — с)( — а)(с—а) ? 
(а — )(а — а) — а) — 0 — 0)(а — с) (0 — с) 





(0 — 5)(а — с)(а а) с) — а)(с 12) (а — (а — с)(а — а)(Ь — с 42а) 


3. Можетъ случиться, что одинъ изъ знаменателей д%®литея на веъхъ 


остальныхъ, т. е. служитъ наим. кратнымъ већхъ знаменателей: онъ и будетъ 
общимъ знаменателемъ. 


Примъръ. Привести къ общему знаменателю дроби: 


а Ъ с 
а’ а 0° а Ы 
Зам чая, что а* — 5 — (а | 0%) (а? — 0%), находимъ, что знаменатель 
третьей дроби есть наим. кр. всъхъ знаменателей; онъ и будеть общимъ зна- 
менателемъ. Третью дробь, какъ уже инфющую общаго знаменателя, оставляемъ 
бевъ перемфны, а первыя дв% приводимъ къ общему знаменателю пріемомъ, 


указаннымъ въ пункт 2. Такимъ образомъ найдемъ, что данныя дроби могутъ 
быть замфнены саъдующими: 


“= в), қо 4 8) Е 
ыи ы а 6 








102. Сложеніе и вычитаніе дробей. — Различаемъ два случая: 
1. Сложить или вычесть дроби съ равными знаменателями: 


а Ь с 
т Ри т. 
Положимъ, что 
а Ф с 
т 91° т 9° т 93: 


Зная, что д%лимое — произведенію дълителя на частное, имћемъ 
0 == т9,, В == т0,, с=т}. 


Придавая къ равнымъ (а и ти9,) равныя количества (6 и т0,), получимъ 
и суммы равныя; селд. 


2-5 = тд, -|- тд; 


вычитая изъ равныхъ (0 4-Б и та, -- та,) равныя, найдемъ и остатки равные; 
олд. 


а 0 — с— та, --т4, — та, 
или, выводя за скобки т, 


а-- 6 — с — (9, -|- 9» — 43). т; 
откуда 


а4|- 5 — с 
Ч 9 — 9 = 20, 


Замфняя 4,, 9, и 4. ихъ величинами, находимъ: 


ав += а4-5—с, 


т 





Отсюда правило: чтобы сложить или вычесть дроби съ равными знаме- 
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нателями, надо сложить или вычесть числители и под результатомъ под- 
писать общазо знаменателя. 


2. Когда данныя дроби имфютъ различныхъ знаменателей, то сперва при- 
водять ихъ къ общему знаменателю, а затмъ поступають по предыдущему 
правилу. 

ПримърРЫ. [. Найти _ дробей 

—ађ д6 4-а 
а = в + а—ь се 
По приведен къ общему знаменателю, имфемъ 
(а — )(0 — 5) а -- (а 4 а5)(0 | 5)а -- (02 — в) (0 -- 0)(а — Б 
(а 4-5) (а — Ь)а 
ах — За? -- а -- (0 -- 2а -|- аЗ?) -|- (ай — 2а22-- ы) _ За -- м 


(аЗ — Б2)а ая 
Ц. Выполнить вычисленія 


ац 











Ея 1 1 . 
(20—102 4- 2)(= — 3) а И тегуге 


По приведеніп къ общему знаменателю (2° — 1) (2° — 4)(2 — 3), им%емъ 
послфдовательно: 
2024 1)(0— 2) — (22 — 4)(2 — 3) + (08—002 2) _ 
(2 — 1)(28 — 4)(= — 3) 
2 — а — 20 — (23 — 322 — 424-19) - (23-2102 — = — 2) _ 23-40% 2—14 
(28 — 1)(02 —4)(#— 3) — (7—1) (2—4) @—3). 
Чисяитель не обращается въ ноль при 2=1, — 1,4-2, —2и-|-3, 0л. не 
дфлитоя ни на одного множителя знаменателя, а потому результатъ не подле- 
житъ дальнёйшему упрощенію. 
Ш. Улростить выраженіе 
аз Ъз сЗ 
(2 — 0)(а — с) аг. (6 — а)( — с) ты (2 а)(с —ъ) ` 
Общий знаменатель = (а — 5)(6 — с)(с — а); для его на каждаго изъ зна- 
менателей по-порядку, получаемъ частныя: 
(0—0, — (0—9), – (2—0). 
По приведеніи къ общему знаменателю, получимъ 
— а — с) — 03 (0— а) — с%(а-— 0), 
(о — 0)(6 — с)(с — а) 
Полагая въ числителе послћдовательно а=, Б е, и с==а, замћчаемъ, 
что онъ въ каждомъ случаъ обращается въ ноль, а потому дфлится на (а — 5) 
(6 — с)(с — а). Это пропзведеніе открываемъ въ числителъ разложеніемъ на мно- 
жители: | 
азе — а — 2с | аЬ? — с (а — Б) == (а — 63) — аһ (а — 9) — с (а — 0) 
= (а — 04а 4-а 4-09) — а (а--8) — сз} = (а — 0) { (а — с) — (а —) 
2 (0 6) 1 (а — 6) — с){ (0-4-6) с а —– Б (а — В) (а —– е) {а (с — 
— 5) (6 ОСЕ 6)(е — 5)(0-4- 04-0) = (а —– 0) — с) 
(«— (8-4-0). 
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Итакъ, данное выраженіе равно 


(а — 5) (6 — с)(с — а)(а 4-4) _ 
таа ас 


ІҮ. Упростить выраженіе 





а — 0)? 
4 №. 


Если дробь соединена (плюсомъ или минусомъ) съ цёлымъ выраженіемъ, 
то, помноживъ цфлое и раздливъ на знаменателя дроби, получимъ сумму или 


разность двухъ дробей. Такъ, данное выражене умноженіемъ и дЪлешемъ 46 
на а превращаемъ въ 


40 в (4—6)? __ 40 -- (а—5)* _ 46 4-а — 26-53 _ а?-- 246-- 6 __ (а-|-0)? 
а а = а ЕЕ, а Ек а а‘ 





с 


103. Уиноженіе дробей. — Перемножить дроби $ и 


Положивъ 


а с 
Б = 0 И а 4% 
имфемъ отсюда 
и = Ыр и с 49. 
Помноживъ равныя количества а и фр на равнын с и 44, найдемъ и произ- 
ведевія равныя; елд. 


ас=р.ӣ9. 
Перем%нивъ во второй части мфста сомножителей, получимъ 
ас —=64.р4, 
откуда 
2—06 
2.1 — 54? 
а с 
или, подставивъ -. вмЪсто р, и я выЪфето 9, 
а с ас 
ватаг 


Отсюда правило: чтобы умножить дробь на дробь, надо числителя пер- 
вой дроби помножить на числителя второй, знаменателя первой на знаме- 
нателя второй, и первое произведеніе раздъмить на второе. 

Если въ равенетв® (1) положимъ 4—1, оно обратится въ 


а с ас 
ГАБ ЕТ. 
©. 


замфтивъ, что 1 ТЬ тоже что с, а Ы х 1 равно б, имфемъ: 


а ас 
— => 
ре 
Итакъ, чтобы умножить дробь на цњлое выраженіе, надо числителя 
умножить на это цњлое, и произведеніе раздълить на знаменателя дроби, 


Положивъ въ равенствЪ (1) 6—1, получимъ 


ас 


а с_ ес с ас 
атата 
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откуда правило: для умноженія цњлазо выраженія на дробь, надо цълое по- 
множить на числителя дроби, и произведеніе раздњлить на ея знаменателя. 














РЕА 1 аё — 0+ НА (а — 0%) (а — 0) 
ВЫ. 2 даъ 108 вр (08 аб 4-09? аф) = 
(а 1-2) В) (а — 5) (а — Б 
Е м ыы а ) . Сокративъ дробь на (&а--5)(а — 6)*, получимъ 
искомое произведеніе: 
а?-|- 29 
а 
П, ЕСЕ а Ра 35004-5) _ 3 


(24-500 5) аъ. 


ЗЕ. 9а а — 0%).2а_ (а? -- 5%) (а? — %).2а 
Ш. (хана рн = ЫЕ. лав а (02—09) 24. 








Примъчане. — Доказанное правило распространяется на какое угодно чи- 
сло дробей; такъ 


а, е е __ асед, 
ъХаХТ Х Е — р 
въ самомъ дъб, по доказанному: т ха => умноживъ эту дробь ва - 


Г 
найдемъ ат помноживъ эту дробь на четвертую > найдень окончательное 
произведен!е 
дас ДВ 
Ба 
Примъръ. Вычиелить 
235 ‚2—9 х (24-0) — 22—55, 
ЛЫР, Заћу — 320% 
Прилағая предыдущее правило, найдемъ 
(ГУ уе 0) — 22 — 03] 
(23 — у%)(2 -- 9) (822 — 32у?) 
Зам%тивъ, что (2-9) — х5 — 5 (2-4-9) — (2-4-9) = 
(#-|- 9)0(5а%у + 52у? + 54°) = (в 4-9). 52у. (0-2 0-9%), 
предетавляемъ прои зведеніе ВЪ ВИДЪ 
50(23 | у3)(х — уе Ру) -- 29 -Е у) 
329(2° — 3)(# --0)(2 — У) 
откуда, по сокращении, найдемъ 











5(23 4-05) 
3(2 — у) 


104. Дфлеше дробей. — Пусть требуется раздфлять = 





с 
Положивъ я =ри 2, <= 0, инфенъ отеюда 


аьр и с. 
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Раздьливъ равныя величины (а и Бр) на раввыя (е и 44), получим рав- 
ныя; елд. 


22100 
с 
а 
Умножнвъ 06% части этого равенства на ъ, найдемъ 
ай ра 
сь адь 
Сокративъ вторую дробь на 64, найдемъ 
САНЕ. 
а 


Подетавивъ вифето р и 4 ихъ величины, получимъ 
а.с аа 
ра 
Отсюда правило: чтобы раздълить дробь на дробь, надо числителя пер- 
вой дроби умножить на знаменателя второй, а знаменателя первой на чи- 
слителя второй, и первое произведене раздълить на второе. 
Полагая въ равенетвЪ (1) 4:1, найдемъ 
а. с _ах1 В рее а 
2‘ 17 Ье ье 
Отсюда слфдуетъ, что для раздњленія дроби на цњлое выраженіе надо: 
числителя раздњлить на произведеніе знаменателя на цтълое выражене. 
Положивъ въ равенствъ (1) 6—1, получимъ 
о е ай с ай 
Е ИДИ =... 2 
14а 1хе ыы а с (2) 
СлфД., чтобы раздњлить уљлое выраженае на дробь, надо цтьлое умно- 
жить на знаменателя дроби и произведене раздълиить на чисљителя. 


Примъчане Т. — ДвЪ величины А и В называются взаимно-обратными, 
если ихъ произведене равно 1. Итакъ, когда А. В=1, то А есть количество 
обратное величин® В, а В обратно количеству А. Изъ равенства АВ == 1 находимъ 


1 1 
А == В И В=-, 
откуда заключаемъ, что обратная данной величины равна частному отъ раздъ- 
ленія 1 на эту величину. 


А В 
Очевидно, что дроби в Ех взаимно-обратны, потому-что 


А 
Вы 
В А АВ 
Имфя въ виду это замфчавіе, можемъ правило дъленія на дробь выразить 


въ слВдующей ФормЪ. Изъ правила умноженія дробей слъдуетъ, что Е. Н и 


е 
а 08 а 
можно представить въ видъ произведений: т х = и оҳ =; а потому равенства 
(1) и (2) можно написать въ вид: 
ас _@ 4 с 


а 
а то 
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отсюда видно, что для раздфленія цфлаго или дробнаго выраженія на дробь на- 
до дфлимое умножить на величину обратную дълитедю. 


Примъчаше ТТ. — Мы нашли, что 


а с __а4 


‘а в. 
ай 
Величина дроби т. Не измЪнитея, если числителя и знаменателя раздлимъ 


на с4: едфлавъ это найдемъ: 


ай а 
а.е а с 
а 

са а 


Олд. при дфленш дроби на дробь можно поступать еще сяъдующимъ обра- 
зомъ: числителя первой дроби разд®лить на числителя второй, а знаменателя 
первой на знаменателя второй, и первое частное раздълить на второе. 

Очевидно, что этотъ пріемъ елЪдуетъ примънять только тогда, когда числит. 
и знамен. дфлимаго дЪлятея на-цБло ва числ. и знам. дЪлртеля. 


2а(а — 5?) 2а(0 — 5) 2 





ПГ ры 11) — ромео 
П. Тах . аз _1. 7. 5ахбу __ 59. 
"5 Маз ^ ә 





12 — Зах ай (2—4) (2— а (а-Ра я-а. 
ү. аз К. 22 Е За? -|- 23. («4+ 2) (а + 2) . @- = 
— 9% азу ебу) ара 
Здесь числитель и знаменатель первой дроби дфлятся соотв®тетвенно на 
числ. и знам. второй, сл. частное — 


(а-а) : (44-2)? аа 
(ее -Е ау Ру: Ея) — 


105. Приводимъ еще нЪсколько примфровъ г надъ дробями. 





т 22%. (2+0 (2 аа-а) _@— 0 











Г. Упроетить выражен!е 


Ш ыы 
1-46 
1 @(@а—5) 
Е Е 14-а 


Умножаемъ прежде всего числителя и знаменателя данной дроби на 1 -|- а, 
чтобы привести ихъ къ цфлому виду; сдёлавъ это, найдемъ: 


Е 5:9 

1-а 4 а(а —) 
Раскрывъ скобки въ числител и знаменателъ и сдфлавъ приведвніе, найдемъ 
аЗЪ 4-Ъ 5(1 | а?) 
1а’ ИЛИ туфа 


Данное выражене равно, слъдовательно, 6. 





‚› или 5. 
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2277 


П. Упростить выраженіе 


5/9 032 4- аі? 
( Ц ва" — а >) 
а т ІА 
Чтобы привести оба члена дроби къ цфлому виду, множимъ ихъ на а(а -|- 5); 


причемъ въ числителъ первый множитель умножаемъ на а, второй на «|6. 
Такимъ образомъ найдемъ 


(аз — 03)(а3-- аЗ) — а? — а) _ (2 — аа — 0) _ (аз 49а —5. 








1: 





аа 4-Б) — а? а 
Ш. Помножить 
423028 Захёуз 29 у5 9а8у Зхуї 33 








543 — 2445 Г 3 03 18 За Бар 9 
тдБ оба сомножителя расположены ПО НИСХОДЯЩИМЪ стеленямъ 2. 


42308 Заз Эда 35 
ва8 2025 | 30 08 
2а7у ° Зкуї 353 
3 55 255 
8253 злу | 423,5 Эду 
15а5 а р= 9а За?Ыз 
__ 12244 _92895 _ 22296 | 3201 
— 555 | 104298 — байр: баб 
1223,5 | 915296 2, 38 
— тоя | дайра аб Г 55 
8253 37244 , 13235, 712296 2ху1 , 38 
1а — 25ай5 | 90009 | 60809 Бам | 555" 


ГҮ. Провфримъ полученный результатъ: это будеть примћръ дЪленія дроб- 
ныхъ многочленовъ, расположенныхъ по етепенямъ главной буквы. 




















825у3 372% | 138035, 714846 2х7, 3у%|423уй За2уї , 22 5 
+ р + + 





1505 25045 ! 9009 1 6003 Бађі Т 2% | 5а 245 1 Зай в 
__ 8283 _ аи 4255 22246 48у Зхуїй 393. 
— 1548 —— аф + 02365 2 Заз За? 505 208 





1924 — 3185 , 370246 9201 
2545 — 10435? ' 200228  5аб 








Опред%левіе членовъ частнаго: 





























12244 _ 92375 2298 827 8253. 4азуз 8453: 423, Әл?у, 
== 25046 — 10430 баз барі ° 1505 ° баз `  150:5 ` Зай 
60805, 9526 201 398 2 122% 423? 1921: 413у? — За 
— баа заза ом Ков 2° — Баб ба — 55085: — Бар 
62835 , 922/6 __ 297 Зух о 65345 4232 _ бл: Аи 353. 
— вазь? Г 44968 ам + эр 58 3. боя: баз —^ Баба: бав — — 5и 
0 


106. Задачи. 
Сократить дроби: 


108а?с?а? 2 84т3и2р 


1. 96а ` 2" Зтйпр? 


10. 


19. 


20. 


21. 


22. 


28. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


37. 


38. 


39. 


41. 
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394963 >, Збаъз 





” 65425с — 60а 


73а? 4 па 


° о(т? 7?) — тат. 


20234-8) — У) 





"бе — ау) 


(т? — 44%) (т? -|- ат — 20%). 
(т? — а) (т? — ат — 90%) 





аЗ — ах — ал? — 2х3 





` а — 2х — ах -|- 225 


2-4 324-2 -- 3 
23 — 82 -|- 3 


За®с -- 54366 — 2азс? 








” 24626? — 302536 — Бабе” 


2145653 — 35456355 — 4903085 
35426468 — 15а*0*с* -- 25476258 





11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


ас -|- 02 4- ах -Р ве 
ау | 2х -|- 2а2 -- у 
2222 |- 22% -|- Заз -- За?Ь 
ађ2 1-08 — 2922 — һа? 
ас? — 4962 — 12025 | 156% 
8а3 — 440° -- 24492 — 19034 ` 
140255 -|- 94356 — 6024—9148 
12244 — 28072 Г Лаза 90855 
а3-- (1 4 а)аһ - ә? 
аз -|- (1 — 3с®)аъ — Заз 
ба?с? — 204 -|- 18562 — ба? 
4а —|-- 2а3‹2 - 12а? -{- 6с ` 
2+ 4? 
2-29 
925 — 42 
6282 — 452 




















3542 -|- 244302 — 21а35 -|- 15436? — 40а: — 9а53 
284353 — 4244 — 180253 — 324253 -|- 48а3 -|- 12а 





БЕС ый 
152242 — 1ба?жу 
9248210224 — 482214 
2124323 -- 1422825 
13545042 — 6) (аз 53). 
15343080? -|- 62) (а8 — 55) 
1502 — 27 | 

25а? — 90а -- 8162 

Зах 4|- ва —- 34° _ 
база? -- 150253 -|– 1502* -|- 553 
22 — (а— Б)х — а. 
23 | 622 4-а -- а 
а? | (0 — с 0)2— (6 — ва, 

а? — 8 -|- 266 — с? 




















аа? -|- (66 — а — ас)2-|-ађс— 6%. 





6862 — 241? -- айс — а? 
аре — Ье -|- 2628 — ос? 
4а2%2 Ее (а? + 3 СЕ с)? 





29. 


30. 


81. 


82. 


33. 


84. 


35. 


2* 44 --2ху--2же-- 2у2. 











2 — 9 — 28—29 
22—414 
23524-6. 

а-та 18, 
21 — 82 -|- 15 
22—220, 

2 - = — 80 
инков 
2а? — 5а5-|-352 
32 *— 1029 -[ 82 
52 з__132у | ву 

21—23 —2 4 1 , 

со сна 

2 — 16 | 

24-22 4-48 8 


аЗ(8 — с) о-в — м 4-с) 





92(2 | 266 -|- с?) — а2(202,-|- 3%е-- с?) | 030 е). 
(с — д-р 6(0с — Ва)а -|– 9(0%е — 634) 
(6с — ва-{ с? — сада -Е 3(0е -- Бе — 52а — ъд) 


аб? у) ауа? И) 
аБая — у) + зай — И) 





09 — 028 | ах — 29 


828 — 121% 4-62 —1 


442 — 1 





а5 — аа -|- ач: — 25 4- (9042 — айх -|- аза? — ол") 


=— 129 — 




















74 —72-|- 3 РА а3`— 2(2 4 с%) | Зафе 
228 а 172—6. ` 2а? -|- 253802 | 20208 — ал 6 — с 
24 23 — 322 — 42| 12 АБ 21 — 23 — 83928 — 125 — 144 
"28 — 102 812— 80° : 23—746 = 
дв. "ЗА, ау. 
. а бур 0% = б> (= 0) 25 — 45 


Привести къ общему знаменателю дроби: 
252, 323 403 бху 




















48. Заз’ да Бар? 609° 
49. 1 А 1 | 1 А 

4 (а-- 2) 440 — х) 008 — а?) 

РА 2% 

50. ая’ ет (=#- т 9). 
51.8, Ь ЛЕСУ (а-|- 0 + с)? 

а--ь 24-с с4а (0--5)(0+-с)(с--а) 
59 а А | е с Й 

(0—00 — с) 0—00 —а) (с— ас — 0) 

58. 2 а 2 


(ай — 5) (а — с) аа — а) — сау айс — а?)(е — 0%) у 
Сдфлать сложевіе и вычитаніе въ сяфдующихь примфрахъ: 
а — 0 


с9а 0—0, 0 Г 
ты. 95. а а—5° 





1 1 

А Ее рая) 
5 1 СОВА 

2(=-21) 10—10) 5@=-3) 


57. 





1 2 16 
98, ЕРШЕ а 7 ыы | 
1 1 1 
н (а — 5)(а — с) + 9у50) аә) | 





а Ь с 
(2 — 5) (а — с)( а) ЕВ (0 а)( — с)(= Ы) Ед (с а)(с — 0)(0 с) 
Ъс(0 4-4) ас(ь а) ве а) 
тте (вата таит уана сотила Ц 
а — (Ь — с) 6 — (с— а)ї с? — (а — Б) 
афо ара ооа" 
вз, (21-00 сЕ с?) Де (+ аан с — а?) ЕЗ @-- е е 2—0), 


60. 











в. В. а Ъ 


ов а = 
ай м сі 
66. аа 0а 0) Т ајы) 0) 1 (ае 060) 
ах 


т 000—909 


— 430 — 


ве. 23728 ии, о-ва. 
$28 58 (62 — с) с3(08 — с) 
азр? + а??? ас 
000—900 Г (090—000) т @ 56—55 
Вст 
+ (0 — а)(с — а)( — а), 
с ТО Е 2 А 2 те 


(2 — 9)(0 — 2)(2 — =) 2—9 уе аа, 





67. 




















2 2—38 ЕВ а 
х--4 14—41 16 '‘ 23164 
9а і ИЗ 1. 
02—01 а —0--1 0 4-а--1 
1 ВЕЕ 2 СНК ЕРЕН 
° а —та-- 12 1 а2—444-3 а — 504-4 
то (а 0) _ 2 Та—3 1 26 — 2а5 а -|- бар — 30 
"Саза — 602 4-50 6 Зай —2а— 305-26 9а — 6а 9а 0-60 


69. 














8 Әд 1 448—421 82—12 620—1 | 


та 24 — 922 — 3 #— 42-1 
” 1526 — 1722 — 18-2521 сЕ 


Е & 224-2431 а2— 2 —— 1 28 
1 ее аач ал 


Слфлать умвоженіе дробей: 








5235? 149977 брі бат * 








т 7тп2тл Р 25и ^ ба1518 ^ Вт 
аі КЕ 
Т1. здн ЫЕ А. 
а? — ху 2-4-0 
78 аб — 06 а? –|- 02 2-0 





ааа о < аав 08 Хе 
2% —(т У- п) 4)- тт. а — р 














А ай (т р)2 1 тр 22 — нй 
а 

во. 22120, ( ссе ла Г 
у 2—0 ау. 





2—2 а? — 0% ах 
2 оаа аа) 

а ‘6 с 2 2с 
са Са ° а. 
83 224-424-383 21—72 10. 

° 22 - 10%--21 ^ 22 — 824-15 


и реа (тает 14) 
85. Е (ар и 


а—8 1 542)‘ а-я 








= 131 — 
в. Не еее. 


е = а] 
02 — 924-1 х 21322, =. 











88. Я 
а 49241 29324-5 Х 
89. а х 2—57 х Ета 
= = За?у -|- Зау? 


Е дфленіе въ слфдующихь примфрахъ: 
14072653 35077498 
39427508 ? 790153 ` 
рву ау 
91. - Е А 
2 — 28 — 1 |280 уф 
а — Зах -- За?а? — 23 ай — 2а?т -|- а?л? 


90. 











92 аз 1% "а 4-а: 
За? 9 

98. И ваа а 0 ъа): (Ма). 
т Зәруутњ 2 

94. (бы — зав (я — 32) 





95. аа. ае т. 21). 








с` а сё ` 
(а) 
об-е), 





98. ее . ( Е НС ри р): 


а — 0 


99 2+1 а 2248) 
1094—19 1—94 





Г та 4 \. 1 А 
100. (2% 22-1 — =); ( +1) 
101. Пров%рить равенство 

















а 94-с, в ас 2 —1 
1:1 1 ас 
ЕЕ АЕ 
102. Упростить выражене: 
а-- Е А 
ь 1 
а: 
0 
103. Упростить выражене 
1 7 
А е 5 
1--а-- 1 


9* 


— 132 — 





4—1, 2—1 2—1 

Зафс Е А са 

104. Упростить вата 

++ 
ИВ: 

а 4с 08 с — а? 

105. Үпроопь т". (1 }- 
а ве 


106. Упроетить 


(а 4 0)* (а — 5)? 
[ -1[ +1] „Па 00а а 























486 
({«-- 5)3 — За?Ь — За? (а —6)3-|- За (в — 0) 
1 1 1.1 1 А 
а аиа 
АЕ д ААС АРЕ: 
а 4-е в ста, с а-ь 
т бе ее: 1 
гта В в Га-ь 
109. 4 


ОГАЕ НЕР аа 
ае 
110. Опредфлить дробь, имфющую свойство не измфнять своей величины отъ 


прибавленія къ ея числителю 6, а къ знаменателю 15. Обобщить вопросъ, 


111. Доказать, что если къ обонмъ членамъ дрооби придать поровну, то она увели 
читея, когда она < 1, и уменьшится, если величина ея > 1. 


112. Если квадраты двухъ сторонъ треугольника пропорціальны проэкціямъ этихъ 
сторонъ ва третью, то доказать, что данный треугольникъ есть или равнобедренный, 
или прямоугольный. 


ГУГА ВА 5. 
Возвышеніе въ степень. 


Опред%левіе. -— Правила: знаковъ и показателей. -— Степень произведенія и дроби. — 
Возвышевіе одночлена въ степень.-_Квадрать и кубъ многочлена. Задачи. 


107. Опредленіе. — Въ этой ғлавъ мы разсмотримъ возвышевіе въ цъ- 
лую положительную степень. 


Возвысить количество въ цьлую положительную степень значить повто- 
рить ею множителемь столько разъ, сколько въ показатель степени нахо- 
дится единиць. 


Такъ: а? == 90.4; а? = 9.4.0; а = а.а.а...... (т разъ), 
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Такимъ образомъ, возвышене въ степень есть частный случай умноженія, 
— случай, когда већ производители равны. Воличество, возвышаемое въ сте- 
пень, называется основанлемь степени. Такъ, въ ФормулЪ аз, а есть основание; 
въ выражени 2" основаніе есть =. 


108. Правило знаковъ. Правило знаковъ при возвышени въ степень вы- 
текаетъ непосредственно изъ правила знаковъ при умножевін; но послднее 
остаетея одинаковымъ, будутъ-ли производители даны еъ ихъ окончательными 
знаками, или же окончательные ихъ знаки неизвфетны, поэтому и правило 
знаковъ при возвышени въ степень въ обопхъ случаяхъ будетъ одно и тоже. 


1. Случай возвышенія въ четную степень. Пусть требуется количества 
-- аи — а возвысить въ четную степень 20; это значвтъ — то и другое осно- 
ваше надо повторить множителемъ 2н разъ. |-@, взятое 27 разъ множителемъ 
дастъ -|- а*; взявъ (— а) множителемъ 2п разъ, можемъ все пролзведеніе 
разбить на » паръ, изъ которыхъ каждая дастъ знакъ --, а потому и иско- 
мая степень имфетъ знакъ -|- : 


(= 4)(— а). (0—9). 9(— а) ааа  (-@)(—а), 
+ + + + 


сад. (—а)" —=-Р а”. Итакъ 
(54) == а", 
т. е. четная степень вседа даетъ знакъ -|-- , будеть-ли передъ основанѓемь 
зкакь -|- или — . 
2. Случай возвышеная въ нечетную степень. Если передъ основаніемъ 
находится знакъ --, то изъ правила знаковъ при умножени прямо слъдуетъ, 
что и произведевіе будетъ имфть тотъ же знакъ, елъд. 


(Нат == + а"! ..... (1) 

Если передъ основаніемъ будетъ знакъ — , то возвышая — а въ нечетную 
степень 2% -|- 1, мы полузимъ произведеніе 27 -|- 1 множителей, изъ которыхъ 
составитея % паръ, дающихъ знакъ -|- , и останется одинъ иножитель (— а), 
всл®дствів чего проязведен!е будетъ имфть знакъ — : 


С ( а). (40 9). С а,— 0) као (= 4)(— а). (— а), 
+ Т + Т. 
Итакъ: (— а)" — ан! ..... (2). 


Изъ (1) и (2) елфдуетъ, что нечетная степень имъеть такой же знань 
какъ и основаніе. — 


Примфры. (— 3) —--9; (У 5у1= 41-625; (4 4): = 4-64; (— 4): = 
— 64; (а) = фоб (+ а) =-Р а’; (— а) = — а, ит. д. 

109. Правило показателей. — Пусть требуется а" возвысить въ степень р, 
гдъ а — какое угодно количество, ати р — числа цђлыя и положительныя. 
Возвысить а" въ степень р значитъ повторить это выраженіе множителемъ р 
разъ; едд. 

Рат ат ШР ьа а" (р разъ). 


Но при умножени показатели складываются, слФд. вторую часть равенства 
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можно представить въ вид а" +" "55. , ТАБ т берется сдатаемымъ 
р разъ; т, повторенное слагаемымъ р разъ, даемь тр; елъд. 
(а")р — "Р, 

Отеюда правило: для возвышенія степени въ новую степень нужно пока- 
зателя возвышаемало количества помножить на показателя новой степени.— 
Такъ: (9) —0°0; (0% - 1)% +1 — 0-1 ит. Д. 

110. Возвышеніе произведенія въ степень. — Пусть требуется произведеніе 


арс возвысить въ т-ую степень; это значить — повторять аре множителемъ т 
разъ; елд. 


(афе)* = абс. ас. ађе........ ађе (гд афе взято т разъ); перемёняя м%- 
ста производителей, им%емъ | 
ос. ађе..... ађе = ааа..... а Ж р..... ЬХ све... .. с 


зиЖеь каждая изъ буквъ а, б и с берется множителемъ 7 разъ, слЪъд. послЪднее 
выражевіе въ сокращенномъ вид — 2"0"с", Итакъ 


(ађс)" — а" "с". 
Отсюда правило: чтобы возвысить въ степень произведенае должно каж- 


дало множителя отдъльно возвысить въ требуемую степень и результаты 
перемножить. — 


111. Возвышене въ степень дроби, — Пусть требуететя дробь т возвысить 


Р а 
въ т-ую степень; это значить — дробь - повторить множителемъ то разъ. По 
правилу умноженія дробей ямфемъ 





2—4 о. . 2 (т азъ) = а.а.а..... ат разъ) _ а". 

(5) =5'5°5 р 7 Вазъ) = рр... (т разь) 
а т а" 

Птакъ (5) == ра 


т. е. дая возвышеня дроби въ степень слъьдуеть возвысить въ данную сте- 


пень числителя и знаменателя отдњльно, и степень числителя раздњлить 
на степенъ знаменателя. — 


По этому правилу найдемъ: (2) = 8: == г (2) = БА = ит, П. 
7 73 49 \7 73 343 
112. Возвышеніе одночлена въ степень. — Пусть требуется одночленъ 
Фа" возвысить въ пятую степень. Для этого надо каждаго изъ множителей 
2, аз, 6, с" и возвысить въ данную степень и результаты перемножить, 
причемъ при возвышевіи степени въ данную степень — показателей перемножить. 
Такимъ образомъ, послфдовательно найдемъ: 


(2а) — 25. (0°). (5) 3. ("5.48 — 32018с%"а5. 

Итакъ, чтобы возвысить въ стетњень одночленъ, должно возвысить въ дан- 
ную степень ею коэффиценть, а показателя каждало изъ буквенныхь мно- 
жителей умножить на показателя степени. — 

При возвышенм въ степень дроби нужно такимъ образомъ поступать съ 
числителемъ и знаменателемъ. Такъ, напр., посл довательно получимъ 

496" 3  (4061с"-?)3 _ б4абболт-в 
( тай ) (тар)? вазага ` 
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113. Для возвышевія многочлена въ кавую угодно степень служить особая 
Формула, извфетная подъ именемъ Формулы Ньютона. Она будетъ выведена 
впослдетвій; въ этой главъ мы ограничимся выводомъ чаще употребляемыхь 
Формуль квадрата и куба многочлена. 

114. Квадратъ многочлена. — Мы виджли, что каковы бы ни были количе- 
ства а и 0 по знаку, всегда имћемъ 


(а 5) = а -| 5% - 2а}. 

Взявъ триномъ о -|- 2 -- с и разематривая на-время а -|- 6 какъ одинъ членъ, 
найдемъ поелБдовательно 
(«4 0- в) = (а 4-5) 4- с) (а 4-5) + 2(а- Бе са |- -- 206 -- 

2ас + 26е-|- с? = а? -- 58-1 с? | 20 -- 2ас -- 2с. 

Послфрняя Формула показываетъ, что квадратъ тринома состоитъ изъ алге- 
браической сумы: квадратовъ вебхъ его членовъ и удвоенныхъ произведеній 
каждаго члена на каждый, за нимъ слъдующій. Докажемъ общность этого за- 
кона, т. е. что онъ справедяивъ для многочлена, состоящаго изъ скольких 
угодно членовъ; а дая этого, домустивъ, что законь вљренъ для мноючлена, 
состоящато изъ т членовъ, докажемь, что онъ останется вњренъ и для мно- 
зочлена, содержатщало однимъ членомъ больше. 

Итакъ, допускаемъ, что зам®ченный для квадрата тринома ‘законъ в®ревъ 

для полинома а--6--е-ра-....... -1-|- %, состоящаго изъ т членов», 
_й возьмемъ полиномъ а4-04-с--24-.... 444-1 4-Е, водержащій и 1 
члепъ. Принявъ на-время сумму а -- 5 --....--4-- № первыхъ я членовъ 
за одинъ членъ, а весь мпогочленъ а 4-5 4-... -|-4-- 2 4-Е за двучленъ, по 
ФормулВ квадрата бинома напишемъ: [(а--2--с--4--..... А 
=(4а4+ 04-04-44 ....--44- - (0-04-44... аи. 

Но, по допущеню, (а-4-54-с4-44-. . . . . 4-14-20) состоптъ изъ: 
1) суммы квадратовъ вефхъ членомъ отъ а до № включительно, т. е. изъ а? -- 
Не-а --... 2-Е; и 2) суммы удвоевныхъ произведенй 
каждаго изъ членовъ а, б, е,. . . . . і, № на каждый, за нимъ слъдующій, 
т. е. 2а -|- дас -|- 204 4-. . . . . а:4- 2а -- 24-220. . . . 4-20. 
ВеБ эти члены написавы во второй части равенства (А) вл%во отъ верти- 
кальной черты. Прибавлвъ сюда 2(2--0-- .... + Р), т. е. алгебрапческую 
сумму удвоенныхъ произведенй первыхъ ® членовъ на добавленный членъ #, 
и квадратъ А? этого новаго члена, получимъ: 


(А) (арьрера... . 4-44-5-|-)2а2-|-8-с24-084-... РАННЯЯ ..... «) 
{Е 2ав-2ас--2аа-|-....--2а-Е2ай--2аё.... 2) 

4-9в0--9244- ... . ыы...) 

4224... . -- 264-20-26... . 9) 


ии ") 
2% л) 


Отсюда видно; что квадратъ новаго многочлена, содержащаго е -|-1 членъ, 
состойтъ: 1) изъ суммы квадратовъ веъхъ его членовъ отъ перваго до послћд- 





ке д"... 


ть ии ить. 
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няго включительно (строка о); 2) изъ алгебраической суммы удвоенныхь про- 
изведевій — перваго члена на каждый за нимъ елъдующій (строка В), втораго 
члена на каждый, слъдующій за нимъ {у}... . . , третьяго члена отъ кон- 
ца ва оба, стоящіе за нимъ (х), и предпоелёдняго на послъдній (А). Однимъ 
словомъ, во второй части равенства А) находитея алгебраическая сумма квад- 
ратовъ всфхъ љ--1 членовъ новаго многочлена и удвоенныхъ произведеній 
каждаго его члзва на каждый за нимъ слфдующій. 

Такимъ образомъ, допустивъ, что закопъ вфренъ для многочлена, содержа- 
щаго 2 членовь, мы доказали, что онъ вЪренъ и для полинома, имћющаго од- 
нимъ членомъ больше. Но »началъ мы видфли, что законъ вфренъ для трех- 
члена, с2Ъд., по доказанному, онъ вЪренъ, и для четырехчлена; а будучи в%- 
ренъ для четырехчлена, онъ в%ренъ по доказанному, и для пятичлена, ит. 
д. — одпимъ словомъ, для всякаго многочлена. Итакъ: хєадратъ мноючлена 
равенъ аллебраической суммъ квадратовь всњкъ ею членовъ и удвоенныть 
произведений каждалю члена на каждый за нимь слљдующій. 

Новый методъ доказательства, съ которымъ мы здфеь впервые ветрфтились, 
называется с7062бомь заключєнія отъ п къ п--1; ү англійекихъ математиковъ 
онъ извфетенъ подъ именемъ метода математической или демонстративной 
индукцёи. Пзъ предыдущаго видно, что методъ этотъ состоитъ въ слъдующемъ: 
сначала спрлведливость доказываемаго закона подтверждается на частномъ при- 
мЪрь, какъ напр. у насъ на трехчленъ; затћмъ, — и это существенная часть 
доказатольства по этому способу, — доказываетса, что если теорема върна для 
какого лабо случая (напр. для и члена), то она върна и для ближайшатю слу- 
чая (въ нашей теорем — для ®-|-1-го члена); отсюда слфдуетъ, что будучи 
вфрна въ одномь случа, ова вБрна въ ближайшемъ къ нему, затћмъ въ елу- 
чаъ — ближайшемъ къ поелъднему и т. д; сдЪдовательно, теорема върна и для 
вефхь случаевъ, слфдующихъ за тЬмъ, съ котораго мы начали. 

Нзобрьтен!е этого способа приписываютъ швейцарскому математику Бер- 
нулли. 


115. Сгруппировавъ члены квадрата полинома иначе, можемъ дать ему елђ- 
дующій видъ: 

(аУ4-0У4-с4-24-. = -- ОАА 
о) 4-а 4-94-04 дее. . 4. 

Откуда видно, что квадрать многочлена равепъ: квадрату 1-0 члена, -|- 
удвоенное произведен е 1-го члена на 2-ой, -|- квадратъ 2-го, —- удвоенное про- 
изведеніе суммы первыхъ двухъ членовъ на 3-й, -{- квадратъ 3-го, -|- удвоен- 
ное произведевіе суммы первыхъ трехъ членовъ на 4-ый, -|- квадрать четвер- 
таго, ит. д. 

Въ этой ФормЪ квадрать многочлена примфняется при извлечени квадрат- 
наго корня изъ многочлена. 

116. Примъръ. Найти (4422° — Та? — ба'т-|- а?)?. 

Прамфняя первую Формулу, найдемъ 

16202 -|- 494% -- 360%? -- в 
— 56455? — 48а*2* -|- 8а?х? 
+ 844723 — 14484 
— 12а'5; 
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сдлавъ приведеніе и расположивъ члены по убывающамъ степеняхь буквы 2, 
получимъ 
16аїх° — 5бал° -- аё* | 92713 + 22а — 13а - а". 
Примњчаніе. Если сумму квадратовъ членовъ полинома изобразить сокращен- 
но знакомъ Уа?, а въ сумм удвоенныхъ произведен вынести за скобки 2, 
выраженіе же въ скобкахъ, равное алгебраической суммъ произведен! каждаго 
чдена на каждый, за нимъ слёдуюцщий, изобразить въ Фори Хаб, то гормулу 
квадрата многочлена можно представить въ сокращенной Форм» такъ: 


(а4-52-4-с-- . = Ха? - 4546. 
117. Кубъ многочлена. — Въ $ 37, ІҮ мы нашли, что («- 0) = -[ За? 


—- 300° 4-0%. На основан этой Формулы, взявъ триномъ с -|- 2 |--с и принявъ 
на-время 2 -|- 0 за одинъ членъ, имфемъ: 


ао (а 0) 4 а == (4-0) 4- 3004 0) 3(а 0) оза? 
— 3а -- 340° 4-0% -- (3а -|- баб -|- 30%)е -- Зас -- 00° - с? = 
а -|- 08-с -|- За? -– Зав Е За 30% | Зе?а | 376 –|- бабе. 
Такимъ-же образомъ, взявъ четырехчленъ, и возвысивъ его вь кубъ, нашли-бы. 
(«4-0-- с а) = а? 4- 5°: 4 с? а 
| +4- 3476 | За?с -- Заза 
+} 363а -- 30% 3654 
- За ~) 3% -- 3е4 
+ 34а -|- 345 4 30е 
+- баре -- бара --- баса 
— 664. 


Изь этихъ частныхъ случаевъ видно, что кубъ взятыхъ въ нихъ поляно- 
мовъ состоить изъ алгебраической суммы: кубовъ вефхъ членовъ, утроенныхь 
произведешй квадрата каждаго члепа на каждый изъ остальныхъ, п ушестерен- 
ныхъ произведен этихъ членовъ, взятыхъ по три. 


Докажемъ теперь, что если этотъ законъ вћренъ для полинома объ я чле- 
вахъ 4--5-4-с--0--. . . . 9, то онъ будеть вбревъ и для по: 
линома объ м -|-1 членахъ 2-54 с4-4. . . . 9 + +-- 2-4-5. Принявъ 
на-время 2-0 -рс--. . . .--2- А за оданъ членъ, по формул куба би- 
пома получимъ 
(анонса... нон ао са4.....4-41-0)24-8(0-04-с4-....-4-)8Е 

8а --оа4-..-..4-4-)94-18....(0) 
Но по допущевію, (2-4-2 --с--4-. . . . 4-4 №)* состоить изъ: 1) суммы 
кубовъ већхъ членовъ отъ а до й включительно, 2) суммы үтроенныхъ произ- 
ведевій квадрата каждаго члена а, 0, . . . , па каждый изъ остальныхъ, 
и 3) ушестеренныхъ произведеній этихъ чаеновъ, взятыхъ по три. Ве этр 
члены ваписаны ниже влфво отъ вертикальной черты; вправо-же отъ нея при- 
бавлены раскрытыя произведеня: 


8(94-04-. 0...4 А004 3(04 04е... И, 


Такимъ образомь получимъ: 
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(4424-24-44. 0...0 94-40): 





а теч. там а) 

-- За?Ь Зас--...... За + За В) 

+ 30% | Зе --...... | 302% -|- 36% ү) 
+ Зеа -|- 80% 4... .. . 4-3% ре 802] А 

ЕН 31а 1.302} а зл нЕ 32% х) 

+ За | ЗА -- 31? ое . 4- 81% А) 

4- бабе + бща+...... -- 67% + баё -|- бас |. . . 4-65 и) 


Отсюда видно, что кубъ новаго многочлена объ в | 1 чяевахъ содержить: 1) сум- 
му вубовъ вехъ членовъ отъ а до # включительно (строка а); 2) алгбераиче- 
скую сумму утроенныхъ произведен! квадрата каждаго члена оть о до / на 
каждый изъ остальныхъ (строки 8, 7,.....Л); 3) алг. сумму ушестеренныхъ 
пролзведевій веъхъ членовъ 4, 6, с,......й, Ё, взятыхъ по три. Однамъ еловомъ, 
законъ, предположенный върнымъ для многочлена объ » членахъ, оказываетея 
врнымъ и для многочлена, имћющаго однимъ членомъ больше. 

Но прямое возвышеніе въ кубъ показало, что онъ в%ренъ для четырех- 
члена, олд. онъ вфренъ и для пятачлена; а потому и для шеститлена, и т. 
д. Общность закона такимъ образомъ доказана. 

Совращенно законъ этотъ выражается формулою: 


(«4-54-24 04. .. . 4-24-54 0): = Ха? + 3Ха* 4- 6Хабе. 

118. Сгруппировавъ иначе члены второй части, можно написать: 

(ан е--. ре о 
зае с-з (аа. № 

Въ этой Форм теорема примъняетея при извлечения а корней 
изъ многочленовъ. 

119. Примъръ. Найти (52° — 302 -Р да?х — аз). 

Примфняя правило $ 117, найдемъ: 

1255° — 27а*2% -|- 84 — а^ 

— 225а 2% -- 15077 — 153 

-|- 1357 - 54а — То 

—- 604‘ — 36а — 1277? 

4 15а%8 — 9а7-- бах? — 18025 -|- 90а! — 60а%2' -|- 3646. 
ОдЪлавъ приведеніе и расположивъ члены по убывающимъ степенямъ буквы 2, 
получимъ: 
1252:° — 22544 -|- 2854727 — 282438 -|- 2048 — 123 а? 4 59а%° — 21а7а* 
- баёх — а. . 

120. Задачи. 

Выполнить указанныя дБїствія въ примърахъ: 
1. (2а?3х%)?, 3. (база), 
2. (6а?сзлх)з, 4. (— 30%03)1. 
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5. (— 3263). 17. Показать, что при р — четномъ: 
6. (—2)3.(— 2). (@— 5)? = (6 — а}, и 

Т. (—0)2%+1.(— 93. (а — Б)Р+1 — — (6— а)Р*1. 

8. (—а)"-1.(— а}. 18. (52—6у)?.(2522-360)°.(52--62)”. 
СО Е 
о » мМ Еи 
(3). 5 Е ИЕА 
о > ве (=). 
(5) -( н в (ие) 
и" Я а ОЕ 
ее) а 

а 

л.н) (яя) 

(а) а) 

зө (ая) ==). 

а ат) ара" 


31. (7а2%-?ут+ 18, 


2. (222) ; 


© 





4ать"-1 үз 

Зывуятг) ` 
4ал-162с3-т (2 Зуя 
952у3^- 256 ) | 24763 ве 


3. 0 
( 
ЗЕ. | е). ( е5 ) [и 90 | 
Е 
( 


[25 
© 


84. 


= 








(аа): © У: св): (бак) | 
642 — 49а) 


(8% — п)“ 


38, (2+: ғ (= 2а. а-- 2) а т) Р 





87. 
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39. (523у — 3222 -|- 423 -|- 21). 

40. (453 -- 7ху — Блу? уз). 

41. (7а* -|- Зазь -- За? — 2463 — 35). 

42. (2 46 — 5. ау 5. ду — у6 ), | 

43. (59523 -|- Зах? -|- 4азх -|- 20%). 

44. (1-32 -- 322 4- 23) (1 — 3% 342 — 23), 

45. (24” — 36*+1 — 402Р)2, 

46. (д9%+1 — Оузи+а | ричи, 

47. (14-22 -|- 223. 49. (22-- рж-- 4}. 

48. (За? -- 4а — 262}. 50. (23 2д2у -— 21? — уз). 





ГЛАВА 1. 


Извлечевніе корня. 


ОпредЂленіе. Правило зваковъ.—- Правило показателей. Корень изъ произведевя и 
дроби.—Извлечен!е корня изъ одночленовъ.— Задачи; 


121. Спредфлене. — Мы видфли, что корнемь то порядка из» А на- 
зывается такое количество т, которое, будучи возвышено въ пл степень, 
даеть А. — Выражая это количество звакомъ Я луБемъ, по опред®левію, два 
равенства: 

МАИ А, 
пиющя одинаковое значеніе. 


Символъ ^/ называется радикаломь порядка п; т — показателемь корня; 
вели показатель * равенъ 2, его не пишуть. 
Дъйствіе нахожденія корня называется извлеченемь корня. 


Въ этой глав% мы займемся выводомъ основныхъ правилъ извлеченія корня 
цљлато положительнало порядка. 


122. Правило знаковъ, — Слфдуетъ раземотръть 4 случая, смотря по тому, 
будетъ-ли подкоренное количество положительное, или отрицательное, а показа- 
тель корня — четный пли нечетный. 

1. Корень четнало порядка изъ положительнало количества имтеть два 
значещя, одинаковыя по абсолютной величинњ, но противоположныя по 
знаку. — | | 

Такъ квадратный корень изъ -|- 9 пыфетъ двъ величины: 4-3 и — З. Та 
и другая удовлетворяеть данному выше опредленію корня, потому-что какъ 
(4 3) = 9, такъ в (—3)*=--9. Такимъ образомъ можно написать, что 


У--9 ===3 (читается: квадр. корень изъ -|- 9 равешь паюсъ или минусъ 3). 
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Корень четвертаго порядка изъ | 16 также иметь двЪ величины 2 и 
—2, потому-что какъ (1-2) —-| 16, такъ и (— 2)* = -- 16. Штакъ у 16 
===. Вообще. 

а а, 
потому-что и (4 а)" = -|- а", и (— а)" —= Ра”. 

2. Корень нечетнало порядка изъ положительнало количества есть вели- 
чина положительная. 


Такъ УГ 8 = -|- 2, потому-что (|- 2) = -|- 8. Также {/ 4 125 = 4-5, такъ- 
какъ (-- 5)*%== + 125. Очевидно, что первый корень не можетъ равняться 
—2, а второй — 5, ибо эти числа не удовлетворяютъ опредленію корня; 
въ самомъ д5л6, — 2 и — 5, будучи возвышены въ вубъ, дають —Зи — 125. 
Вообще. 

ат а, 
потому-что (-- а)! -|- а+!; между тБмъ какъ (— а)! == — а", 

3. Корень нечетноло порядка изъ отрицательнало количества есть вели- 

чина отрицательная. 


Такь /—8=—2, потому-что (— 2) = — 8; /— 64 =—4, ибо ( — 4)° 


== — 64. Вообще 
21-1 / — д — — а, 
ибо (— а)*" +1 — — 2+1; между тъмъ какъ (-- а)" -|- а®+1. 


4. Корень четноло порядка изъ отрицательнало количества ость вели- 
чина мнимая. 

Въ самомъ дфлЪ, пусть требуется извлечь \/ — 25. Искомый корень, еслибъ 
онъ былъ возможенъ, по абсолютной величинф долженъ быть равенъ 5; но 
ни -|- 5, ни — 5, будучи возвышены въ квадратъ, не даютъ — 25, такъ-что 
/— 25 не можеть быть выраженъ никакимъ положительнымъ, и никакинъ отри- 
цательнымъ числомъ. Такія величины называютъ мнимыми. Въ противополож- 
ность имъ, обыкновенныя положительныя и отрицательныя количества, съ ко- 
торыми мы до сихъ поръ имли дфло, называютея дљйствительными. — 

Изъ предыдущаго сдфдуеть, что правило знаковъ при извлечени корня 
можеть быть выражено такъ: 

Корень кечетнато порядка имњетъ знакъ подкореннаю количества; корень 
четнало порядка изъ положительнало количества, имтеть двойной знакь (=); 
корень четнало порядка изъ отриицательнао количества есть величина мнимая. 

123. Относитьльно двойното знака необходимо замътить, что его слъдуетъ 
ставить только тогда, когда пропехожденієе подкореннаго количества остается 
неизвЪстнымъ. Напр., а? — 200 -- 0° можеть явиться какъ результатъ возвы- 


с=— (а — Б). Но если требуется извлечь квадратный корень изъ (а — 5)°, то 
не должно полагать ү (а — 5) =: (а — 0), но приписывать ему только одно 
значеніе а — 0. Точно такъ же: /(-- а)? = только 4-а, а ү(— а)? только — а. 

Относительно правила знаковъ при извлеченіи корня слфдуетъ еще замћътить, 
что данндё нами въ предыдущемъ $ правило — далеко неполное. Въ теоріи ура- 
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Вненій мы увидимъ, Что кубичный корень изъ даннаго числа имћетъ тири 
различныя величины, корень четвертаго порядка — чейыре, корень пятаго по- 
рядка — пять различныхъ значеній и т. д.; вообще — корень изъ какого угодно 


чиела имћетъ столько различныхъ алгебраическихъь значеній, сколько единицъ 
въ повазателъ корня. 


Примњчаніе. Въ предстоящемъ намъ изложенін преобразовавій корней мы 
будемъ разематривать только такъ называемыя ариометическая величины корней, 
т. е. какъ яодкоренныя количества, такъ и самые корни будемъ брать моло- 
жителные. — 

124. Правило показателей. — Пусть требуется извлечь корень эо порядка 
изъ а’, ГД а — нёкоторое положительное количество, а 2 и р, сверхъ того, 
числа цёлыя. Искомый корень долженъ представлять нёкоторую степень буквы 
а; назвавъ неизветнаго показателя этой степени черезъ х, имћетъ равенетво 


Ма — а". 
По опредленію корня, послёднй, будучи возвышенъ въ степень, изобра- 
жаемую показателемъ корня, даетъ подкоренное количество, а потому 
(аа; 
или, по правилу возвышенія степени въ степень: 
та”. 


Чтобы это равенство было возможно, необходимо, чтобы показатели обћихъ 
частей были равны, т. е. хи=р, отвуда 


р 


а= = · 


Ф 
Итакъ “Ма? — а”. 


Отеюда правило: для извлеченія корня изъ степени должно показателя 
степени раздълить на показателя корня. — 


Такъ напр. /а = а; ув —а*; ү(а-4|- 0) == (а--5); ит. д. 
125. Корень изъ произведеня, — Пусть требуется извлечь корень “о по- 


рядка изъ произведенія АВС. Докажемъ, что для этого должно извлечь корень 


даннаю порядка изъ каждаљо производителя отдњльно, и результаты пере- 
множить, т. е. что 


ЗАВО == А х УЕ х У0....(1) 


Дъйствительно, если окажется, что вторая часть равенства, будучи возвы- 
шена въ 9-ю степень, даеть АВС, то, согласно съ опредфлешемъ корня, этимъ 
и будетъ доказано, что она въ самомъ дълћ предетавляеть корень ио порядка 
изъ АВС. Итакъ, возвышаемь ҮА х В х Уб въ туо степень; замътивъ, 
что дая этого каждаго производителя отдЪльно нужно возвысить въ 2-ю степень 
и результаты перемножить, найдемъ | 


(ҮА хув ху 6) = (ү) (Ув) (Ус). 
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Но. по опрерёленію корня, (“/ А)" = А, ("/ В)" = В и (1/6)"= 0, сд. 
(АХ УВ х "У С)" = АВС, 
чЪмъ справедливость теоремы (1) и доказана. 


Очевидно, что способъ доказательства не зависитъ отъ числа множителей, 


а потому теорема доказана для какого угодно числа множителей подкореннаго 
выраженія. 


126. Корень изъ дроби. Пусть требуется извлечь корень 2-0 порядка изъ 
А . 
дроби р ' Докажемь, что Оля извлеченія корня из» дроби дожно извлечь е0 


отдњльно изъ числителя и знаменателя, и первый раздњлить на второй, 


т. ё. что 
"ТА ЧА 
в. В. 


А. 
Если окажется, что и-ал степень второй части равенства равна =, — этимъ 
справедливость равенства будетъ доказана. По правилу возвышеня въ степень 


дроби имћемъ 

(иг). л 

ув) — (уву 
по, по опредъленію корня, (5% А)^ = А, (%В)%= В, елд. въ самомъ двд 
Е А, 
(5 В 
и испытуемое равенство доказано. 


Теоремы о корн® изъ произведенія и дроби доказаны не прямымт путемъ— 
способомъ повћрки. Впрочемъ, что касается второй теоремы, то опа можетъ быть 
доказана и прямымъ путемъ. Въ самомъ дл пусть 











/з=>,. аа 


возвысивъ 06% части въ я-ую степень, имћемъ 
А 


в 
откуда А— В.” 

извлекая изъ обоихъ частей корень я-го порядка, и примняя ко второй части 
теорему $ 125, найдемъ 


УА— В.а", или УА = УВ. =, В 
Послъднее равенство показываеть, что = есть частное отъ раздълевія үА на 
У В, ед. 


я 
ув 
Подставляя выфето х въ равенство (1) его величину, находимъ 
п А _УА 


в: ИВ: 


=— ЛАЯ — 


127. Извлеченіе корня изъ одночлена. — Цфлый одночленъ есть произведё- 
не, а потому для извлеченія изъ него корня нужно извлечь корень изъ кажда- 
го производателя и результаты перемножить. Такъ 


з 
Мане (е. у)! = (ЕЗАРА хае)" у а #9). 


Отсюда правило: Чтобы извлечь корень изъ одночлена должно извлечь ео 
изъ коэффиціента, а показателей всъжь буквенныхь множителей раздълить 
на показателя корня. А 

При изваечени корня изъ дроби елфдуетъ, примфняя это правило, извлечь 
требуемый корень отдфльно изъ числителя и знаменателя, и первый раздЪлить 
на второй. Такъ 
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128. Задачи. 


Извлечь квадратный корень изъ: 





9а?д^уб. 49224 95(22 = Вы 
2522 ° 64а?’ 16а2с' 
2. т? | п? — Отт; 1— 25-27; (— 0); (— 18); 2%. 
Извлечь кубическій корень изе 

8а3у6 64069 216435315 1 
3: — 0709 105480 — 848 5 8—25 — 85 


Извлечь корни, указанные въ слфдующихь примфрахъ: 


и 
а уау, вед Сао 18097, уе, 


баве 
729218 

5. Вычислить 2-- ух, если 2(- 4), и #=(— 5). 
. Вычислить #—\/х при 22=(— 4) и при 22 (5). 
Вычислить 2— (2-5) ух при 2=(06— а)? и при 2 (— ?а)?. 
Вычислить 24/25 2 при 2 (— 14) — 95. 
Вычислить 2 4- 2 (а-|- 5)/3(а* -- 58) -- 2--10аЬ при #= (0—34)? —3(%-08). 


1. 4920406; 492162; 10008110; 














оно 


ГЛАВА 21Т. 
Извлеченіе квадратнаго корня изъ чиселъ и многочленов?. 


Опредфленія; предварительныя теоремы.-— Извлеченіе квадратнаго корня: изъ цфлаго 
1 
числа и изъ дроби съ точностью до 1 и до ўа Сокращенный способъ. Задачи. — 
Извлеченіе квадратнаго корня изъ многочленовъ; приложен!я.—Задачи. 


129. Когда число есть квадратъ другаго числа, то первое называется 
точным» квадратом, а второе точным» квадратнымь корнемь изъ перваго. 
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Такъ, 49 есть точный квадратъ 7-ми; число же 7 — точный квадратный ко- 
рень изъ 49. 

130. Теорема. Когда уњљлое число не есть точный квадрат», то 
квадратный корень изә нею не можеть быть выражень точным» 
образом ни вв цълыжь единицать, ни вв какитг-либо доляжь еди- 
ницы. 

Пусть данный неточный квадратъ будетъ №. Такъ какъ цфлое число М не 
веть квадратъ другаго цфлаго числа, то очевидно, что квадратный корень изъ 
Х не можетъ быть равенъ ни какому цфлому числу. Посмотримъ, нельзя-ли выра- 


М а 
зить УХ точно нёкоторою дробью т” Которую всегда можно предетавлять при- 


веденною къ виду несократимой рроби. Допустивъ возможность равенства 


М... 00), 


мы, возвысивъ 06% его части въ квадратъ, нашли-бы 


т ай 
=». 


с аа 
Но дробь == 77, сл. числитель ея содержитъ только тфхъ множителей, кото- 


рые находятся въ а, а знаменатель только тёхъ, которые ззключаются въ 6; 


но а шб суть числа первыя между собою, слъдовательно на а? и 6? не имфютъ 


2 


а 
общихъ мвожителей, а потому дробь тя 


щеніө, выражаемое равенетвомъ (1), привело къ ложному заключенію, что цъ- 


несократима. Такимъ образомъ, допу- 


= а потому это допущенів невозможно. 


лое число № равно несократимой дроби а 

Итакъ, квадратный корень изъ числа, не представляющаго точнаго квадра- 
та, нельзя точно выразить ни повторенемь цълой единицы, ни повторенівмъ 
какой-либо ея доли. Такіе корни называютъ несоизмьримыми съ единицею, въ 
отличіе отъ цфлыхъ чиселъ и конечныхъ дробей, которыя можно точно выра- 
жать въ частяхъ единицы, и которыя называются поэтому соизмљримыми съ 
единицею. 


Такъ квадратные корни изъ чиселъ 2, 7, 10 и т. п. суть корни несоиз- 
мёримые. Далфе мы увидимъ, что таке корни можно вычислять съ какою угод- 
но точностью. Ќогда приближенный корень разнится отъ истинной величины 
меньше чћмъ на 1, то онъ называется точнымь до единицы. 


131. Опредфленія. Квадратный корень изъ цњлео числа, точный до 
единицы, есть корень изъ намболъшоло квадрата, заключающалося въ этом» 
чисаъ, или этоть корень, увеличенный на 1. 


Пусть М есть неточный квадрать, и А* — наибольшій квадратъ, заклюзаю: 
щійся въ этомъ числ; въ такомь случа, очевидно, № будеть содержаться 
между двумя послБдовательными квадратами: А* и (А 4 1)°, т. е. 


(А41) М> А, 
10 
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откуда, извлекая корни, находимъ: 


А-11>> ХА. 


Но разность между А -- 1 и А равна единиц; а потому разности между 
УХ в А — еъ одной стороны, и между А 4-1 я УМ — съ другой, меньше 1; 
слЪдовательно, какъ А, такъ и А+ 1 выражаютъ /М№ съ точностью до 1. Но 
А есть квадратный корень изъ А*, т. е. изъ наибольшаго квадрата, содержа- 


щагося въ №, а А-- 1 есть этоть корень, увеличенный не 1: этимъ данное 
опредфленіе оправдывается. 


А называетея квадратнымъ корнемъ изъ № -— точным» до 1 по недостат- 
ку, А--1 — по избытку. 


Такъ, замфчая, что наибольший квадратъ, содержащійся въ 109, есть 100, 


заключаемъ, что квадратный корень изъ 109, точный до 1 по недостатку есть 
10, а но избытку — 11. 


132. Остаткомъ квадратнаго кория называютъ разность между даннымъ 
числомъ и квадратомъ его корня, точнаго до 1 по неоостатку. Такъ, въ преды- 
дущемъ примфрф остатокъ корня будеть 


109 — 10° или 9. 


Вообще, если данное число есть №, и корень изъ него, точный до 1 1 


недостатку, равенъ А, а остатовъ В, то, по опредфленію остатка, В = № — А*, 
откуда 


, 


— А4 В. 


Въ частномъ случаъ, когда число есть точный квадратъ, остатокъ корня 
равенъ нулю. 


ТЕорЕмА. Остатокг корня не больше удвоенноло кводратнало 
корня изъ даннало числа, точнало до 1 по недостатку. 


Въ самомъ дл, пусть А есть квадратный корень изъ №, точный до 1 по 
недостатку. Въ такомъ случа Х содержится между А“ и (А-- 1)°, а потому 
разность между № и А? меньше разности (А -|- 1) — А? или 2А -|- 1; олд. 


М — А? < 2А 4-1 
ИЛИ М А2 2А, 
ибо № — А? число цфлое. Но № — А? есть ничто иное какъ В; слъд. 
К 2А. 


Сльдствте. — Если между уълыми числами №, А и В, имњють мъ- 
сто соотношенля: 


МА Еа ВА, 


то это значить, что А есть квадратный корень изъ №, точный до 1 по 
недостатку, и что В есть остатокь этою корня. 
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Въ самомъ дл, равенство доказываетъ, что А? содержится въ М, а не- 
равенство доказываетъ, что № не содержитъ въ себъ (А--1)*, ибо В не состав- 
ляетъ 2А +1. 


Извлеченів квадратнаго корня изъ плато числа съ точностью 
до единицы. 


133. Теорію этого дйствія мы подраздВляемъ на три случая. 

134. Первый случай. Данное число меньше 100. 

Въ этомъ случа квадратный корень находятъ при помощи таблицы квад- 
ратовъ первыхъ девяти чиселъ. 

Чила: 123456789 

Квадраты: 1 4 9 16 25 36 49 64 81. 

Пусть, напр., требуется найти квадратный корень изъ 58 съ точностью 
до 1. Изъ таблицы квадратовъ видимъ, что 58 содержится между 49 и 64, 
сл. /58 заключается между Ти 8, поэтому искомый корень, точный до 1 по 
недостатку, равенъ 7, а остатокъ = 58 —49 или 9. 

135. Второй случай, — Данное число содержится между 100 и 10000. 

Пусть данное число будетъ 7865; оно содержится между 100 и 10000 или 
между 10° и 100°, а потому квадратный корень изъ 7865 заключается между 
10 и 100. Но между этими предфлами находятся двузначныя числа, а потому 
искомый корень, точный до 1, состоитъ изъ десятковъ и единицъ: пусть число 
десятковъ его будетъ 4, а простыхъ единицъ и; искомый корень выразится 
Формулою 109-|-и, и если остатокъ корня назовемъ буквою В, то замфчая, 
на основані $ 132, что данное число равно квадрату своего корня, точнаго 
до 1 по недостатку, -- остатокъ, получимъ: 

7865 — (104 -+ и)? 4-Е = 100а* -- 2.104.и-|- м*-|- К....(1) 

Чтобы найти цифру (4) десятковъ корня, замфчаемъ, что слагаемое 1004", 
какъ цфлое число, оканчивающееся двумя нулями, есть цфлов число сотенъ, и 
потому должно содержаться въ 7800 суммы, а олъд. 9° содержится въ 78. 
Докажемъ, что квадратный корень изъ наибольшаго квадрата, заключающагося 
въ 78, и дастъ намъ 4. Въ самомъ дл, изъ таблицы квадратовъ видимъ, 
что 78 заключается между 64 и 81, или между 8? и 9°. 

670695, 

Помножая эти числа на 100, мы не измЪнимъ неравенствъ; ел. 

80° < 7800 < 90° 

Если къ 7800 прибавимъ 65, то этимъ не измфнимъ смысла неравенствъ, 
Въ самомъ дёлћ, такъ какъ 80° меньше 71800, то оно и подавно будетъ меньше 
7865. Но 7865 будеть также меньше 90°. Действительно 7800 и 90° (или 8100) 
суть два ифлыя числа сотенъ; и какъ второе больше перваго, то оно превоехо- 
дитъ первое, по крайней мъръ, на одну сотню. Олд. прибавляя къ первому 

10* 
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65 — число меньше 100, получимъ результатъ, во веякомъ случа, меньший 90°. 
Итакъ 


90° < 7865 < 90. 
а отсюда, извлекая квадратный корень, получимъ: 
80 < (/7865 < 90. 


Эти неравенства показываютъ, что искомый корень больше 8 десятковъ, 
но меньше 9 десятковъ, т. е. что онъ содержить уњлылъ десятковь 8, и, мо- 
жетъ быть, нсколько простыхъ единицъ, число которыхъ никакъ не больше 9 
(ибо величина корня меньше 9 десятковъ). Такимъ образомъ, 4=8, т. е. 
цифра десятковъ корня равна квадратному корню изъ намбольшазо квадрата, 
содержащаюся въ числь сотенъ даннаго числа. — 


Подставляя въ равенство (1) 8 вифето @, найдемъ: 
7865 = 6400 2.80, “*-- В, 
а вычтя изъ объихъ частей по 6400: 
1465 =2.80и-Н + В........ (2) 


Постараемся теперь опредёлить цифру и единицъ корня. Для этого зам%- 
тимъ, что слагаемое 2.80.и еуммы 1465, т. е. удвоенное произведене 8 десят- 
ковъ на простыя единицы и корня, есть цфлое число, оканчиваещееся нулемъ, 
и потому представляющее пфлое число десятковъ. Число 2.80% заключается, 
поэтому, необходимо въ 146 десяткахъ суммы. Но въ составъ этихъ 146 десят- 
ковъ могутъ входить также десятки отъ слагаемаго и? (квадрата единицъ корня) 
и отъ возможнаго остатка В. Въ виду этого мы не можеиъ утверждать, что 
членъ 2.80и равняется 1460: онъ можетъ быть и меньше числа 1460. Итакъ: 


2.80и < 1460. 
Сокративъ на 10 и раздъливъ об части на 2 Х 8, получимъ 
146 
а 
< 5.8 

Цифра единицъ м есть число цълое, а потому изъ послъдняго неравенства 
заключаемъ, что раздливъ 146 на 2.8 и взявъ цфлую часть частнаго, мы 
найдемъ число — равное циорЪ единидъ корня, либо ее превышающее: одвимъ 
словомъ, найдемъ выспий предълъ цифры единицъ корня. Замётивъ, что число 
1465 называется первымъ остаткомъ, выводимъ изъ сказаннаго слЪдующее 
провило для нахожденія циоры единицъ корня: отдњлљивь въ первомь остатктњ 
правую цифру запятой, и раздъливь находящееся влъво отъ запятой число 
на удвоенную цифру десятковь корня, въ цњлой части частноло будем» ить 
высийй предъль цифры единиць корня. 

Въ данномъ случа®, цфлая часть чаетнаго 0тъ равдфленія 146 на 16 есть 9; 
заключаемъ, что цифра едпницъ корня :будетъ или 9, или число меньшее 9. 
Чтобы испытать, годится ли 9, мы должны корень 89 возвысить въ квадратъ 
и вычесть изъ даннаго числа: вели вычитаніе будеть возможно, то цифра 9 

‘са? 
будеть требуемая; въ противномъ саучав, т. е. если окажется, что 89 больше 
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Итакъ 
а 2.186581 < (а- 1); 


Помножая эти три числа на 100, найдемъ: 
(10а) $ 78658100 < [(а--1).10]. 


Придавъ къ среднему числу 43, мы этимъ нарушимъ возможное ра- 
венство, обративъ его въ неравенство (104)? < 78658143, усилимъ первое не- 
равенство, увеличивъ его большую часть; и, наконецъ, не нарушимъ втораго 
неравенства. Послфднее обстоятельство объясняется тфмъ, что 78658100 и 
[(@--1).10]* суть цфлыя числа сотенъ, и какъ второе больше перваго, то оно 
превосходить первое по меньшей м%р% на одну сотню; слФдовательно, увеличивъ 
меньшее число на 43, т. е. менфе чъмъ на сотню, получимъ результатъ все- 
таки меньший |(&--1).10]?. Такимъ образомъ имфемъ 


(104)? < 78658143 < [(а-- 1.10], 


откуда, извлеченіемъ квадр. корня, найдемъ 


104 < /78658143 < (2 - 1).10. 


Эти неравенства доказываютъ, что искомый корень, будучи больше о десят- 
ковъ, содержить въ себ эти а десятковъ, и однакоже не содержать а -- 1 де- 
сятка, такъ какъ онъ меньше этого числа десятковъ (въ силу втораго неравен- 
ства). Сл%довательно, опредфляемый корень состоитъ изъ а десятковъ, и, мо- 
жеть быть, нФеколькихь простыхъ единицъ, число которыхъ не больше 9; од- 
НИМЪ еловомъ, уљлылљ десятковъ въ нем» будеть а. Замфтивъ же, что а есть 
квадратный корень изъ а®, т. е. изъ наибольшаго квадрата, заключающагося 
въ чиел сотенъ даннаго числа, заключаемъ, что теорема доказана. 


189. Итакъ, число десятковъ квадратнаго корня изъ 
78658143 


веть квадратный корень изъ наибольшаго квадрата, заключающагося въ числ 
сотенъ этого числа, или, что то же, — квадратный корень, точный до 1 по не- 
достатку, изъ 786581. 


Число десятковъ этого корня. или, что все равно, число сотенъ перваго, 


веть, на основаніи теоремы $ 138, квадратный корень, точный до 1 по недо- 
статку, изъ 7865. 


Число десятковъ этого корня, т. е. число тысячъ перваго, по той же те- 
орек, есть квадратный корень, точный до 1 по недостатку, изъ 78. 


Такимъ образомъ, отдФляя 0тъ правой руки къ лъвой по двъ цифры, мы 
убБдились, что искомый корень состоитъ изъ четырехъ циФръ, что для нахож- 
денія старшей его цифры нужно извлечь, съ точностью до 1 по недостатку, квад- 
ратный корень изъ первой грани слъва, и что число граней равно числу циФръ 
пекомаго корня. 


Прилагал теорему $ 138, мы видимъ, что число сотенъ искомаго корня рав- 
но, точному до 1 по недостатку, квадратному корню изъ 7865; находимъ этотъ 
корень по правилу $ 136; 
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78 ,6518143|88 
64 
168 146,5 
х8 1344 
7121. 

88 есть число десятковъ квадратнаго корня изъ 786581; чтобы найти циеру 
едпницъ этого корня, или, что то же, циеру десятковъ искомаго корня, нужно 
изъ 786581 вычесть квадрать 880. Вычитан!е это, по частямъ сдфланное, дало 
въ остаткЪ 12100-81 или 12181 — число, которое находимъ, снеся 81 къ 
остатку перваго корня. Әтотъ остатокъ заключаетъ, слФдовательно, удвоенное 
произведеніє 88 десятковъ на единицы и квадратъ единицъ корня изъ 786581. 
Совершенно такимъ же образомъ, какъ было указано въ $ 135, можно доказать, 
что, раздливъ число десятковъ 1218 новаго остатка на удвоенное число 88 де- 
сятковъ, т.е. на 


2.38 или на 176 


мы найдемъ въ цфлой части частнаго высший предфль циеры единицъ корня 
изъ 786581. Әтотъ предфльъ есть 6; для испытанія этой циеры, удвоиваемъ 88, 
къ 176 приписывавмъ справа 6 и множимъ 1766 па 6. Произведеніе 1766 х 
х 6 ==10596 не превышаетъ 12181, а потому циора 6 годится. 


Итакъ цифра десятковъ искомаго корня есть 886. Остается найти цифру 
—____—? 
единицъ. Для этого изъ заданнаго числа слъдуетъ вычесть 8860. Вычитавів 880 


десятковъ въ квадрат сдфлано и дало въ остаткъ 1218100, который, въ сово- 
купности съ 43 составляеть 1218143. Вычитая отсюда остальныя дв% части 


2 
8860 т. е. 10596 сотенъ, находимъ 158543. 


Въ этомъ остаткъ заключаетея удвоенное произведене 8860 на простыл 
едишицы искомаго корня и квадрать единиць. Раздливъ число десятковъ этого 
остатка или 15854 на 2.886 —1772, въ цфлой части этого частнаго будемъ 
имфть высшій предълъ для циоры простыхъ единицъ искомаго корня. Преджлъ 
этотъ есть 8; для испытанія циеры 8, приписываемъ ее къ 1772 и множимъ 
17728 на 8. Произведене 143824 можно вычесть изъ 158543, сл. 8 есть дЪЙ- 
ствптельно циФра единицъ искомаго корня. Итакъ, корень = 8868, а остатокъ == 


158543 — 143824 —16719. 


ДЪйетвіе располагается слъдующимъ образомъ: 


/18658143 — 8868 
64 


168 1165: ә Шағыл 1-й частный остатокъ. 

ЖЗ :1344 

1166 !12184........ ж › А 

х 6 '10596 

17728 1158543 ....... 3ій ә» » 
х8 141894 


16719 ,..,.. . окопчат, остатонъ. 
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Окончательный остатокъ меньше 2х 8868 = 17736, слёдовательно 8868 
веть дфйствительно корень изъ даннаго числа, точный до 1 по недостатку. 

Отсюда выводимъ 

140. Правило извлеченія квадратнало корня точнало до 1 по недостатку 
изъ цтълало числа. — 

Раздњляютъ данное число на трани по двњ цифры, отъ правой руки къ 
2љв0й (послъдняя зрань слњва можеть имњть и одну цифру); число зраней 
равно числу цифръ корня. 

Чтобы найти первую цифру корня, извлекають квадратный корень изъ 
наибольщело квадрата, заключающалося въ первой грани (слњва). 

Чтобы найти вторую цифру корня, вычитають изъ переой трани квад- 
рать первой цифры корня и къ остатку сносятъ слъдующую рань: получа- 
ютъ такъ называемый первый частный остатокъ. Отдљляютъ въ немь одну 
цифру справа запятой, а стоящее влльво отъ запятой число дълять на уд- 
военную первую цифру корня: частное даст» или вторую цифру корня, или 
больше ея. Для повърки приписывають эту цифру съ правой стороны дњ- 
лителя и полученное число унножають на ту-же цифру: если произведене 
возможно вычесть изъ первазо частназо остатка, то испытуемая цифра и 
будеть второю цифрою корня; въ противномь случаь ее уменьшають на 1, и 
дњлаютъ новую повњрку такимь же точно образомь, как» и первую; продол- 
жають такимь образом» до зптьхь поръ, пока вычитаніе сдълается возможным». 

Фтобы найти третью цифру корня, къ остатку послъдняю вычитаніл 
сносять третью зранъ, и получаютъ второй частный остаток; отдъляють 
въ немь одну цифру справа запятой, а оставшееся влъьво отъ запятой чило 
дълять на удвоенное число, образуемое первыми двумя цифрами корня: ча- 
стное дасть высшій предъль для третьей цифры корня. Провъряютз цифру 
частнаю такимё же образомъ какъ и въ предыдущемь случат. 

Такимь образом» продолжаютъ поступать до тњаъ поръ, пока ‘не будуть 
снесены всњ трани, и не будеть опредљлена љослњднимь дълемемь цифра про- 
стых единиць корня и окончательный остаток. 


141. Примъры. 








І. Найти 28164249. П. Извлечь \/583749876429. 
/28 164249 = 5307 /58,37.49. 8764,29 = 764035 
25 49 
103 18167 146 937 
х 3 309 х6 876 
10601742. 1524 76149 
х 0:000 х4 6096 
1060774249 152803 | 538764 
х 7.74949 ЖЗ 458409 
0 1528065 8035529 
х 5 764032 5 
395204 


Такъ какъ остатокъ меньше удвоеннаго корня, то 764035 есть корень 
точвый до 1 по педостатку; саъд. 764036 есть корень, точный до 1 по избытку. 
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142. Опредлимъ, который изъ двухъ корней, точныхъ до 1, — корень 
по недостатку, или по избытку, точнъе выражаеть истинную величину несд- 
измфримаго корня. Можно доказать, что если, найдя корень точный до 1 по 
недостатку, окажется, что остатокъ корня не болће самаго корня, то этоть ко- 


рень ошибоченъ менфе чъмъ на если же остатокъ окажется больше корня, 


5} 


1 
то корень по избытку будетъ ошибоченъ менфе чёмъ на т 


Пусть данное число есть №; корень, точный до 1 по педостатку, пусть 
будеть а; остатокъ выразится разностью М -- а*. 


Первый случай. — Имфемъ 
а << (0-41); 


по условію, остатокъ № — а а; сад. №0 <а- 1, откуда 
1 
< “-а- 4; 
з Е 1ү 
во а1-|-а-- 2 =(а-- =) › а потому 


ч 1 ? Р) 
< (а -- 5) 
Итакъ 
9 1 Ы 
<< (а -- =) 
откуда 
а< (Ў <а +5 . 
Такъ какъ разность между крайними величинами равна г то разность между 


ут 1 Я 1 
УХ иа меньше о Сл%д. а веть корень, точный до = по недостатку, т. е. 
истинная величина / М отличается отъ а мене, чЪмъ 0тъ @--1. 
Второй случай. Если окажется, что 
У—ж>а, 
1 
то заключаемъ отеюда, что № — а? > 0 У- 4? потому-что (№ — а*) есть число 
1108; елъд. 
Т 1 А Ы 
Х>а+04- т ва М> («+ >) 
Итакъ 
1}? я 
(а 5) << (@-1% 
откуда 
1 с, 
а -- р < у Х <а +- 1 . 
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1 
Но разность между крайними числами равна =) балд. разность между 


я 1 
(«--1) и У Х меньше ГА Заключаемъ, что с -|-1 отличается отъ корня изъ № 


1 
меньше нежели на т» т. е. этоть корень ближе лежить къ а-|-1, чїмъ въ а. 


Изъ сказаннаго слфкуеть, что вылоднъе брать корень по избытку только 
тода, кода остатокь превышаеть величину корня, взятаю по недо- 
статку. 


Такъ въ примёрћ 11, $ 141, получилея остатокъ меньшій корня по недо- 
статку, и потому 764035 точнће выражаетъ величину искомаго корня, чёмъ 


число 764036. Въ примћр% $ 139 остатокъ больше найденнаго корня, и потому 
чисдо 8869 ближе къ истинной величин® корня чфмъ число 8868. 


Извлеченіе квадратнаго корня изъ дробей съ точностью до 1. 


143. ТеорЕмл. Корень квадратный изъ несократимой дроби не- 
соизмљримз, если ею нельзя извлечь отдъльно изъ числителя 4 эна- 
менателя. 


а 
Пусть -; есть данная несократимая дробь. равенство 


уе =ь 


гдЪ 5 — число цфлое, невозможно, потому-что, возвысивъ 06% части въ квадратъ, 
нашли-бы 


т. в. что несократимая дробь равна целому числу. Итакъ, квадратный корень 
изъ несократимой дроби не можеть быть выраженъ цфлымъ числомъ. По- 


смотримъ, нельзя-ли его выразить дробью, т. е. не будетъ-ли возможно ра. 
венство 


с 
гд ПОДЪ г воегда можно разум%ть дробь несократимую. Возвысивъ объ части 


испытуемаго равенства въ квадратъ, найдемъ 


в _ © 
ъ= 
с? ; 
гд д 601Ь дробь несократимая, такъ какъ, по условю, си 4— числа вза- 


имно — первыя, Но дв несократимыя дроби могутъ быть равны только тогда, 
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когда числители ихъ равны между собою, а знаменатели — между собою *), т. 6. 
когда а=с* и р —4*, что означаетъ, что а и 6 должны быть точными ква- 
дратами. Итакъ, корень квадратный изъ несократимой дроби только тогда можеть 
быть точно выраженъ дробью, когда оба члена данной дроби суть точные квад- 
раты. Въ противномъ случа корень изъ дроби нельзя точно выразить ни цф- 
лымъ числомъ, ни дробнымъ; поэтому онъ будетъ число несоизмъримое. 


64 
Такъ, квадратный корень изъ 5т извлекается точно, потому-что 64 и 81 — 


точные квадраты. Им%емъ 


/ 5. / 2 И %/5. — несоизильряны, потому-что у первой дроби знаменатель, 


у второй — числитель, а у третьей — оба члена суть неточные квадраты. 

144. ТғорЕМА. — Квадратный корень изз дробнољо числа, точ- 
ный до 1, есть квадратный корень изъ наибольшало квадрата, заклю- 
чающазося въ цълой части данназо числа, или этоть корень, сложен- 
ный съ 1. 

Пусть данное дробное число будетъ а -|- 0, гдъ а — плов число, и Б — пра- 
вильная дробь. Раземотримъ два случая. 

Первый случай: а — точный квадратъ, напр. а == 7°; тогда, очевидно, что 

а4-0 2 #°. 

Съ другой стороны: (0-5) < (7-4 1)*, ибо, допустивъ противное, т. е. 
что а 55 (7 -- 1)*, нашли бы: ар 5,°-|- 27-1; отнимая отъ обћихтъ 
частей по-ровну — 0тъ первой а, и отъ второй »°, получимъ: 5 5 27-1, т. е. 
что правильная дробь больше 1. Итакъ: 


(1) > а>; 


откуда, пзвлеченіемъ корня изъ воЪхъ трехъ чиселъ, паходӣмъ: 
г-|-1> Ух. 





1 
*) Пусть + и я 


услові яхь возможно равенство 


будуть дв несократимыя дроби, и посмотримъ, при какихъ 


а а! 
— =... Ух 1 . 
= (1) 
а, 
Опред$ляя а, им%ем»ъ: а= т; такъ какъ а — число цБлое, то 210 должно дё- 


литьея на $!; но а! не дфлится на 6!, сл. Б должно дфляться на 6!. Опредъляя изъ 
1 


аЪ А 
(1) а!, имфемъ: а1 = тр” Откуда тавимь же точно образомъ заключаемъ, что 6! 


должно дфлиться на 6. Но два числа только тогда могутъ дфлить взанмно другъ друга, 
когда они равны; елд. 6—1. Но въ такомъ случаф изъ равенства (1) слфдуетъ. 
что я а—а'!. Итакъ, чтобы двё несократимыя дроби были равны, необходимо, чтобы 
числители ихъ были равны и звамеватели. Это условіе, очевидно, есть и вполић до- 
статочное. 
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Разность крайнихъ чиселъ: ^-|-1 их равна 1, а потому 


Ма 4-2 —"<1 а (1) —Уа-5<1, 


слфд. какъ 7, такъ и х--1 выражаютъ величину /а--6 съ ошибкою, мень- 
шею 1; но х есть квадратный корень изъ а, ах-- 1 — этоть корень 4-1, сл. 
для этого случая теорема доказана. 


Второй случай: а — неточный квадратъ, и пусть наибольший квадратъ, 
содержащійся въ а, будетъ 7?; въ такомъ случаћ 


7*<а< (4-1). 
По первому неравенству: а 2> 7?, а потому и подавно 
а--6 > 9. 


Въ силу втораго неравенства, изъ двухъ цфлыхъ чиселъ: (л-- 1) и а, 
первое больше втораго, сл. оно больше, по крайней м®р%, на 1; а потому раз- 
ность ихъ больше правильной дроби 6: 


(+4 1) — а 2 6, откуда 


(ғ+ 1) > е4. 
Итакъ, имћемъ: 
("+ 1) > а-Нь> г; 
извлекая квадратный корень, находинъ: 
(+1) >24 +62, 


откуда опять заключаемъ, что такъ-какъ ("-- 1) —х=1, т0 
("4 1) —үа+5<1 и (6—1, 


а потому числа г и ғ -|-1 выражаютъ ү/а 4-б съ ошибкою, меньшею 1. Но ғ 
веть корень изъ цфлой части а числа а--6, точный до 1 по недостатку, а 
"--1 — этоть корень 4-1, елд. теорема ғдоказана и для втораго случая. 
Отеюда 

145. Правило. Для извлеченія квадратназо корня изъ дробнацо числа точ- 
но до 1, слъдуеть отбросить дробь и извлечь, съ точностью до 1, корень изъ 
ињлой части. — 


Примњчаніе. Такъ какъ у правильной дроби пзлая часть равно нулю, то 
очевидно изъ предыдущаго, что квадратный корень изъ такой дроби, точный до 
1 равенъ: 0 — по недостатку, и 1 — по избытку. 


Примъры 1. Найти \/т25 точно до 1. 


ткидывая дробь, иввлеваемъ \/72 съ точностью до 1; находимъ, что корень 
изъ данной дроби, съ требуемой точностью, равенъ: 8 — по недостатку, и 9 — 
по избытку. 


П. Найти /761,215 еъ точностью до 1. 
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Откидывая дробь, иввлекаемъ \/761 съ требуемою точностью. 


УТ,61 — 27 
4 
47 [361 
х7 :329 
39 - 
Заключавмъ, что искомый корень равенъ: 27 — по недостатку, и 23 — по 
избытку. 
3417,31 
0,459 . 
Прежде всего нужно выполнить указанное флеше, ограничиваясь нахож- 
деніемъ цфлой части частнаго, и извлечь изъ нея корень съ точностью до 1. 
Действие располагаютъ такъ: 





Ш. Найти, съ точностью до 1, \/ 


3417310 159 
3164 75.60 86. 
2533 64 


2260 166 11160 
2731 х6, 996 
2712 — 164 
_ 190 


Итакъ, искомый корень равенъ: 86 — по недостатку, и 87 — по из- 
бытку. 


Извлеченіе квадратнаго корня изъ ифлыхъ чиселъ и изт 
а 1 
дробей съ точностью до =. — 


146. Извлечь квадратный корень изъ пфлаго или дробнаго чиела А съ точ- 


І 
ностью до „_ значить найти такую прибяиженную величину для исвомаго кор- 
1 
ня, которая отличалась-бы отъ его истинной величины менфе чћмъ на и 
Пусть требуется извлечь /А, гд А — цёлое или дробное число, предетав- 


1 1 
няющее неточный квадратъ, съ точностью до —-› причемъ дробь — называет- 


ся степенью приближенія. Помноживъ и раздёливъ /А, на е, мы не измёнимъ 
его величины, олд. 





Б 


Но т үн; поэтому числителя можемъ представить въ вид /и? Х үА, или 
по правилу извлеченія корня изъ произведения, въ вид (Ат. 


› 


Такимъ образомъ 


гд Ам? — неточный квадратъ, потому что таково А. Извлекаемъ, по извћст- 


нымъ уже намъ правиламъ, /Аю? съ точностью до 1; найдемъ двъ ведиҷины — 
ғ по недостатку, и ^-- 1 по избытву, такъ что 


"12 (Ат е. 


Ап? — 
Раздфливъ эти три числа на ж, и замфтивъ что ув _ УА, найдемъ 


4+1 ГА 
=> УА> я. 





7-1 ГА 1 
Разность между крайними числами, дав а равна = олд. каждая изъ 


, 





7-1 — 1 
разностей: ия Е — (/А, меньше >; Это значить, что каждая изъ 


дробей: — и е и выражаетъ величину \/А съ ошибкою, меньшею =. 
Отсюда ны 

147. Правило. Чтобы изъ даннаю цълоло или дробноло числа извлечь 
квадратный корень съ точностью до А нужно умножить это число на 


квадрать знаменателя степени трибљиженія, изъ толученноло тпроизведенія 
извлечь квадратный корень съ точностью до 1, и раздњлить ею на знаме- 
натељя степени приближенія. 


7 
Примъры. І. Найти 4/22 18 СЪ ТОЧНОСТЬЮ ДО от. 
По правилу должны УЖА умножить на (273), что даеть 2425059; из- 
влечь изъ этого числа квадратный корень съ точностью до 1, и раздёлить его 


на 273. Ввадратный корень изъ 2425059, точный до 1 во недостатку, есть 
1557, а по избытку — 1558; раздъливъ тотъ и другой на 273, найдемъ; 


Б 192 Б 198 
273 273 ° 
Такимъ образомъ /852, 821. завлючается между числами 5292 И 5583, от- 


личаясь отъ каждаго изъ нихъ менће чЁмъ на == 273 ° 


И. Найти /З съ точностью до 0,001. 


Помноживъ 3 на 1000° извлекавмъ /3000000 до 1; получимъ числа: 1732 
и 1733, Раздливъ каждое на 1000, найдемъ 


1,732 и 1,133. 


Первая дробь выражаетъ /3 съ точностью до 0,001 по недостатку, вторая — 
съ тою же точностью по избытку. 
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Ш. Найти 
3,1415926 
7 0,58 — 
съ точн. до 26. 
100 
Помноживъ подкореннов число на 100°, извлекаемъ квадратный корень 
31415,926 


— 953 `` 6Ъ точностью до 1. Цлая часть частнаго есть 59275, а корень 
) 


изъ нея, точный до 1 по недостатку, есть 243, а по избытку 244. Раздъливъ 
каждый изъ нихъ на 100, получимъ для искомыхъ приближеній, точныхь до 


1 
100? ҷисла: 


2,43 (цо нед.) и 2,44 (по изб.) 


Сокращенный епособъ извлеченія квадратнаго корня. 


148. Предыдущія правила показываютъ, что извлечен!е квадратнаго корня 
всегда приводится къ извлеченію его изъ цфлаго числа съ точностью до 1. Это 
послёднее дЪйствіе дфлается тъмъ сложнфе, чфмъ больше циоръ содержитъ под- 
коренное число; въ такихъ случаяхъ дЪйствів значительно упрощаетея при по- 
мощи такъ называемаго сокращеннало способа. 


Пусть будеть А цёлов число, изъ котораго требуется извлечь квадратный 
корень съ точностью до 1. Искомый корень можетъ имфть или нечетное, или 
четное число цифр». 


1-й случай: корень имњеть нечетное число цифръ. Пусть въ немъ на- 
хоцитея 2%--1 циеръ; найдемъ обыкновеннымъ способомъ больше половины 
его циоръ, въ данномъ случаз э |- 1 циеръ, и буквою а обозначимь число, 
образуемое этими цифрами, сопровождаемыми столькими нулями, сколько циоръ 
осталось найти, т. е. » нулями (напр., если корень должепъ содержать 5 цнеръ и 
найденныя три первыя его цифры будутъ 234, то буквою а мы обозначаемъ число 
23400); такимъ образомъ, а будетъ число (22 -- 1) — значное. Далфе, назовемь 
буквою 2 то, что слъдуетъ придать къ а, чтобы получить истинный корень 
(2 состоптъ изъ цфлой части, имфющей я циорь и, можетъ быть, еще изъ не- 
соизмъримой десятичной дроби); полный корень выразится суммою а -|- х. Наша 
цфль — дать правило для вычисленія цфлой части 2-са, т. е. дня вахожденія 
2 съ точностью до 1 сокращеннымъ путемъ. 


По опредёленію корня имћемъ: 
А — (а-|- 2) а? -- Зал - 2°, 


ІДЕ а уже извЪстно; вычтя а? изъ обфихъ частей, и раздфливь ихъ на 20, 
найдемъь 


А — а _ 2? 


Роба... . (0). 


А —а? есть остатокъ посл нахожденія части а корня (назовемъ его буквою В); 
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раздёливъ его, вакъ указываеть Формула, ни 20, назовемъ частное этого дфле- 
нія буквою 4, а остатокъ — 7, такъ что 


В т 
за 0 зт 


подетавимъ это выражене въ первую часть равенства (1); найдемъ; 
т 23 
11 а + ва" 
откуда 





Докажемъ, что 0 и выражаетъ величину х съ ошибкою, меньшею 1. Такъ ќакъ 
г 28 
разница между 2 и 4 выражается вормулою = — :=; 70 и слфдуетъ доказать, что 


ГА а® 
ее 


Действительно, такъ какъ ~ есть остатокъ дЪленя, въ которомъ 20 есть дфли- 
7 
тель, а остатокъ меньше дфлителя, то >. < 1. бъ другой стороны, въ цлой 


части 2 находится п циоръ, а потому х меньше наименьшаго (®-|- 1) — знач: 
наго числа 10”; а сад. 2° < 10*"; затВмъ, а есть (27 -- 1) — значное число, 
сл. оно 510°", а елд. 20% 2.10°". Составивъ дв® дроби 


22 102" 
24 И эх тд" 
п замфчая, что числитель первой меныше числителя второй, а знаменатель пер- 


вой равенъ или больше знаменателя второй, заключаемъ, что первая дробь мень- 


ше второй: 
а? 10°" 22 1 
да ооа а 5. 


ГА а? 

Итакъ, каждая изъ кробей разности 558 7 5р Меньше 1, елъд. и самая раз- 
ность < 1, т. в. ошибка, происходящая отъ зам®ны х частнымъ 9, если толь- 
ко ошибка эта существүуетъ, непремънно меньше 1, такъ-что а -|- д есть вели- 
чина корня, точная до 1 

2-й случай: корень имъеть четное число цифр» дт. — Найдемъ опять обык- 
новеннымъ способомъ больше половины вофхъ циеръ корня, т. е. и | 1 цифр; 
остается найти » — 1 циФръ. Въ цфлой части 22° находится (и — 1) — значное 
число, а потому 2: меньше наименьшаго ® — значнаго числа, т. е. 2 < 10"!, 
откуда 2° < 10°, а есть 2я — зпачное число, слъд. оно — или > наименьшаго 
9 — значнаго числа, т. е. а 5 10%"-!, откуда 20% 2.10%"! Итакъ 

а® 1029-2 12 1 
а < 3 х 10% И а Зато’ 


и заключеніе относительво 9 прежнее. Р 


Если цфлая часть корня, состоя изъ четнаго числа цифръ, им%етъ первою 
цифрою 5 или больше 5, то достаточно обыкновеннымъ епособонъ пайти ровно 


ц 


ЖЕ Ее 


Ноловину вефхъ циеръ Корня. Въ самомъ д®л®, въ этомъ случа 2 < 10", а 
потому 2° < 10°"; съ другой стороны а, какъ 27 — значное число, начинающе- 
еся цифрою 5 или большею, будетъ Ў упятереннаго наименьшаго 2% — знач- 
наго числа, т. е. 255 х 10%"-!, откуда 2а У 10.10%-!, или 20 510°", а слъ- 
довательно 

22 102 


од < 108” 


Прежнее заключене относительно 4 и здфеь иметь мфето. 

Изъ сказаннаго выводимъ слфдующее 

Правило. — Для извлеченія квадратного корня изъ цълоло числа съ точ- 
ностью до 1 сокращеннымь способомь, находять обыкновеннымъ способомь бо- 
лље половины всъть цифрь корня, или же ровно половину, если, при четномь 
числь цифръ корня, первая ею цифра не меньше 5; остальныя цифры най- 
демь, раздъливь полный остатокъ на удвоенную найденную часть корня. — 


а 
или —<1. 
24а 


149. — Примъръ. Найти квадратный корень съ точностью до 1 изъ числа 
1316723456713. 
Корень имфетъ семь циоръ; находимъ четыре первыя прямымъ путемъ: 


7,31;67,93 45,67,18) 2704 
4 


47 (331 
х7 |329 
5404 12672,3 
х 4.2161 6 
25107456713 5408000 
48672000 94 


24025671 

21632000 а= 9104000; 
33936713 В— 5107456713. 
21632000 4=944. 
79304715 = 9304713. 


Найдя первыя четыре цифры корня (2704), находимъ съ точностью до 1 
частное отъ раздЪленія полнаго остатка 5107456713 на удвоенный найденный 
корень 2704000, т. е. на 5408000. Это частное = 944; слъд. искомый корень, 
точный до 1, есть 

2104944. 

150. По величин частнаго у и остатка х дЪленія, можно всегда узнать, 
будетъ-ди найденный корень @--4 точный, имъ приближенный; и въ посл%д- 
немъ случа — опредфлить, будетъ-ли онъ ошибоченъ по недостатку, или по 
избытку. 


Въ самомъ дълЪ, мы инфемъ равенство 
А — а= Ё, откуда А-а -- В; 
но В = 200 -|- ғ, слфдовательно 


А = а 4 да -- т. 
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Съ другой стороны 


(2-1-4) = а -- 24-4“. 


Отсюда: 
1) Если ғ2> 0°, то 
а-- 2074-72 а* -- 24-4, 
ИЛИ А> (4--4)*, 
откуда УА>а- 9, 


т. е. а--4 будетъ приближене, точное до 1 по недостатку. 
2) Если = 0°, то 
а + 200 4-0% 2а --4°, 
ИЛИ А = (а -|- 9), 
откуда МА=а4-4, 
т. е. 2-4-9 есть точный корень изъ А. 
3) Если, наконецъ, “< 9°, то 


а 24 -- < а? 24-4", 
ИЛИ А < (24-9), 
откуда МА<04|9, 


и потому а--0 есть приближеніе, точное до 1 по избытку. 

Итакъ: корень а -- 4 будетъ приближенный по недостатку, точный, или же 
приближенный по избытку, смотря по тому, будетъ-ли остатокъ 7 дъленія боль- 
ше, равенъ или меньше квадрата частнаго. 

Такъ, въ предыдущемъ прим%р%, остатокъ 2304713 больше квадрата числа 
944; поэтому корень 2704944 ошибоченъ менфе чЪмъ на 1 по недостатку. 

151. Опредфлимъ такъ называемый остатокъ корня, предполагая, что для 
нахождевія корня примфняется сокращенный епособъ; при этомъ различаемъ 
два случая, смотря потому, имфетъ-ли найденный этимъ способомъ корень приб- 
лижен!е по недостатку, или по избытку. 


1. а--4 есть приближене по недостатку. Обыкновенный способъ далъ 
бы ту же величину, а потому, называя остатокъ корня буквою р, получимъ 


2=А— (@-49)*. 
Замфтивъ, что 
А=а1-- За4--, и (04-09-20, 
вычитая второе равенство изъ перваго, найдемъ: 
А (атф, 

т, е. рт — 0. 

Итакъ, въ разсматриваемомъ случаћ: остаток корня равенъ избытку ос- 
татка отъ дњленія над» квадратомъ частнодо. 


2. «-|-{— приближеніе по избытку. Обыкновенный способъ далъ бы для 
корня величину 
а--9—1. 


11* 
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Ймъя равенства 


Аааа, и (а 1) 0% 4 ау —1--9—1%, 
находимъ, что остатокъ отъ обыкновенной операціи былъ бы 
ра А (а 1) 3а — 02-0) —1 
=#-Еа--9) (УЕ). 
Заключаемъ, что въ данномъ случаъ остатокъ корня найдется, если хг остат- 


ку дњленія придать удвоенный найденный сокращеннымь способомь корень, и 
изъ результата вычесть сумму квадрата частноло сь единицей. — 


152. Сокращенный способъ, вм№ст® съ указанными замфчаніями, даетъ 
средетво находить сколько угодно циеръ корня. Пусть напр. требуется найти 
У/2 съ неограниченныхь приближенемъ. Напишенъ справа отъ 2 вдвое больше 
нулей, чЬмъ сколько желаемъ найти десятичныхъ знаковъ, и вычислимъ три 
первыя цифры корня обыкновеннымъ способомъ. 


2,00.00.00.00.00.00.00.00.00.00.00.00.00.00.00.00 11,41 
1 
24 110,0 
х4 | 96 
281 400 
ха (281. 
119 
Мы нашли 141 въ кори и 119 въ остатк®. Такимъ образомъ, 141 суть 
три первыя цифры корня изъ 200000000; дв елъдующія находимъ сокращен- 


нымъ снособомъ. Для этого нужно полный остатокъ, равный 1190000, раздћ- 
лить на удвоенную найденную часть корня, т. е. на 28200 


119000.0128200 


112800 142 42 
62000 х 42 
56400 84 

5600 168 
— 1764 1764 
3836 


Находимъ въ частномъ 42 и въ остаткъ 5600. Чтобы узнать, въ какую 
сторону ошибоченъ корень 14142, нужно полученный остатокъ сравнить съ квад- 
ратомъ частнаго: 5600 >> 42°, сл. 14142 есть приближеніе по недостатку, и 
потому послёднюю его цифру (2) уменьшать не слФдуетъ. 

Имфя пять циеръ корня, можно сокращеннымъ способомъ найти слъдующія | 
четыре циеры. Для этого надо знать остатокъ, который дала бы обыкновенная 
операція поел нахожденія части 141420000 корня изъ 20000000000000000, 
т. е. остатокъ корня р. Такъ какъ а-[ 4==14142 есть приближеніе по недо- 
статку, тор == — 0° = 5600 — 1764 —3836. Приписавъ сюда 8 нулей, дфлямъ 
полученное число на 2а — 282840000 
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Е аиы 1356 
98984: 1356 1856. 
100760 :: 8137 
84852 6780 
159080: 4068 
141420: 1356 _ 

176600 1838736. 

169704 

_ 68960000 
— 1838736 
^ 67121264 


Находимъ въ частномъ 1356, а въ остаткЪ 68960000. Такъ какъ этотъ 
оетатокъ больше 13567, корень снова ошибоченъ по недостатку: онъ равенъ 
141421356. 

Зная девять циоръ корня, можемъ сокращеннымъ способомъ найти слЪду- 
ющія восемь; для этого опредфляемъ остатокъ корня: 


о == 68960000 — (1356) = 67121264. 


Приписавъ къ остатку корня 16 нулей, а къ удвоенному найденному корню 
8 нулей, дълимъ 


6712126400000000100000000 128284271210000000 
1055272160 ::: 798730950 = 
2067440240: 
875812560 
2688449400. 
1428579920. 
143668600 


Въ частномъ мы нашли 23730950, и какъ остатокъ дфленя больше квад- 
рата частнаго, найденный результатъ ошибоченъ по недостатку; пмћемъ 


/2=1,4142135623730950, 


съ точностію до 1 шестнадцатаго десятичнато мЪста. Очевидно, можно продол- 
жать такимъ образомъ находить сколько угодно новыхъ цифръ корня. 





153. Извлеченіе квадратнаго корня изъ числа, мало разнящагося отъ 1. — 

ё Ы . =2 
Возвысивъ въ квадратъ 1 -- >› пайдемтъ: (1 --) = -Р=-- = 06 
зультатъ, мало разнящійся 0тъ 1-- =, если = есть весьма малая дробь; отки- 


4 
извлекая изъ обфихъ частей квадратный корень, найдемъ: 


ИЕ =1+ 55 


приблизительно. Опредфлимъ предълъ погрЪшности этого приближенія, т е, 
разности 


= #18 
нувъ —› получимъ приблизительное равенетво (1-- >) —1 4 є, откуда, 


«= (1+5) И 
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Умноживъ и раздъливъ это выражене на сумму 
(1+5) += 
находимъ: 
(1+5) -а+5 1 
ИЕ ае 


Откинувъ въ знаменател малыя дроби 5 и = (подъ знакомъ корня), мы 


& — 


этимъ знаменателеиъ уменьшимъ, а слЪД. выражене второй части увеличимъ, 
тавъ-1то будетъ 


:® 


2 Й 
<“, ши а<%. 
14+У1 8 | 
Отеюда заключаемъ, что для извлечения квадратнало корня изъ числа 1 -|- є, 


мало превъшающаљо 1, достаточно прибавить къ 1 половину избытка =: най- 
=} 
демь результать, точный до 8 "0 избъитку. — 
Примъръ. Найти приближенно \/1,000694. 


По правилу имфемъ: 


плат. 0,000694 
у1,000694 =1-- 5 —=1.000347 
7% 
съ точностью до 510 или Д0 т Заключаемъ, что ошибка не вліяетъ на п0- 


слЪдній десятичный знакъ приближенія 1,000347. 


154. Признаки неточныхъ квадратовъ. — Въ заключен!е укажемъ нЪкото- 
рые признаки неточныхъ квадратовъ. 


1. (20)? = &п?, т. е. квадратъ всякаго четнаго числа (2и) длится на 4, 
а слъд. обратно, четное число только тогда можеть быть квадратомъ, когда 
оно длится на 4. Само собою разумћетоя, что изъ этого не слфдуеть, чтобы 


всякое число, дЪлящееся на 4, было необходимо точнымъ квадратомъ; такъ, 40 
есть неточный квадратъ. 


2. (28-1) —4и*-|- 49 4-1, т. е. всякое нечетное число имфетъ квад- 
рать вида 47 -- 49 --1, т. е. такой, который, будучи уменьшенъ на 1, д%- 
литея на 4; елд. обратно, нечетное число только тогда можеть быть точиымъ 
квадратомъ, когда оно, уменьшенное на 1, длятся на 4. 


3. Изъ умноженія цфлыхъ чиселъ извъстно, что произведен!е двухъ такихъ 
чиселъ оканчивается тою же цифрою, какою и произведеніе ихъ простыхъ еди- 
ницъ. Но квадраты чиселъ 1,2,3,....,9 оканчиваются цифрами 1,4,5,6,9, но 
не оканчиваютея цифрами 2,3,7 и 8. Нзъ этого слфдуеть, что веякое цълое 
число, оканчивающееся одною изъ цифръ: 2,3,7 и 8, не можетъ быть точнымъ 
квадратомъ. Здфеь опять слъдуетъ зам$тить, что если число оканчивается одною 
изъ циФръ: 1,4,5,6 и 9, то оно не есть необходимо точный квадратъ; такъ, 
625 есть точный, а 15 — неточный квадратъ, 
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4. Если число оканчиваетея 5-ью, его квадратъ долженъ оканчиваться 25-ью. 
Въ самомъ дЕлЪ, разсматривая число какъ сумму десятковъ и простыхъ еди- 
ницъ, Находимъ, что квадратъ десятковъ оканчивается двумя нулями, удвоенное 
произведен!е десятковъ на единицы, въ данномъ случаћ, будетъ оканчиваться 
также двумя нулями, ел. квадратъ числа, оканчивающагося 5-ью, необходимо 
оканчивается 25-ью. Слёд., всякое число, оканчивающееся 5-ью, котораго пред- 
поелфдняя цифра не есть 2, не м. б. точнымъ квадратомъ. 

5. Ввадратъ числа, оканчивающагося нулями, инфетъ нулей вдвое больше, 
т. е. четное число ихъ. Олћд., число, оканчивающееся нечетнымъ чиеломъ ну- 
лей, не есть точный квадратъ. 

155. Задачи. 

Извлечь квадратный корень изъ чиселъ: 

1. 961. 2. 3136. 3. 4096. 4. 5695. 5. 6889. 6. 8649. 7. 9801. 8. 15376. 
9. 45369. 10. 106929. 11. 207936. 12. 622521. 13. 185761. 14. 163216. 


15. 40000. 16. 1841449. 17. 846398. 18. 2619761. 19. 2717741. 20. 1019918. 
21. 67848169. 22. 6031936. 23. 25482304. 24. 97377424. 25. 150229108836. 








1369 2601 4624 1681 
26. 1848999439. 27. 15968016. 28. 95 29: 196 30. 1596 31. 6889 
5329 576 99856 „. 
32. 8394 ` 38. 15369 ` 34. 84° 35. 13,69. 36. 5760,81. 37. 33708,96. 38. 227,7081. 
39. 4762,104064. 40. 0,09. 41. 0,2209. 42. 0,013689. 43. 0,00056644. 
1 „19 13 1 
44. 10955 =. 45. 750 55 46. 141212 47. 29355 9 48. 0,010816. 


49. 0,00008649. 


Вычислить квадратный корень изъ слфдующихь чиселъ съ указаннымъ прибли- 
женіемъ: 


50. 38 до ны 51. 46 до о 52. 112 о 53. 95 до 2. 54. 213 до 0,1. 


5 4 8 
55. 27 до 0,001. 56. 82 до 5 57. 315 до 0,0001. 58. 61 до 0,001. 59. 75 


до 0,0001. 60. 18 до 0,00001. 
61. Найти корни изъ чиселъ: <) 3; В) 5; ч) 7; 8) 11; :) 12 съ пятью десятич- 
ными знаками. 
А 2 
62. Найти корни изъ чиселъ: <) 3; В) 5,5; 7) 3 г 8) 0,9; =) 0,209 съ 6-ью 


десятичными знаками. 
08, ра 
118° “7 1719 
ными знаками. 


108 


63. 1) 3) 97 Е 4) 156; 5) 317,6; 6) 145,3 съ 5-ю десятич- 


64. Приложить правило $ 153 къ нахожденію приближенныхъ корней изъ чиселъ: 
1) 1,00004; 2) 1,0003; 3) 1,00118; 4) 1,000708; 5) 1,000000556; 6) 1,00087; 
7) 1,00000000013924. 

65. Главния планеты, вращающіняся вокругъ солнца, сут: Меркурій, Венера, 
Земля, Марсъ, Юпитеръ, Сатурнъ, Уранъ и Нептунъ. Ихъ среднія разетоянія оть 
солнца суть: Меркурія — 0,3871; Венеры — 0,7233; земли — 1; Марса — 1,5237; Юпи- 
тера — 5,2028; Сатурна — 9,5389; Урана — 19,1826; Нептуна —- 30,0370. Продолжи- 
тельность сидерическаго обращенія земли вокругъ Солнца равно 365,2563744 сутокт. 
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Вычислить времена сидерическихь обращев1й другихъ нланеть, зная, что, по треть- 


ему закону Кеплера, квадраты этихъ временъ относятся между собою кақъ кубы сред- 
нихь разстояній? 


Извлеченіе квадратнаго корня изъ многочлена. 


156. Корень изъ многочлена только въ исключительныхъ случаяхъ извле- 
комъ, т. е. можетъ быть выраженъ въ Фориъ раціональнаго многочлена. 

° Ддя возможности извлеченія квадратнаго корня изъ многочлена, послъдній 
долженъ содержать не менће трехъ неприводимыхъ членовъ. Въ самомъ дЪл%, 
если данный многочленъ есть двучленъ, то корень изъ него не м. б. выраженъ 
точно ни одночленомъ, ни многочленомъ, потому-что квадратъ одночлена есть од- 
ночленъ, а квадратъ простъйшаго многочлена — двучлена, содержитъ три непри- 
водимыхъ члена. 

Пусть данный многочленъ будеть точный квадратъ: 
254356 — 204355 | 749151 — 48а -|- 57а‘? — 28 ах -- 4%, 
расположенный по убывающимъ степенямъ главной буквы =, и пусть 


ра... ...... 


будетъ квадратный корень изъ него, также расположенный по убывающимъ сте- 
пенямъ х. Данный многочленъ, какъ квадратъ своего корня, будетъ = (р -- 4 -|- 
+8...) или, раскрывъ этотъ квадратъ, получимъ равенство 
95а226—90а315-|-74а*1—48а%34-57а%2—98а70-|-4а—р?--2р--0-- 
2(--дт- 
-Нао-ени-я--.... (1) 
Вторая часть этого равенства, по раскрытіи сғобокъ и по приведеніи, должна 
давать первую часть, поэтому равенство это веть тождество, а елъд. высшіе 
члены въ объихъ частяхъ должны быть равны. Но вторая часть есть произ- 
ведене (0У4-0-- ... (2-4-0... ), а потому высшій членъ ея равенъ про- 
изведенію высшихъ членовъ сомножителей, т. е. == р.р или р?. Итакъ р? = 
— д5а?х*, откуда 
р = /25а% 2. 
Олъд. чтобы найти высшій члень корня, нужно извлечь квадратный 
корень изъ высшоло члена даннало пољинона. 


254125 + дах". Возьмемъ для р его значен!е со знакомъ --, т. е. поло- 


жимъ р== 4- 5ах?, Вычтя изъ первой части равенетва (1) 25475‘, а изъ вто- 
рой р”, найдемъ тождество 


— 2037-74 ал 48-4... 9-Я ( р-н .... (2), 

а потому высшие по буквъ = члены его должны быть равны; но высшій членъ 

второй части есть 270, потому-что р и 4 суть высшіе члены корня. Олд. 

2р4 == — 20а*2*, или, такъ какъ р== 5ах°, то: 1042.4 = — 20а%5, откуда 
(= — 20а35:10а° — — 2а, 

Отсюда: чтобы найти второй член корня, нужно вычесть изъ данноло 


иолинома квадрать первало члена корня, и высшій членъ первало остатка 
раздљлить на удвоенный первый члень корня. 
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долженъ-бы быть нулемъ — К, а корень — 0; такъ какъ остатокъ получилея по 
вычитани изъ Р вефхъ членовъ квадрата многочлена 0, то Р — 0% К, откуда 
Р— 1% -- К, 

Эта Формула и служить для преобразовавія неточнаго квадрата. 

ПримърУъ 1. Возьмемъ полинонъ, расположенный по убывающимъ степе- 
нямъ главной буквы, напр. 

9а?х" — 24а323 -|- 46а‘? — 20а -- 13а°. 

Если этоть мноточленъ есть точный квадратъ, то нисшій членъ корня долженъ 
быть равенъ \/13а*, а слъдующій затъмъ остатокъ долженъ быть нулемъ. Если 


оба эти условія окажутея невыполненными, то должно заключить, что данный 
полиномъ не есть точный квадратъ. Примъняемъ правило $ 157. 
а?л! — 24а%1° -|- 464421 — 20а55 -- 13а‘ | Зал? — 4а?х | 5а? 
-= 24а%х° = 16а? (6442 — 4а1х)( — &а?х) 
30415 — 20а -- 13а° *_ Вад -1 Ба?) .Баз 
— 30417 = 40а5х -=25а8 а о 
20а5х — 12а 





Найдя въ корнф членъ -- 54°, и замфчая, что: 1) онъ не равенъ у13а%, а 2) 
что слФдующий остатокъ не есть 0, заключаемъ, что данный полиномъ не есть 
точный квадратъ. Примфняя Формулу Р— 0*-- В, можемъ его представить въ 
видф 
(3а — 4а?х -|- 5а*)? 4 20а? — 194°. 

ПримърЪъ П. Нусть данный полиномъ расположенъ по восходящимъ сте- 

пенямъ главной буквы, напр. 
1— 52-42 — 62° -- 82". 

Если этоть многочленъ — точный квадратъ, то дойдя въ кори до члена, со- 


держащаго 2°, и получивъ затфмъ остатокъ неравный 0, должны заключить, 
что данный полиномъ есть неточный квадратъ. 














1—50 407 — ба? 4-8 125. 3а 38а 
95 р) 8 16 
1 бус 24° НЕЕ ЗЕРЕК >: 
о (@2—5=)(—5=) 
9 2 з Г 3 9 
— ит — 6х 32 9 9 
(2—52 — в”) (— а") 
9 45 81 8 8 
== 5% цс не Е — 4 
-4 8 64 
| 98 3 у 481 
— =. 2 Е" 
8 64 р) 95 95 8 93 3 
бл — 2 —— А 
93 62.465 4 __ 837; __ 8649. ( 5 4 16 )( 16 ) 
Е ты рт 
1429, 837 у 8649, 
6с 64 2567 | ит. Д. 


Разница этого случая отъ предыдущаго заключается въ томъ, что степени 
главной буквы въ посл%довательныхъ остаткахъ повышаютея, а это ведетъ за 
собою возможность полученія въ частномъ неограниченнаго числа членовъ иц- 


лыхъ относительно главной буквы, такъ что разложен!е многочлена по формул 
Р 02-- В, гд 0 и В — цёлыя относительно = выраженія, — неопредфленно. 


160. Приложенія. — І. Найти условіє, необходимое и достаточное для 
тою, чтобы квадратный триномъ 


ах -|- с 
быль точнымъ квадратом». 


1-й методъ. Найдемъ остатокъ Е корня изъ даннаго тринома, 
ах? -|- 6х -|-с | | ж/а-- 


ыта а) 


е— — 


4а 


Чтобы триномъ былъ точнымъ квадратомъ, необходимо и достаточно чтобы 
остатокъ быйъ равенъ нулю, т. е. чтобы 
' р? Е 
с — ==0, или 6 — 4ае=0. 
42 


2-й методь. Положивъ 


аа 4-№ с (ох -- В)? 


и раскрывъ вторую часть, найдемъ тождество 


аз ох -|- сс а?а -|- ЗаВх -|- 8°; 
приравнивая козоФищенты при одинаковыхъ степеняхъ =, найдемъ три условия: 


И 


<... 


Эти три условія должны существовать совмфетно, а потому величины а и В," 
выведенныя изъ 1-го и 3-го, должны удовлетворять второму. \. 

Тавимъ образомь найдемъ: 6=—==2/2 ./с , или 52 446; 

ПримъчАНІЕ. Еслибы а равнялось нулю, то изъ условія 5* = 4ас, слћ- 
дуестъ, что и $ должно о; триномъ приводится въ этсмъ случаЪ къ с: это есть 


квадратъ количества /с. Поэтому можно сказать, что каково бы ни было а, ис- 
комое усдовіе есть 5? — 4—0. 


П. Найти условіе, необходимое и достаточное для того, чтобы триномь 
ах 4|- ху су* 
быль точнымъ квадратом. 
Различаемъ два случая: 1) а=0; 2) а не равно о. 


Когда а=0, то, какъ триномъ не можетъ имфть выешею степенью х— 
первую, необходимо положить и 5 — 0. Это условіе, будучи необходимымъ, вмфоть 
съ тёмъ и достаточно; ибо, если оно выполнено, то триномъ приводится къ су"; 
а это есть точный квадрать количества /с. у. 
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Пусть а не равно нулю. Извлечение корня даетъ: 
аа? - Эвзу 4- су? "Ува 
а 
р? Е ъ Ь 
— рау у { 24а. — |. 
асла 


52 02 — ас 
Заключаемъ, что если = — с, или 





не равно нулю, т. е. вели 5° — 


ас отлично отъ нуля, триномъ не есть точный квадратъ. Итакъ, необходимо, 


чтобы }* — ас равнялось нулю. Этого ‘условя, вмъстъ съ тъмъ, и достаточно; 
ибо равенетво 


А 5 — о \, ас, 
аа" -|- ху 4 су? | Ҹо. 4 РТ += 9 
а 
показываетъ, что какъ скоро 5% ос, данный триномъ превращается въ точ- 
ный квадратъ количества | 
аг 4-00. 
уа 
Ш. Найти условзя, необходимыя и достаточныя для того, чтобы полином 
ах? -|- ау а"2°-4- уе 0х -|- 26" ту 


быль точнымь квадратомъ. 


у у, или 


Въ этому примфру можно приложить общій методъ, которымъ мы пользо- 
вались въ двухъ предыдущихъ примфрахъ. Но мы выведемъ искомыя уеловія 
изъ условій, найденныхъ въ предыдущемъ прим%р%. 


Различаемъ опать два случая: а— о и о не равно о. 


Первый случай. Когда а == 0, то, какъ данный полиномъ, чтобы быть точ- 
нымъ квадратомъ, не долженъ содержать членовъ съ первою степенью =, мы 
должны при веякихъ у и 2 имфть 


52-4 — о, 
откуда, извстнымъ уже путемъ, заключаемъ, что 
бои во: 
Полиномъ приводится къ 
ау 20у 4-а" 2. 


Изъ предыдущаго примфра знаемъ, что триномъ этого вида будетъ точнымъ 
квадратомъ при условіи 


аа" — 020. 
Итакъ, искомыя условя суть: 
0 0, В’—0, аа’ — 0. 
Второй случай. — Пусть а пе равно о. Дадимъ полиному видъ 
ах? -|- 90" 4-0) | ау? -|- 2992 -- а’. 


Его можно разсматривать какъ квадратный относительно 2 триномъ, кото- 


— 174 — 


раго первый коэвФищенть а отличенъ отъ нуля. Прилагая сюда доказанное въ 
предыдущем примър% услоше, найдемъ 


(6 | 0) —= «(а у?-- уг фа а'г?). 

Такъ какъ это равенство должно быть тождествомъ, оно должно имЪть мћ- 
сто при всякомь у и при всяком г; откуда извЪетнымъ образомъ найдемъ условія: 
078 —— да ББ! — а Б — аа 

гай 7 ==, И = Е 
Этихъ условій, выфетв съ тъмъ, и вполи достаточно. Въ самомъ дёлЪ, 
изъ нихъ имфемъ: 


"а 


/ . 
а 7 


8 мы ра 0" 


ар 
Подставляя эти значеня 0',2 и Б въ данный полиномъ, дадимъ ему видъ 
0'223 с Га 

саа 2 4 20120 | иу = 


а 
а?а? | "22 -|- 0822 -|- 25" а 4- ах -- 2аб'ту __ 
> == 





м ЕЕ си РЕ 





Гах 4-5 0 \* 
в 

Отеюда видно, что при найденныхъ үсловіяхъ данный полиномъ есть пол- 
ный квадратъ количества 


ах 4-00 4-02 
я Е А 

161, Задачи. 
Извлечь квадратный корень изъ многочленовъ: 

1. 426 — 1255 | 2524 — 2423 -|- 1627. 

2. а? — 206 | бас -|- 02 — 60е -- 9с?. 

г 
3. 9рё — Зрза -- 6р? | —— — рат р". 


а 


4042 ры Заз ыы 





4. 06 7 090888 — 4003022 -- да. 
5. 4-|- 18а? _ 9а — 44 — ваз. 
6. 9а* | 250% | 64т* | 22 — 30475 -|- 48а2т — ба? — ВОт -|- 1002 — 162. 


—1 


. 250224—400%28--309357—10а23-- 1648—2458 -|- Вад -|- 90410 60084-25. 
| 8 Әтбпі 122 382тітб , 16тиїпї , 16ә?т$. 
р 25а 3570703 73508910 ' 63р%1 ' 8101041 
9. 22 -|- 2рах | (2рт -- 42)? -- 2(08 -- ағ)? -- (248 -- 7°) -|- 27505 -|- 326. 
З 20, 9 15у , 4 
о си Е ыа 
1098 7 70 Е 16202 25 + дода 
а2ү 2% 413 2 

11. ав + 1 у 1) з. 

| 12. 04-02 4 с+4- а — 24202 -|- 2) -|- 35а? — с?) — 2с* (4? — ай). 
Н 13. 21 — (4а-|- 2)а3 4 (40° 4- 10а — 8)2% — (12а — 20 — 4) -|- 902 — 12а -- 4. 
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452: 1 818: а 4 242 а. 2003 а-- 250. 


14. — 4%. — 902 -- 186 —2%. — 30 
с 54-180 68. +492. 
15. 2 (2а--2х-- (За — 52-206) 22— (2аз-- ааа 20347. 
1 А 1 р 2? 4 
16. 2 (2) —1. 17. ааа 42—265. 
а , х3 а 24 
ВНЕ АВНЕ 00 ао раса ЕСА 
18. Ра) 1 


19. (а — 25)? — 2а(а — 25) 23-—- (а? –– 4аь — ба — 82 1.120) 2% — (4а6 — ба) 
— 462 — 1904-9. 


20. Опредфлить остатокъ квадратнаго корня изъ полинома 
28— бах’ — 32278 Табл? — а8. 


21. Вычислить по шести членовъ квадратнаго корня изъ слфлующихь биномовъ: 
а-а; 9—1; 0—0; 14-2. 
22. Опредлить, при какомъ значенін й полиномъ 
Ге! ' | 
д —-643—-717 — 62-4 А 
будетъ полнымъ квадратомъ. 


23. Опредфлить а подъ условіемъ, чтобы триномъ 32? — 5ах 1 быль полнымъ 
квадратомъ. 


24. Найти связь между коэффищентами р, 9 и 7, при которой полпномъ х6 рлі 
-- 92% --т есть точный квадратъ. 


25. Таже задача относительно полпнома 
21-1 4рх3 –- 642% -|- 4р2 +. 
26. При какой зависимости между р, 9 и э» полиномъ 
42 — 4р23 -|- 492% — 2р(т -- 1)2-- (т -|- 1) 
представляетъ точный квадратъ? 


21. Доказать, что полиномъ ахі 1 023 1- с1? Г ах-Ре представляеть точный 
квадратъ, если 
__ ас — 1?) Е (4ас — 12)? 
7 Ва? 64а 
28. Доказать, что условія, необходвмыя п достаточныя для того, чтобы поли- 
номъ 222 -|- 2рху -| су?-|- 24% 2еу-Р Г былъ точвымъ квадратомъ, суть: 
02 — ас0, 48 —аѓ== 0, е2— 70. 


а 


29. Доказать, что пропзведеніе четырехъ послЪдовательныхъ чиселъ, увеличенное 
на |, всегда есть точный квадрат. 


30. Какому условію должны удовлетворять коэффищенты а, 6 и с, чтобы поли- 
номъ 025‘ ах3-| 622 -- сх -- с? быль полнымъ квадратомъ? 





31. Доказать, что каждый изъ полпномовъ: 
24(24х — 1)(122 — 1)(82 — 1)(62— 1) 4-1, 
362(6х= 4 1)(32 -- 1)(22 4-1) 4-1, 
20404-0 ео“ 


есть точный квадратъ. 
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ГУТ А ЕВЗ А 2х ТТТ. 
Извлеченіе кубичнаго корня изъ чиеелъ и многочленовъ. 


Опредфлен!я; предварительныя теоремы. — Извлечевіе кубичнаго корня изъ пфлыхь п 
1 = р 
дробныхъ чиселъ съ точностью до 1 и до ЕЧ . — Сокращенный способъ.—Задачи. — 


Извлечевіе кубичнаго корня изъ многочленовъ. Задачи. 


162. Когда число есть кубъ другаго числа, то первое называетея точнымь 
кубомь, а второе — точным» кубичнымь корнемь изъ перваго. Такъ 125 есть 
точный кубъ 5-ти, а 5— точный кубичный корень изъ 125. 

163. Разсужденіями, приведенными въ $ 130, докажемъ, что: 

Кода цьлое число не есть точный кубь, то кубичный корень изъ нею 
нельзя выразить точно ни въ иълыхь еднначахь, ни вә какилъ либо доляаъ 
единицы. 

Такіе корни называются несорзмЬримыми съ единицею; такъ, кубичные 
корни игъ чиеелъ: 3, 10, 15 ит. д. суть числа несоизмъримыя. 

164. ОпредЪленія. — Кубичный корень изъ цтълоло числа, точный до еди- 
ницы, есть корень 13% нчибольи!а10 куба, заплючающелося въ этомъ числ, 
или этотъ корень Е 1. 

Первый называется корнемъ, точнымъ до 1 по недостатку, второй — по 
избытку. Такъ, замфчая, что наибольний кубъ, заваючающися въ 70, есть 64 
заключаемъ; что кубичный корень изъ 70, точный до 1 по недостатку, есть 4, 
а по избытку —5. 

165. Остаткомь кубичнаго корня озъ ц%лаго числа называется избытокъ 
этого числа надъ кубомъ его корня, точнаго до 1 по недостатку. Напр., оста- 
токъ кубичнаго корня лзъ 70 есть разность 70— 64 или 6. 

Вообще, если данное число есть №, кубичный корень изъ него, точный до 
1 по недостатку, равенъ А, а остатокъ — В, то, по опредфленію остатка, 
В = № — АЗ, откуда 

Я— А-В. 
Въ частности, когда № есть точный кубъ, остатокъ корня равенъ пулю. 

ТЕОРЕМА. — Остаток» кубичнало корня не больше утроеннало 
произведенія корней изъ данналю числа, точныхь до 1 по недостатку 
и по избытку - 

Въ самомъ дъл, пусть А есть кубичный корень изъ №, точвый до 1 10 
недостатку; въ такомъ случаф М содержитея между А? и (А-|-1)*, и елд. рав: 
ность между № п АЗ меньше разности (А -|- 1) — А? или ЗА(А-- 1) 4-1, т. е. 

К< 3А(А 4-1-1. 
Но К и ЗА(А -- 1) 4-1 суть числа цЪлыя, и Ё-—меньшее изъ пихъ, то оно 
меньше втораго по-крайней мъръ на 1, т. е. 
В = 3А'А +1. 
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ОлъдствіЕ. Условія, необходимыя и достаточныя для тою, чтобы 
А было кубичнымь корнемь изъ №, точнымь до 1 по недостатку, суть: 


М=А К и К23А(А 4-1). 
Въ самомъ дълъ, равенство выражаетъ, что кубъ числа А содержится въ 
№, а неравенство означаетъ, что № не заключагтъ въ себъ куба числа А 4-1. 


Извлеченіе кубичнаго корня изъ пфлаго числа съ точностью 
до 1. 


Эту теорію подраздляемъ на три случая. 

166. Первый случай. Данное число меньше 1000. 

Въ этомъ случа кубичный корень находятъ прямо при помощи таблицы 
кубовъ первыхъ девяти чиселъ. 

Чиеда: 1 2 3 4 5 6 г. 8 9 

Кубы: 1 8 27 64 125 216 343 512 129. 

Пусть требуется извлечь кубичный корень, съ точностью до 1, изъ 497. 
Изъ таблицы кубовъ видно, что это число содержится между 343 и 512, слёд. 
наибольшій кубъ, въ немъ заключающийся, есть 343; поэтому искомый корень 
—7, а остатокъ есть 427 — 343 или 84. 

167. Второй случай. Данное число содержится между 1000 и 1000000. 

Пусть дано число 341254; оно больше 1000 или 10%, но меньше 1000000 
или 100%, а потому квадратный корень изъ него больше 10,`но меньше 100, 
т. в. состоитъ изъ десятковъ и единиц: пусть число его десятковъ будетъ 4, 
а простыхъ единицъ — е; искомый корень будетъ 104 -|- и, и если возможный 
остатокъ назовемъ буквою В, то позучимъ равенство: 


341254=—=(104--и)*--Е=—10004°-4-3.1004°.0--3.104.0--и--К . . . . . (1). 

Чтобы найти цифру десятковъ корня, замъчаемъ, что слагаемое 10004° есть 
цфлов число тысячъ, а потому необходимо содержится въ 341000 суммы, а елед. 
9% заключается въ 341. Докажемъ, что кубичный корень изъ наибольшаго куба 
заключающагося въ 341, и дастъ нанъ 4. Въ самомъ дёлъ, изъ таблицы ку- 
бовъ замфчаемъ, что 341 содержится между 216 и 343, или между 6° и 7°: 

А 63 < 341 < 7°, 

Помножая эти числа на 1000, мы не измфнимъ неравенствъ, такъ-что: 


—3 —3 
60 < 341000 < 70 · 
Прибавивъ къ 341000 число 254, мы усилимъ первое неравенство. Что касает- 
—3 
ся втораго, то какъ 341000 и 70 суть цёлыя числа тысячъ и первое меньше 


втораго, то оно меньше его по крайней мфрЁ на 1000; елћд., увеличивъ пер- 


вов на 254 — число, меньше 1000, получимъ результатъ, во всякомъ случаё, 
— 


меньший 70, такъ что и второе неравенство не нарушится. Итакъ 


—3 Бы 
60 < 341254 <70, 
12 


= 118 — 
откуда, извлекая кубичный корень, имфемъ: 


60 < /341254 < 70. 


Эти неравенства доказываютъ, что искомый корень больше 6 десятковъ, но 
не заключаетъ въ себъ 7 десятковъ, т. е. что онъ содержитъ 6 цфлыхъ десят- 
ковъ, и, можеть быть, нфеколько простыхъ единицъ, число которыхъ не боль- 
ше 9. Итакъ, 4—6, т. е. цифра десятковъ корня равна кубичному корню 
изъ наибольшало куба, содержащалося въ числь тысяч» даннало числа. 


Подставивъ въ равенство (1) 6 вместо 4, получимъ: 
341254 == 216000 ++ 3.3600. -- 3.60.02 + и Е... ....... . 0) 
а вычтя изъ обфихъ частей по 216000, найдемъ 
125254 = 3.3600.0 -|- 3.60.2 4-и -– К. 


Для нахожденія цифры м единицъ корня зам%чаемъ, что слагаемое 3.3600.0 
веть целое число сотенъ, а потому необходимо заключается въ 1252 сотняхъ 
суммы. Но въ составъ этахъ сотенъ суммы могутъ входить сотни и отъ осталь- 
ныхъ членовъ ея (т. е. отъ 3.60.м?, и? и В). Поэтому, членъ 3.36000 или 
равенъ, или меньше 125200. Итавъ 


3.3600 = 195200, 
откуда 


1959 
в 
“< 3.56 


Но цифра единицъ и есть число цфлое, а потому, раздъливъ 1252 на 3.36, и 
взявъ цфлую часть частнаго, найдемъ высшій предълъ циеры единицъ корня. 
Замфтивъ, что 125254 называется первымъ остаткомъ, выводимъ изъ сказан- 
наго слфдующее правило для нахожденія цифры единицъ корня: отдљливь въ 
первом остатиъ двљъ цифры справа запятою и раздњливъ оставшееся влъ- 
во отъ запятой число на утроенный квадрать цифры дссятковъ корня, 
въ цњлой части частнало будемь имъть высшій предъль цифры единиць 
корня. 


``ЗВь данномъ елуча®, цфлая часть сказаннаго частнаго есть 10; сл®д, циф- 
ра единицъ корня будетъ 9 или меньше 9. Для испытанія цифры 9, мы долж- 
ны составить сумму 3.3600.9 -- 3.60.9 -{- 93 и вычесть ее изъ перваго остат- 
ка: еели вычитаніе будетъ возможно, то цифра 9 будетъ требуемая; въ против: 
номъ случаф ев надо послфдовательно уменьшать на 1 до тъхъ поръ, лока вы- 
читанієе сдфлается возможнымъ. Сумму, подлежащую вычлтанію можно написать 
такъ: 


[3 х 36004 (3 х 604-9) х 9] х9. 


3 х 3600 = 10800; 3х 60 + 9= 189; 188 х 9 = 1701; 10800 1701 = 12501; 
12501 Х 9==112509, что меньше 125254. 


Итакъ, цифра единицъ равна 9; искомый корень = 69, а остатокъ корня = 
== 125254 — 112509 12745. 


Действе располагаютъ слбдующимь образомъ: 


341,254 , 69 189 
216 х9 
108 [1259,54 1701 
1125 09 | 10800 
15 745 | 7 12510 

х9 
119509 


168. Общій случай. — Этотъ случай приводится къ двумъ предыдущаМь 
при помощи слфдующей теоремы. 
ТкоримА. — Число десятковъ кубичнало корня изг данназо числа 


равно кубичному корню изъ наибольшоло куба, содержощолося вв числль 
тысячз этою числа. 


Пусть данное число будетъ 495864349, и пусть а будетъ наибольший кубъ, 
содержащійея въ чиелъ тысячъ этого числа, т. е. въ 495864; въ такомъ слу- 
чав имфемъ: 


3 < 495864 < (а 1}; 
откуда, умноживъ већ числа на 1000, получимъ: 
(10а) $ 495864000 < [10 (а -- 1)]°; 
или, придавая къ среднему числу 349, что не измёнить смыела неравенетвъ, 
но обратить возможное равенство въ неравенство: 
(104): < 495864349 < [10 (а -- 1)]°. 
Сяфдовательно, извлекая корень изъ већхъ трехъ чиселъ, найдемъ: 


10а < 3495864329 < (2+ 1).10. 


Итакъ, искомый корень заключается между о десятками и а -|- 1 десятком, 
а потому содержить а десятковъ, и нЪкоторое число единицъ, не большее 9. 
Теорема такимъ образомъ доказана. 


169. Мы нашли, что число десятковъ кубичнаго корня изъ числа 495864349 
веть корень кубичный изъ 495864; число же десятковъ этого поелъдняго корня, 


или число сотенъ перваго, равно кувбаноку корню изъ 495 (по той же теоре- 
м). Отсюда заключаемъ: 


1. Чтобы найти цифру высинио разряда кубичнало корня изъ итњлљоло 
числа, достаточно раздълить ею на трани, отдњляя по три цифры оть 
правой руки къ львой, и извлечь кубичный корень изъ первой фани слњва. 

2. Число цифръ корня, точнало до 1 то недостатку, изъ ой числа 
равно числу сказанныхь зраней. 


170. Извлечемъ квадратный корень изъ , 495864349. 


Извдевая кубичный корень изъ 495864 такъ, какъ указано въ $ 167, 
найдемь число десятковъ искомаго корня: ово будетъ 79. Назвавъ цифру еди- 
ницъ корня буквою и и возможный остатокъ черезъ В, имфемъ: 


495864349 = 79. 1000 -- 3.19. .100.и-- 3.790. 4 РВ. 
12* 


рте 


— 180 — 


—3 
Вычитая изъ обфихъ частей этого равенства по 79 .1000, получим: 


2895349 — 3.79 .100.и-|- 3.790. Е и? В. 


Отсюда, извЪетными разсужденіями уб®димся, что выешій предълъ цифры еди- 
ницъ , найдемъ, опредъливъ цфлую часть частнаго отъ раздфленя 28253 на 


——2 
3. 79, т. е. на 18723. Цълая часть этого частнаго равна 1; поэтому цифра 
единидъ корня будетъ или 1 или 0. 
Для испытанія 1, составляемъ остальные три члена куба корня, т. е. 


——2 
3.79 .100 < 143.790 х 1% -- 13, что даетъ 1874671; такъ какъ это число не 
превышаетъ остатка 2825349, заключаемъ, что цифра единицъ кория есть 1, 
самый корень == 791, а остатокъ корня = 2825349 — 1874671, или 950678. 
Дйствів располагаютъ сяёкующимъ образомъ: 











495,864, 349 | 791 
343 Г х8=147. ХУЙ 
1479 [1528.64 | 14700 
1500 39 41971 
18723 1 [28253,49 | 16671 х 9150039 
18746 71 1971 
9506 78 16671 
81 БЕР 
18723==3 ж 79 , 2371 192371. 
| 1872300 
2371 
| 1874671 Х 1 


Отсюда выводимъ: 

171. Правило извлечензя кубичнаю корня съ точностью до 1 изъ цтлалю 
числа. 

Раздъляють данное число на рани по три цифры отъ правой руки къ 
лъвой, причень первая 1ронь слњва, можеть имъть и дењ цифры и даже одну. 

Первую цифру корня найден, извлекая кубичный корень изъ первой 1ра- 
ни слова. 

Чтобы найти вторую цифру, вычитають изъ первой грани кубь первой 
цифры корня, и къ остатку сносятъ вторую ърань: токимь образомъ полу- 
чается первый частный остатокъ. Отдњляютъ съ правой стороны ею двњ 
цифры, а оставшееся влњво отъ запятой число дълять на утроенный квадрать 
первой цифры корня: цњлая часть частнало дастъ высшій предъль для вто- 
рой цифры корня. . 

Чтобы узнать, зодится-ай эта цифра, приписывають ее справа къ 
утроенной первой цифрњ корня, и умножають полученное число на испытуе- 
мую цифру; къ произведению тридаютъ утроенный квдраатъ первой цифры 
корня (служивийй сейчась дълителемг), приписавъ къ нему справа два нуля, 
и умножають полученную сумну на испътуемую цифру. Если это произве- 
деніе не превъииаеть первою остатка, испытуемая цифра зодится; въ про- 
пивном» случаь уменьшають ее на 1 и снова исполняють указанное испы- 
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таніе, и т. д. пока испытаніе не дасть произведенія, не превышающало 
первый частный остатокъ. Найденную цифру приписывають справа отг 
первой цифры корня. 

Для натожденія третьей цифры корня, вычитають составленное тро- 
изведеніе изъ первало остатка, и къ разности сносять третью зрань: полу- 
чится второй частный остатокь. Съ правой стороны ею отдьляють дењ 
цифры, и дълять оставшееся влтво отъ запятой число на утроенный квадратљ 
числа, найденназо въ корнњ: цњлая часть частнаю будеть представлять 
высшёй предњлъ третьей цифры корня: испытывают» эту цифру вышеука- 
заннымь способом. 

Такимь образомь продолжалоть до тльхь поръ, пока будуть снесены вст 
рани. 


Извлеченіе кубичнаго корня изъ дробей съ точностью до 1. 


172. ТЕОРЕМА. — Вубичный корень изе несократимой дроби несо- 
измљримъ, если е0 нельзя извлечь отдњлъно изъ числителя и знамена- 
тела. 

Тоже доказательство какъ въ $ 143. 


Такъ, члены дроби 2. — точные кубы, поэтому кубичны корень изъ нея 


8482. 
Мову Б 
8 


Кубичныв корни изъ дробей —, 2, и 2. — несоизмъримы. 


173. ТЕОРЕМА. Кубичный корень изъ дроби, точный до 1, есть 
корень изг наибольшало куба, заключающаося въ цълой части даннаю 
числа, или этотз корень +|- 1. 

Доказательство аналогично $ 144. Отсюда 

Правило. Чтобы извлечь кубичный корень изъ дроби точно до 1, надо 
отбросить дробную часть, и извлечь кубичный корень изь цњлой части 
точно до 1. 

Иримъръ, Извлечь кубичный корень изъ 2896,75 съ точностью до 1. 

Откидывая дробь, извлекаемъ, съ указанною точностью, корень изъ 2896; 
находимъ результаты: 14 — по недостатку и 15 — по избытку. 


извлекается точно: 





Извлечен!е кубичнато корня изъ цђлыхъ чиселъ и изъ дро- 


з 1 
бей съ точностью до т. 


174. Правило. Чтобы извлечь кубичный корень изъ цњлазо или изъ дроб- 


1 
ноло числа съ точностью до а нужно умножить это число на, кубе знамена- 
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тељя степени триближенія, изъ произведенія извлечь корень точно до 1, и 
раздњлить ею на знаменателя степени приближеная. 
Доказательство такое же какъ въ $ 146. 


= 1 
Примъръ. Вычислить /3 съ точностью ко 100`° 

Для этого надо извлечь кубичный корень изъ 3 х 1003-т. е. изъ 3000000 
съ точностью до 1; и раздфлить результатъ на 100. 


уои 144 
1 


34 [20,00 |300 
1744 ' 136 
| 2560,00 | 436 х4==1144 
241984, 136 424 х 41696 
14016, 436 , 

16 
— 58800 
1696 
60496 х 4—=241984 





34 х 4==136 











1 
Искомый корень —1, 44 — по недостатку, п 1,45 — по избытку. 


Сокращенный способъь извлеченія кубичнаго корня. 


175. Пусть требуется извлечь кубичный корень съ точностью до 1 изъ цъ- 
лаго числа А — случай, къ которому приводятся всф остальные. Положимъ, что 
корень имфеть 222 -|-1 циоръ, и что обыкновеннымъ способомъ найдено т -- 1 
циоръ, т. е. больше половины вефхъ циеръ корня, а остается найти послъднія 
т циФръ. Обозначимъ буквою ё чиело, составленное найденными эв -|-1 циора- 
ми, сопровождаемыми э» нулями, а буквою = остальную часть корня, которая 
вообще есть число несоизмъримоє: истинный корень выразится суммою а | =. 
Итакъ: 





А = (0-2) = + о ан 275 
а 
откуда и 
Найдемъ цфдую часть 4 частнаго отъ раздъленія А — а? на За°, и пусть 
остатокъ дёленйя бүдетъ 7; слёд. позучимъ е 


А — аз 
—3 -—9 7 За? 





< А — аз 
Приравнивая два выражен!я частнаго зая › Найдемъ: 


22 
о ав а е 


откуда 


т 
| 
П; 
ПИ 
Бр 


аё 


па (145): 
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Докажемъ, что абсолютная величина разности = — = 1-- 2) меньше 2 
Э 3 а За Ы 


и что олд. 9 выражаетъ величину х съ ошибкою, меньшею 2 единицъ. 
Замфтивъ, что х есть остатовъ дфлен1я, въ которомъ дфлитель равенъ За", 


Я г 
закдючаемъ, что = < 1. Затмъ, въ цълой части х находится э циоръ, по- 


этому х меньше наименьшаго (%-- 1) значнаго числа, т. е. 2 < 10", а пото- 
му 2% < 10°; съ другой стороны а состоитъ изъ 2 -|- 1 циоръ, слёд. 2 10*"; 


Отсюда видно, 


А 1 
а потому а < 1. Наконецъ, За У 3.10°", а потому = < тб: 


что (1 + =) <2, и слфдовательно 
2? 2 
т 28 2 
а зпачитъ и абсолютная величина разности т ае, +=) также меньше 2. 
Отсюда вытекаетъ слфдующее заключение: 
чтобы извлечь, съ точностью до 1, кубичный корень изъ цњлоло числа, нахо- 
дятъ обыкновеннымь способомь больше половины всњаъ цифръ корня; затъмь 
остальныя, съ точностью до 2, находятъ, раздьливь полный остатокъ на 
утроенный квадрать найденной части корня (т. е. числа, состоящао изъ 
ш--1 первылъ цифръ сь т нулями). — 
Слфдуеть замфтить, что лишь въ исключительных, рдкихъ, случаяхъ 


приближеніе будеть ошибочно болће чмъ на 1; обыкновенно же, ошибка быва- 
етъ меньше 1; во веякомъ стучаЪ, найдя указаннымъ сокращеннымъ способомъ 


ГА д? Ея 
корень, слфдуетъ прямо вычислять предёлъ разности я ( 1 +=): 


176. Можно всегда опредълить, будетъ-ли корень, вычиеленный сокращен- 
нымъ способомъ, т. е. а--4 — точный, или приближенный; а въ послфднемъ 
случа — въ какую сторону сдёлана ошибка. 

Въ самомъ дл, назовемъ остатокъ по нахожденіи части а корня, буквою 
В; имфемъ равенство; 

А— а? К, откуда Аа? - В. 
Раздфливъ В на За?, въ частномъ получимъ 4, и въ остатк® 7; сад. 
В = 3а*.9-- у, 
а потому 
А — а? + За?д и. 
Отсюда: 

1) Если 72 (80 -|- 0)9°, то А>(а- 1 и сад. а--9 будеть прибли- 
жене по недостатку. 

2) Если “== (30 -|- 4)9°, то А—=(а-- 9), сл. а--а будетъ точный ко- 
репь. 

3) Если же ғ < (30-4), т0 А<(а- 9), а ся. а -|- 4 будетъ приб- 
лиженівмъ по избытку. | 

177. Извлечь кубичный корень изъ 9642863945769. Первыя три циеры 
опредфляемь обывновеннымъ епособомъ, 








24а = 
96,498,639,457,679 | 458 











324.28 х 125 1 607500 1358 
5503639 65 5 10864 8 
356727 5425 618364 

25 64 
| 6075. 629292 


Находимъ 458. Остатокъ В, == 356727457679; а = 45800; За? = 6292920000. 
Разд%ливъ В на 3а°, находимъ въ частномъ 56. Искомый корень — 45856. 


2 2 
Вычисляенъ ЕЕ Ее а>4.10% и 
предълъ разности ст а" (1 +- =.) Такъ какъ ў 


а а 21 4 СРЕ Е ИЕ 
2<10°, то <. Затёмъ, 302 12.10%, ол. 5. < р тор а потому 14-5. 


«14 у бои: (1-2) < Ца) те. <1. ба в 


302 а 
(1-2) <1 Воревь 45856 ошибоченъ меньше ч®мъ на 1, и какъ легко убӯ- 
дитьея — по недостатку. 


178. Задачи. 

Извлечь кубичный корень изъ чиселъ: 

1. 4913. 2. 12167. 3. 32768. 4. 132651. 5. 74088. 6. 238828. 1. 405294. 
8. 778688. 9. 3652264. 10. 9663597. 11. 71473375. 12. 30959144. 13. 137388096. 
14. 91733851. 15. 622835864. 16. 849278193. 17. 6118445789. 18. 134453795867. 


2197 5832 19 106 
19. 29704594907. 20. 3375" 21. 9961' 22. 24602. 28. 15107. 24. 1815105 - 


25. 0,000729. 26. 0,017576. 27. 0,000068921. 28. 0,010503459. 29. 0,055306341. 
30. 0,000614125. 
Извлечь кубичные корни изъ Ея чиселъ съ указаннымъ приближенемъ: 


1 3 3. о 1 1. 


36. 3 до 0,01. 37. 24 до 0,01. 38. 7 до 0,001. 39. о) до 0,001. 40. 950,35 


до 0,0001. 41. 0,36 до 0,0001. 42. 21 до 0,001. 43. 567. до 0,001. 44. 20 
75,745 | 


до 0,01. 45. 0,89 





до 0,01. 


‚Извлечене кубичнаго корня изъ многочленовъ. 


179. Пусть требуетея извлечь кубичный корень изъ многочлена 
— 125а%' -|- 150а%1! -|- 16507219 — 172а*2:* — 99а? -|- 54а" -|- 27а, 
расположеннаго по убывающимъ степенямъ буквы 2, которую мы принимаемъ 
за главную. Допуская, что многочленъ этотъ есть точный кубъ, и что корень 
изъ него, также расположенный по убывающимъ степенямъ буквы =, есть р -|- 9 
74-54... ., замфчаемь, что данный многочленъ долженъ быть равенъ ку- 
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бу своего корня, т. е. (р2--9--х--5--....). Такимъ образомъ имфемъ тож- 
дество: 


— 125а%1'% | 150а%"' -|- 1657 — 172а%° — 99а -- 54а -- 21488 = 
р? -- Зр? 4- Зра* На -- 3(р 4-9) + Зо Рае. .......... (1). 
По свойству тождества, высшіє члены обфихъ частей должны быть равны, 
а потому рз = — 1254212, откуда 
р=/— 195090 — — Баз. 
„Отеюда заключаемъ: для нахожденія высшало члена корня нужно извлечь 
кубичный корень изъ высшиио члена данноло многочлена. | 
Вычитанія изъ первой части тождества (1) — 1254951, а изъ второй — рав- 
ное этому количество р?, найдемъ тождество: 
150а% 4 16527 — 1724557 — 994558 —- 54ал -|-21а329—:3р*%--3р9°--0-- 
349% 30... (2). 
а потому высшие по буквф х члены обфихъ частей должны быть равны, т. е. 
Зр?.9 —=150а*2'', или, тавъ-какъ р —= — 5азх*, то 3.25а%%.0 =—150а%", 
откуда 
9 == 150а%211;75а%% — дах. 
„Отсюда заключен: чтобы найти второй члень корня, нужно изъ данна- 


10 полинома вычесть кубъ первало члена и высшій члень первало остатка, 
раздълить на утроенный квадрать высшоло члена корня. 


Вычтемъ изъ второй части тождества (2) Зр?а-| 3р4? 4-4%, а изъ первой 
равное этому выражене: 3.(— 5432‘)1.3а23 -- 3(— 5а"). (20228) -|- (202:°%)% 
или 150а*1! — 6047518 -- 80%; найдемъ тождество 

2254151 — 180а% — 99а%% -|- 54а*27 -- 214328 —3(р-- 4)?» -|- 
300-09-00... (8). 
Приравнивая снова высшів члены обфихъ частей, получимъ равенство 
Зр?е == 225а?х'%, или 3.254828.7 —= 225а72'%, откуда 
7 —22507510:15а658 — Зат?. 

Отсюда заключаемъ: чтобы найти третій члень корня, нужно изъ пер- 
воло остатка вычесть утроенное произведене квадрата 1-10 члена корня на 
2-ой -- утроенное троизведеніе первало члена на квадрать вторало и кубъ 
впороно, и первый член вторало остатка раздълить на утроенный квадрате 
1-40 члена корня. р 

Вычтемъ изъ второй части тождества (3) выраженіе 3(р- 4) -|- 3(р+- 9) 
7° -|- 73, а изъ первой равное ему количество: 3(— 5а: -- 2а%°)?.3а2* -|- 
3(— База - 2а?53).(Зах*)?--(За2?)3 = 225а?к'% — 180а%° | 3ба*:* — 135ал* 
+ 540427 -- 274329 225075 — 1804853 — 99а8 -|- 54а'27 -|- 27а. По вы- 
читаніи въ остаткъ въ 1-0й части получается ноль; поэтому, данный полиномъ 
есть точный кубъ, и искомый корень — — 5432 -|- 2а*%° -|- Зах”. 

Дъйстве располагаютъ сафдующимъ образомъ: 
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—1254512-1504851+-16507410—1720659—990358- Бла +97 а38 
#125098 


—503124 + 24253 Зал 

750658 

15008511 --1650150—1720649— 994318 54047 --27а3263.250858.24253+3.(—6а811). саш (20223)? 

—18048211-60а710-- 2-8а%% 754658 

22541110—1804859—994528 + 5404274 27а348 3 (—базлй + 20943). Зах2-- 
—22507219=1800659--364548-=540427--27а356 4-3 (—ба321-- 20253). 9д2й + 97036 
21350528 
0 























Отеюда выводимъ елёдующее 


180. Правило. Расположивь полиномь по убывающимь степенямь 1лав- 
ной буквы, извлекаемь кубичный корень изъ первало ею члена: получаемь пер- 
вый члень корня. 


Вычтя куб» ею изъ даннало полинома, найдемь первый остатокъ, раз- 
дњливъ первый члень этоіо остатка на утроенный квадрать тврвало члена 
корня, въ частном» получим» второй член» корня. 


Вычтя изъ первало остатка утроенное произведене квадрата первало 
члена корня на второй, утроенное произведеніе первало члена на квадрать 
вторало и кубь вторазо члена корня, получимь второй остатокъ. Раздъливь 
первый ею членъ на утроенный квадратъ первало члена корня, получим въ 
частномъ третій членъ корня. 


Бычтя изъ второло остатка утроенное троизведеніе квадрата сум- 
мы первыть двух» членовь корня на третій, утроенное произведеніе сум- 
мы перзыть двухь членовь на квадрать третьяло и кубь третьяю члена, 
найдем третій остатокъ. Раздюливь переый ею члень на утроенный ква- 
драть первало члена корня, получимь въ частномь четвертый члень корня 
и т. 0. 


Дтъйствіе продолжаютъ до тъъ торъ, пока въ остаткњ получится 
ноль. 


181. Когда неизвестно, предетавляетъ-ли данный полиномъ точный кубъ 
пли н®тъ, примъняютъ къ нему правило $ 180, замъчая, что будетъ-ли поли- 
номъ расположенъ по нисходящимъ, или по восходящимъ степенямъ главной 

Л буквы, всегда можно предвид®ть степень послЪдняго члена корня, въ предполо- 
женіи, что данный многочлевъ есть точный кубъ; она должна быть втрое мень- 
ше степени послдняго члена его. Когда данный полиномъ есть точный кубъ, 
послъдвій членъ корня долженъ равняться кубичному корню изъ послЪдняго 
члена полинома, а слъдующій остатокъ долженъ быть нулемъ. Въ противномъ 
случаћ данный многочленъ не есть точный күбъ. 


182. Задачи. 

Извлечь кубичный корень изъ многочленовъ: 
1. 628 - 808-21 4 12а. 
2. Ва3 -- 36446 — 12а 2753 -|- 54а? -|- бас? — 2702 -|- 968 — с — Збафе. 
3. 1472—1926 5и5--34323—44122и—97из--03-|- 18957 -|-21202-|-27 и — Эа. 


4. 8а 4- 364% 4- 102076? 4- 1594663 4- 168256 -- 694465 — 2030$ — 89а? -|- 
12058 — 59, 
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5. 3. Ътуз — 8536 4 36657 -|- = уз — > Буй -- 27099 — 18956 -|- 6035-|- 
7 рвут — 549798, 


23 0353, 32884 За Баб 
26 Е 96 25у ху 23уз 








ГЛАВА ХГУ. 
06ъ ирраціональныхъ чнелахъ. 


Пронсхожденіе кпрраціональныхъ чиселъ.— Несоизм$римыя величины въ геометриг.— 
Опособъ предБловъ. — Распространеніе освовныхъ законовъ дфйств на числа не- 
соизм$римыя. 


183. Изученіе обратныхъ дёйствій служить источникомъ для открытія но- 
выхъ разрядовъ величинъ. Такъ, три прямыя арлөметическія дЪйствія надъ цъ- 
лыми числами, т. е. сложеніе, умноженіе, которое есть только частный случай 
сложенія, и возвышене въ степень — частный случай умноженя, даютъ въ 
результат всегда только цфлыя числа. При изученіи же трехъ обратныхъ дъЙ- 
ствій — вычитавія, дфлешя и извлечен!я корня, открываются новые роды вели- 
чинъ, а именно: вычитанів приводить къ открытію отрицательныхъ величинъ, 
дЪленіе — къ открытію дробныхъ, а извлечене корня приводить къ двумъ 
новымъ разрядамъ величинъ — несоизмЪримыхъ и мнимыхъ. Въ этой глав 
мы займемся изүченіемъ чиселъ несоизмњримыхљь или иррашональныхь. 

184. Происхожденіе ирраціональныхъ чиселъ при извлеченіи корня. 

Обобщимъ теоремы $$ 130. 143, 163 и 172 для корня какого угодно порядка. 

Теорема І. Если иълое число А есть неточная п-ая степень, 
то корень п-10 порядка изъ нею — несоизмъримз. 

Въ самомъ дёлф, такъ какъ А не есть точная и-ая степень другаго ц%ла- 


го числа, то\/А не можеть равняться никакому цфлому числу. Допустивъ же, 


что этотъ корень равняется несократимой дроби = т. е. допустивъ возмож- 
ность равенства 


пт _ р 
УА — 9° 
имБли-бы отсюда, что 
0 
А == 9 Е 
р" 
Но р есть число первое съ 4, елъд. р” — первое съ 0", а потому =; не мо- 


9" 
жетъ равняться цёлому числу А, и допущенное равенство невозможно. Итакъ, 


корень я-го порядка изъ цфлаго числа, не представляющаго точной ю-ой стене- 
НИ, несоизмљримъ съ единицею. 


носа 
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Таковы; ү7 , \/32, 5/53, ит. д. 
ТЕоРЕМА П. Корень п-10 порядка изъ несократимой дроби А 


несоизмьъримз, если ео нельзя извлечь отдьльно изъ числителя и зна- 
менателя. 


п 
Въ самомъ дл, равенство \/ 2 —Р, гд Р — число цћлое, невозможно 


А 
ибо оно приводитъ къ равенству = 5- == Р", выражающему, что несократимая дробь 


равна цлому числу. Такимъ ае искомый корень не можеть быть выра- 
женъ цфлымъ числомъ. Но онъ не можеть быть точно выраженъ и конечною 


дробью. Въ самомъ длЪ, допустивъ равенстве = ЕА тд — дробь не- 
сократимая; имфемъ: = с, гд вторая часть — также дробь несократимая. 
Равенство этихъ дробей возможно только тогда, когда А == 0%, и В = р", т. е. 
когда А и В суть точныя я-ыя степени; если же этого нътъ то, 4/4 нельзя 


точно выразить ни въ цфлыхъ единицахъ, ни въ доляхъ единицы, салд. ко- 
рень этотъ будеть несоизмФримъ. 


з 4 
Таковы: 4 / 27 \/2 ит. п. 
44’ 7 
185. Хотя ирраціональныя числа нельзя вычислять точно, но всегда можно 
ихъ опредфлять съ какою уюдно степенью точности. 
Пусть, напр., требуется вычислить \/А, гдь А есть цёлое число, не пред- 


1 
составляющее точной 9-ой степени, съ ошибкою меньшею г ТВ р —какъ угод- 


но большое цфлое число. Умноживъ и раздфливъ данный корень на р, получимъ 
(подведя множителя р подъ знакъ корня): : 
п А — Уля". 
р р 
Если наибольшая я-ая степень, содержащаяся Ар" будеть цфлое число 7", то 
в Ар" > т, откуда, разд%ливъ већ три числа на р, 


и занётивъ, что хаў Р "А; найдемъ 


74-1 Гг г 
г >үА> =» 





1 \ 
откуда прямо слФдуетъ, что какъ г. такъ и == выражаютъ \А прибли- 


1. 
женно, съ ошибкою меньшею РИ требуемое доказано. 


эа 
А А 

Точно также, если \/ $ Г в дробь несократимая, нельзя вычислить 

точно, то можно найти его съ какимъ угодно приближеніемъ. Въ самомъ дъл%, 


помноживъ числ. и знам. на В%-', найдемъ: 
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"АВ"! = сла 
р“ =, И 


но, по предыдущему, всегда можно найти двъ а, рознящяея меньше чЪмъ 


ЕУ4-1 
р 








1 ЕЕ Е 
на е отъ УАВ”-!; пусть этт дроби будутъ 5 И ‚ такъ что 


К-т агур А 
БЕК на АВя-1 ож 
р >У >: 


раздёливъ всф три числа на В, найдемъ. 


4+1 РА 
Вр > > № Вр’ 


откуда заключаемъ, что крайнія дроби выражаютъ искомый корень съ ошибкою, 


1 
меньшею Бр 


186. Несоизибримыя величины въ геометрии. Геометрія также представляет 
примфры несоизм%римыхъ величинъ; извфетнфйня изъ нихъ: окружность кру- 
га и діаметръ, діаговаль квадрата и сторона. Чтобы показать, какимъ образомъ 
можно убЪдиться геометрически въ несоизмфримости двухъ лин, докажемъ а 
ргіогі, — еравнешемъ на самомъ дфлЪ этихъ ливій, что ді0л0наль квадрата 
несоизмљрима съ ео стороной. 


Проведемъ діагональ АС квадрата АВСр х 
и продояжимъ ее за точку А. Изъ А; какъ 
изъ центра радіусомъ АВ опишемъ полу- 
окружность, которая пересфчеть діагональ и 
ея продолжен!е въ точкахъ М и М. Для до- 
казательетва, что АС несоизмърима съ АВ, 
постараемея измърить первую изъ этихъ ли- 
ній помощію второй. 


АС 
Итакъ, составимъ отношеніе дв. 
Мы им%емъ: АС = АМ -|- МС —=АВ-Е МС, 


откуда Черт. 9. 


АС мс 1 . 
Е ее 
В ТАВ ит н 
МС 
В АВ 
опровъ приводится къ опред леню отношенія — 


МС: 
касательная, а СМ — сЪкущая къ окружности имфемъ: 


Замћчая, что СВ есть 


—2 —— 

АВ = СВ = 00 СЖ, 
АВ СМ. 
МС АВ. 

Но СМ == МА - АМ -|- МС =2АВ-- МС, поэтому 


АВ _ 2АВ-- Мб Мс 1 А 
мо ав аав Рав 


МС 


откуда 
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Вноея эту величину въ равенство (1), находимъ 


АС __ 1 
Ават 


(мс) 


. АВ 
Итакъ, снова приходится опредфлять отношевіе мб. Но эта величина 
намъ извфетна: она опредъляетея равенствомъ (2); такимъ образомъ снова мы 
АВ 
введенъ ус. которое опять нужно будетъ замфнить его величиною изъ (2), и 


т. д. Такія подстановки будуть продолжаться неограниченно, такъ-что дъйствіе 
никогда не можетъ быть закончено, потому что всегда будемъ получать отно- 


шен!е 





АВ - Итакъ отношеніе А0 представляется въ видћ 
АС 1 
АВ Но 1 

2 


1 
р. 


такъ-что оно никогда не можетъ быть вычислено съ точностію: линіи АС и АВ — 
суть, слФдовательно, линіи несоизмъримыя. 

187. ДЪйствія надъ несоизмъримыми числами подчинены тёмъ же зако- 
намъ, какъ и дЪйствія надъ числами соизмфримыми. Доказательство этого поло- 
женія основано на особомъ способ, называемомъ сиособомь #редъловъ, съ на- 


чальными основаніями котораго намъ необходимо, поэтому, теперь-же ознако- 
МИТЬСЯ. 


Слоеобъ предфловъ. 


188. Количество называется постоянным, если въ данномъ вопрос оно 
не изм®няетъ своей величины. Такъ: радіусъ въ данномъ круг есть величина 
постоянная, также сумма угловъ треугольника и т. п. 


Количество наз. перенљннымь, если оно не имћетъ одной опредфленной ве- 
личины, но измфняется въ болће или менфе широкихъ границахъ. Вапр., углы 
треугольника, хорда круга, и т. п. 


Если перемфнная величина, измняясь, приближается къ нћъкоторой посто- 
янной, такъ-что разность между ними можеть быть сдфлана какъ угодно малою, 
то постоянная называется предњломь перем нной. Для выясненія понятія о пре- 
дъл приводимъ слъдующіе примъры. 


К 1 
Примъръ 1. — Раземотримъ выраженіе 1-- = въ которомъ букв 2 бу- 
демъ послфдовательно давать цёлыя положательныя значенія: 1,2,3,....; тог- 
1 1 1 1 
да рт будеть принимать величины: а, 1 а 1+5. ... поете- 


пенно уменьшающіяся и приближающіяся къ 1. 


= 491 == 


(лёд. 1 +1 будетъ количество перемънное, приближающееся къ по0ст0- 


янному числовому значеню — къ 1. 


1 
При этомъ, разность между перемённымъ 1--- и постояннымъ 1 выра- 
1 
жается дробью —, которая можеть быть сдёлана какъ угодно малою; въ самомъ 


длЬ, желая, чтобы эта разность была меньше нужно только = — су 


а. 
100000? 
дать величину, большую 100000. 


Заключаемъ, что предъломъ перем нной 1 ++, въ данномъ случа%, будетъ 1. 


Слово предфлъ означаютъ буквами (0% (0тъ ранц. слова #тйе — предълъ), 
такъ — что можемъ предыдущій результатъ письменно выразить такъ: 


. 1 
йт (1) =1. 
Примъръ 11. — Разсмотримъ еще величину а, выраженную линіей АВ. 


Разд®лимъ эту линію пополамъ, потомъ одну изъ половинъ еще пополамъ 
и т. д. до безконечности. Величина АВ будеть имфть два выраженія: одно 


8 





7..2 
9 2% 


ЗА 


Черт. 10. 
а — постоянное, другое 


+: с Рая я ан 


состоящее изъ безконечнаго числа членовъ: это будетъ величина перемнная, 
увеличивающаяся съ возрастаніемъ я, и все бозе и болће приближающаяся 
къ а. Если взять въ этой сумм и первыхъ членовъ, то она будетъ меньше 


а . 
а На т; ЧЪМЪ больше будетъ я, тъмъ эта разница будеть ближе къ нулю, 


р [АА а 
никогда, однако, его не достигая, Итакъ а есть предълъ перем нной Е 


..... При неограниченномъ увеличени п. 


189. Замфтимъ, что одного приближенія перемфнной величины къ посто- 
винной еще недостаточно для того, чтобы постоянную принять за предћлъ лере- 
иЪиной: необходимо, чтобы разность между ними могла быть сд®лана какъ угод- 
но малою. Такъ, періодическая дробь 0,9898...., по м®рв увеличеня числа 
десятичныхъ знаковъ, увеличивается, приближаясь къ 1, но1 не есть предфлъ 
этой дроби, ибо разность между 1 и данною дробью, сколько-бы въ послЪдней 
1. Предълъ данной дроби есть 35, | 

190. Выясняя понятіе о предълъ, мы ветрътились съ особаго рода вели- 
чинами: перемънными, имфющими свойство неограниченно уменьшаться, приб- 
лижаясь къ нулю. Перемфнная величина, неограниченно приближающаяся къ 


ни взяли десятичныхъ знаковъ, всегда больше 





танча о с ВЫ 
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нулю и слфдовательно имъющая предъломъ нуль, получаетъ назване безконечно — 
малой, если ве разематривать въ состояніи близкомъ къ нулю. Такъ, разность 
между перемённою п ея предфломъ, когда перемънная приближается къ своему 
предфлу, есть безконечно — малая величина. 

Нужно остерегаться смшивать понятія — безконечно — малое и весьма малое: 
эти понятія не имфютъ ничего общаго между собою. Названіе весьма — малой 
примёняется къ постоянной величинф, настолько малой, что она ускользаетъ 
отъ оцфнки ея нашими чувствами. Напротивъ, безконечно — малая, будучи су- 
щественно перемнною, не имЪетъ опредёленной величины, и елд. величина 
ея ни чЪмъ не связана съ нашими физическими средствами оцфнки величинъ. 
Сущность безконечно-малой заключается въ томъ, что она имфетъ свойство не- 
ограниченно уменьшаться, становясь какъ угодно близкою къ нулю. 

191. Безконечно — болъшою величиною наз. такая перем нная, которая мо- 


жетъ быть сдёлана болфе всякой напередъ заданной величины, какъ бы пак, 
пяя ни была велика. 


1 
Примромъ безконечно — большой величины можеть служить дробь —, гдЪ 
2 


1 
д безконечно малая величина.- Въ самомъ дёЛ®, — можеть быть ед%лана боль- 


ше всякой заданной величины: желая, напр., сдълать эту дробь больше 100000, 
достаточно взять х меньше 0,00001. 

Понятіе о безконечно — большой величин не сдфдуетъ сифшивать съ по- 
нятіемъ 0 весьма большой величин. Такъ, 1000000 верстъ есть величина весь- 
ма большая, но не есть безконечно — большая, ибо можно задать величину, ко- 
торой она меньше. Названіе весьма большой дается величин постоянной; на- 
противъ, безконечно — большая — есть величина существенно перемфнная. 

Не елфдуетъ также смфшивать понят!е о безконечно — большомъ съ абсо- 
лютною безконечностью, взятою въ обыкновенномъ смыслћ. Абсолютная безко- 
нечность исключаеть всякую идею ограниченія и численнаго опредфленія, и 
потому не можеть служить предметомъ математическаго изслдовашя. — 

192. Свойства безконечно - малыхъ, — Г. Сумма безконечно - малыхь, взя- 
тыхь въ ораниченномь числљ, есть величина безконечно - малая. — 

Возьмемъ ® безконечно - малыхъ величинъ: ©, а, @........@„; требуется 
доказать, что сумма ихъ можетъ быть сд®лана меньше всякой преизвольно ма- 
лой величины о. Такъ - какъ ©, а..... суть величины безконечно - малыя, то 


& 
каждая изъ нихъ можеть быть сдфлана меньше 757» Поэтому имфемъ  рядъ 








неравенствъ: 
х 

Ш [ Сложивъ ихъ, найдемъ: 
е4 

“<-> а а 4-0 -|-.. ..+9,< . 2, 
« | а 

<-> Й такъ акъ — берется слагаемымъ я разъ; или 


она, 04... “Һа За. 


ле Итакъ, сумма а, 4-а, -|-. .. .-|- а, можетъ быть сдблана мепыле о, 
"и {и требуемое доказано. 
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П. Разность двухъ безконечно-малыть есть величина, безконечно-малая. 


Дъйствительно, если о, и а, суть величины безконечно - малыя, то умень- 


щивъ ©, на х,, получимъ разность о, — 2, меньшую о,, а потому и подавно 
безконечно - малую. 


Ш. Произведене нъсколькихь безконечно - малытъ, взятылъ въ опредњ- 
ленномъ числ, есть величина, безконечно - малая. 


Возьмемъ % безконечно-малыхъ: а,,0,,0,,. ...,х, и докажемъ, что про- 
изведене ихъ можеть быть сдфлано меньше произвольно малаго количеста а. 
01, 05, 9.,.....,@,, будучи безконечно - малыми, могутъ быть сдёланы мень- 
ше '/х; поэтому имћемъ: 


а, < үх ( Перемноживъ эти неравенства, найдемъ: 


о Уа | И ИИИ а <. "а а... М, 
а < үа $ ип в.а... .. < (а); 

но, по опредфленю корня, ("а }” — о, едбд. 
о У | Е 0, < &, 


ТО И требовалось доказать. 


Сльдствте. Такъ - какъ степень есть произведеніе равныхъ множителей, 
то изъ предыдущей теоремы прямо слъдуетъ, что степень съ конечнымъ цЪлымъ 
положительнымь показателемъ безконечно-малой есть величина безконечно-малая. 


ГҮ. Произведене безконечно - малой на величину конечную — безконечно 
мало. 


Пусть о, — безконечно - малое, а я — конечное количество; доказать, что 
по, можеть быть едфлано меньше произвольно малаго количества х. Такъ какъ 


& е4 
а, безконечно-мало, то всегда можно положить 2, < —, откуда вт < >. м, 


или 00 < а. 


У. Частное отъ раздњленія безконечно - малой величины на конечную 
есть безконечно - малая величина. 
Въ самомъ дЪлЪ, если ох, безконечно-мало, то всегда можно сдвлать 
а 
0. < ма, Тр п — конечно, а а — произвольно мало; а отсюда у < а. 
ҮІ. Корень съ конечным» цълымь положительным» показателем» изъ без- 
конечно-малой величины есть величина безконечно-малая. 
Сохраняя прежнія обозначеня, имћемъ: о, < а", ибо а, безконечно-мало: 
үрг 
- ей ув <а. 
а извлекая корень п-ой степени | изъ обЪихь частей, найдему Ма, 


ж з. 


198. Способъ находить постоянную величину, служащую предъломъ пере- 


мЪнной, называется слособомъ предњловъ. Онъ основанъ на нижеслдующихь И + т 
Бх Са р 


теоремахъ. 


194. Теорема І. -— Если постоянная величина К заключается 
между двума перемњнными и и д (т. е. если и < К < 9, илиц > КР 0), 
разность которыль безконечно мала, то К служитз общимз предъломь 
перемльнныхь и и %. 

- 13 
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Въ самомъ дел, такъ-какъ К заключается между е и о, то разности К — и 
и К— © численно меньше разности и — о, т. е. безконечпо - малой, а потому 
также безконечно - малы; отсюда, па осповапіи опредфлешя предфла, заключаемъ, 
что К служить общимъ предфломъ перемённыхь и и о. 

Примъръ. Окружность круга завлючается между периметрами правильныхъ 
одпопменныхъ многоугольниковъ описаннаго и вписаннаго, разность между ко- 
торыми при неогравиченвомъ ухвоенш числа сторовъ становитея безкопечно-ма- 
лою; заключаемъ, что окружность есть общій нредфлъ для обоихъ периметровъ. 


195. Текоркмла П. Если перемњннал величина у заключается меж- 
ду перемънною и и ея предъломь К, то у импем тотз же предтль К. 


Въ гамомъ дЪЛЪ, К есть по условію предълъ перем ниой и, сл д. разность 
К — и есть величина безконечно малая; но ® заключается между жи К, елъд. 


разность № — с численно меньше разности К — и, т. е. и подавно безконечно- 


мала, а потому В веть предълъ перемфнной е. 


196. ТЕОРЕМА Ш. Если двњ персмънныя величины п и у связа- 
ны между собою такг, что при вать измъненяхжь остаются равны 
между собою, или же разнятся одна отъ друюй на безконечно-малую 
величину; если, притомь, одна изъ нихъ стремится къ опредњленному 
предњлу, то и другая перемънная стремится къ тому же тредњлу. 

Дъйствительно, пусть и и о будетъ дв перемняыя, разность между ко- 
торыми равна нулю или безконечно-малой, тогда 

и—=о- 6, 
гд д равно о или безкопечно мало; пусть, кромћ того, и стремится къ предћ- 
лу К; тогда, по опредълевію предфла, можно положить 

и—=К-- =, 
тдЪ = безконечно-мало. Сравнивая оба выраженія и, имћемъ 


о =К-Ь а, 


р К 0. 


откуда 


Вторая часть равенства, какъ разность двухъ безконечно - малыхъ, безко- 
нечно-мала, елъд. такова же и первая часть: значить о имћетъ предфломъ К — 
тү-же постоянную, что п м. 

197. ТкорЕМА ІҮ. Если двъ перемънныя ц и у имљютъ общий 
предњлъ К, то всякая перемњнная ү, заключающая между п т у, имт- 
етв тотљ же предњлз. 

Въ самомъ дфлф, если К служитъ предћломъ для в и т, то 

а= к8п оК, 
гдъ 2 и = безконечпо-малы. Вычитая второе равенство изъ перваго, имћемъ: 
и —0==8— в, 
т. е. и о есть безконечно-малая величина. Но е заключается между и и е, 


слЪд. разности и — е и тг -— 2 численно меньше безконечно-малой $ — =, ап: 
тому также безконечно-малы. Значитъ, перемънныя и п 10 — съ одной стороны, 
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при о — съ другой, связаны между собою такъ, что разнятся между собою 
на безконечно-малую величину, а потому, по теор. Ш, заключаемъ, что о пм%- 
етъ тотъ же предфлъ, зто ии о, т. е. К. 

198. ТЕОРЕМА \У. Предълё суммы конечназо числа перемънныхь 
равенъ суммњ их предьловз. 


Пусть имфемь и перемфнныхъ (гд® я — конечное число): 2, 2,,...,и., к0- 
торыхъ предЪлы соотвфтетвено равны: К,, К.,....,К». По опредленію предфха 
пмфемъ: 


К, — м — а, ( Әдфеь 91, 9, 2, ... безконечно-малы. Складывая эти равен- 
Кы 0 == 0, | ства, находимъ: 
Ко = 0, < (К,4-К,-4-К,У-....4-К,)—(,4-4|-....--) ә, 4-4... 
Вторая часть этого равенства, какъ сумма конечнаго числа 
К, — и, = в | безконечно-малыхъ, безконечно мала, олд. равенство это по- 
казываетъ, что разность между постоянной К, К, --...У- К, и перемфиной 
и |-и.-...-Нч, безконечно-мала, а слъд. по опредфленю предфла, посто- 
янная К, |-К,--...-- К, служить предфломъ перем иной и, 4-0, 4... -и,, 
и теорема доказана. 
199. Теорема ҮІ. Предълё суммы перемънной и постоянной ра- 
венз суммњ постоянной и предъла перемънной. 
` Пусть перемфиная е иметь предфль К; по опредфленю предфла имфемъ: 
и —К— а, ТАФ а — безконечно-малая величина. Прибавивъ и вычтя въ первой 
части постоянную а, найдемъ: (#-- а) — (К-- а) =. Это равенство показы- 
ваетъ, что разность между перем нною 2 --а и постоянною К-|-а безкопечно ма- 
ла, а потому К -- а есть предълъ перемънной и-Ра, и теорема доказана. 
200. Творвмлд УП. .Тредљлљ разности двутз перемњнныт» равенъ 
разности ить предтьловз. 


Пусть перемфнныя #, и 0, имють предлы К, и К,; по опредленію пре- 
дла имфемъ: 


и — К, —=@, и %— Ка, 
гд о, и а, безконечно-малы. Вычатая 2-е равенетво изъ 1-го, имфемь: 
(и, —и,) — (К, — К) == а. 


Но а, — а, — величина безконечно - малая; отсюда, по опредёленю предф- 
ла, заключаемъ, что перемфнная 2, —ж, имфеть предфломъ К, — К,, и теоре- 
ма доказана. 

201. Теоркмд ҮШ. Предъль разности между перемњнной и по- 
стояннсй равенъ разности между предљломг перемњнной и постоянною. 

Если перемћиная и имфеть преджломъь К, то, по опредфленшю предёла, 
и —КЫ— %, ТД а — безконечно-мало. Вычтя и придавъ къ 1:й части равенства 
постоянную а, имъемъ: (и — а) — (К — а) == а. Этимъ равенствомъ и доказы- 
вается, что предћлъ величины и — а равепъ К — а. 

202. ТеорЕМА ІХ. Лредњлъ произведензя конечнытъ перемњннытъ, 
взятылљ въ конечном числь, равенъ произведенію ихъ предьловз. 

13* 
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Пусть дв первыённыя 0, и и, имВютъ предёлы К, и К»; въ такомъ слу- 


ча: и = К, -- а, и 0, К, | а,, ТДВ о, и ©, безконечно-малы. Перемножая 
оба равенства, имфемъ 


ии, — (К, + а) (К 4 а) = К, и. К -Е о». К, - 04.4%. 
Произведен1я х,.К, и 2,.К,, въ силу пункта ІҮ $192, а а.а, —— въ силу 
п. Ш того же $, безконечно-малы, а потому послёднее равенство показывает, 
что перемфнная #,.м, разнится безконечно-мало отъ постоянной К,К,, ел. эта 
постоянная и есть предфль перем нной м... 

Теорема справедлива для сколькихъ угодно множителей; это можно доказать, 
разематривая произведеніе нЪфеколькихъ перемфнныхъ какъ одну перемънную и 
прилагая сюда теорему о двухъ перем нныхъ. Такимъ образомъ найдемъ: 
пред. (м, мьизм.) = пред. (2,00). пред. и, == пред. (чм). пред. и. пред. м; == 

пред, +... пред. м. пред. и.. пред. м. 


203. ТЕОРЕМА Х. Предъль произведенія перемњнной на посто- 
янную равенг произведенію этой постоянной на предњлъ перемњнной. 

Пусть и есть перемънная, предфлъ которой = К, и о — данная постоянная. 

По опредленію предфла имфемъь х=К-|- х, гдф х — безконечно-мало. По- 
множивъ 0бЪ части равенства на а, получимъ: и.о: К.а -|- а.а; но оа веть 
величина безконечно-малая ($192, ГҮ), сл. Ка разнится безконечно-мало отъ ио, 
а потому пред. (иа) = К.а, и теорема доказана. 

204. ТЕорвмд ХІ. Если двњ перемънныя при всъхь своить из- 
мњненія2љ сохраняютз постоянное, конечное, отнощене, то и предњ- 
лы иль имњюте то-же самое отношене. 


Пусть 0, п и, двъ перемнныя, отношене которыхъ всегда остается равнымъ 
1 
постоянному т, т. е. = =. Отоюда: и, = .т; но по предыдущей теорем: 
пред. (ш) 
пред. (25) 
205. ТЕорЕМА ХП. Лредњл отношеная двухз конечных» перемњн- 
ных ш и и, равенз отношенію ить предъловз К, и К, 


пред. (2,) == х пред. (и,), откуда: == т, и теорема доказана. 


Пусть д, отк П И те Ш 
у = ‚ откуда и, —и,.2. Изъ этого равенства, на оси. теор. 


$196 и теор. 1Х $202 пмфемъ: пред. (и,) = пред. (*.). пред. (х), а отсюда, 
раздливъ 06% части на пред. (м,), получимъ зрад. ба) — пред. (2) или = 


пред. (1) 
пред. (52). 


м9 





206. ТворРЕМА ХШ. /редњаз частнало отз раздњленія перемњн- 


ной на конечную постоянную равенз частному отз раздњленія предъла 
перемњнной на эту постоянную. 


Пусть предълъ перемнной и равенъ К, а постоянная =. Положимъ 


= == 0, откуда и — тх, тд х — перемнная. Шо теор. Ш $196 и теор. Х 
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$203 имфемъ пред. (м) или Кә. пред. (=), откуда пред. (х) = Е или 
иш К. 
пред. (5) ===, что и требовалось доказать. 


207. ТЕорРЕмА ХГУ. Предъль частнало отз раздъленія конечной 
постоянной на конечную перемњнную равенз частному отъ раздњленія 
этой постоянной на предъль перемънной. 

Пусть данная постоянная —а, перем нная == 2, и пусть =, ГВ 2 
перемфнная; отеюда а = их. Пусть пред. (и) = К, а пред. (х) =; по опре- 
дЪленю предфла: и — К-а, 2—1 8, тд х и В — безконечно-малы. Пере- 
множая эти равенства, имћемъ: 0.2 (К + а)(1 = 3) =КЬ == [а -=КВ == о. Три 
послдніе члена, представляя алгебраическую сумму безконечно малыхъ, могутъ 
давать въ результат или безконечно-малую или нуль. Въ первомъ случаћ вто- 
рая часть была-бы перем%нная величина, а этого не можетъ быть, потому-что 
первая часть (их) равна постоянной а; слъдовательно -= [4 == КВ == «8 обращает- 
ся въ ноль, а потому ил =К.Г, или замфняя 1х равной ей величиной а, на- 


ходвмъ: а == К.І, откуда і=%, что и треб. доказать. 


208. Творвмд ХҮ. Предъьль степени перемњнной равень той же 
степени предъла этой перемњнной, полая показатель цълымь и 
положительным числомв. 

Пусть и" есть данная степень; при т цфломъ положительномъ она пред- 
ставляетъ произведеніе ә перемённыхъь множителей и.и.... и; если пред. 
(и) =, то по теор. ІХ $ 202 имфемъ: пред. (ии .... и) =8.0.... Е, ищи 
пред. (и") 1". 

209. ТЕеорЕМА ХҮІ. Предълз корня съ цњлымг положительнымз 
показителемь изъ перемљнной равенз корню тою же порядка изъ пре- 
дъла этой перемънной. 

Пусть имфемъ пу, тд и — перемнное и т — цёлое положительное чи- 
сло. Замйтивъ, что и = ("уи )", по предыдущей теорем® имъюемъ: пред. (и) = 
[оред. ("уе у"; извлекая изъ обфихъ частей корень т- 19 порядка а 


пред. ("Ум ) = "пред. (и). б ви _ 





что и требовалось доказать. 


Распространен1е основныхъ законовъ на пе нер числа 


210. Такъ какъ несоизмфримыя числа суть такія, которыхъ величина не 
можетъ быть опредфлена точно, то ихъ выражаютъ особыми зпаками или сим- 
волами, какъ т, /2 и т. п. 

Всякое несоизмњримое число есть предњлё, къ которому стремится нтњ- 
которое перемњнное десятичное число, которало десятичные знаки, въ не- 
отраниченномь числь, сльъдують опредњлекному закону (только не закону пе- 
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родичностя, ибо въ этомъ случаф предфломъ десятичнаго числа, какъ доказы- 
вается въ арпеметик, служить сопзмЪримая дробь). 


Въ самомъ д81%, пусть будетъ Г — нкоторая линія, несоизуърлмая съ 
единицею Л. Нанеся А на Г, столько разъ, сколько возможно, мы разобьемъ 1, 
па дв части: одна изъ нихъ А будетъ равна, напр., а разъ взятой А, дру- 


* 
гая Г, будеть < А. Нанеся ту Столько разъ, сколько возможно, па ,, мы 
х 
разложимъ 1, на двъ части: ода изъ нихъ А, будетъ равна а, разъ тс» Дру- 
у А \ 
гая І, — меньше о Повторяя эту операцію, нанесемъ тоо 18 І,, получимъ 
А, =а, разъ -^ а т 
з ба А ОВ С тор УК 


Десятичное чпело а, аџ ааз. . . . .а, пмћетъ предфломъ мфру лини 
1. Въ самомъ дфаф, разность 1. — (А, -РА,-|-.. .--А,) равна Г: елд, 


л А 
она меньше 10" . Но 10% стремится къ нулю при неограниченпомъ возрасташи 


и, слёд. Г есть предлъ суммы А, + А, +4. ..--А», когда т неограниченно 
возрастаетъ.—Съ другой стороны, длины А, А,, А,,. . ., А, имфють м%ра- 


. а; а5 а, ћ УУ ° 
Ми: а, 10’ 10° о 107’ сльд. сумма этихъ длипъ имфеть м рою десятич- 


пов число а, а а... .а,. Предълъ суммы АА, --. ..-А,, кода п 
неограниченно возрастаетъ, т. е. 1, имћетъ, елъд., мрою предфлъ этого деся- 
тичнаго числа, когда э увеличивается неограниченно. 


Отсюда слФдуетъ, что всегда имфются два десятичныя числа, разпящяея 

1 А 
между собою менфе чъмъ на т’ Закаючающия между собою опредфлевное не- 
соизм®рпмое число: это несоизмЪримое число бухеть общимъ предфломъ сказан- 


т 1 
ныхъ приближеній до тот Ио Вед00татку и по избытку, при пеограниченномъ 
увеличеши я. 


Совершая дъйствія падъ песоизмфримыми числами, пеобходпмо дать этимъ дЪй- 
ствіямъ опредъленія, пбо точный смыедъ дЪйствій извЪетенъ только въ отпошепіи 
соизмримыхъ чиселъ. Достаточпо дать опредфленя сложешя и умножен1я; за 
обратными дёйств ями мы сохранимъ ихъ общія опредфлешя. 


211. ОпредЪленіе суммы. Пусть требуется опредфлить, что слФдуеть разу- 
МЪТЬ ПОДЪ суммою несоизмюримыхь чисель пн у2: . 


Взявъ О СРИ ОИЕ 
ЯВЪ ИХЪ приближенныя величины точпыя до 10° 100 1000’ 
по недостатку и ПО избытку, получимъ: 
3,1 <т-<3,2 = 1:8 
3,14 <=< 3,15 1,73 < 3 < 1,74 
3,141 < т < 3,142 1,732 < 3 < 1,733 


еро ре о в 
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Отсюда, взявъ суммы, найдемъ два ряда: (А) и (В): 


З 3,24 18 | 
3:4 1,73 884-14 | 
(0 ү8.1414-1.782 3142-1733 р (В) 


| СиО еее аа 
Е Р сеа) 


Суммы группы (А) идутъ постоянно увелячиваясь, но всегда оставаясь конеч- 
ными, ибо ихъ елагаемыя конечны; елд. эти суммы стремятся къ н%которомү 
пред®лу. Суммы грушы (В) идутъ уменьшаясь, но оставаясь конечными, ибо 
ихъ слагаемыя конечны; слфдовательно суммы и этой группы стремятся къ 
опредфленному предълу. Каковы же эти предълы? Взявъ разность двухъ суммъ 


7 


а 2. 
въ группахъ (А) л (В), еоотвътетвующихъ приближеню то’ Ваходимъ, что 


эта разность равна сад. при неограняченномъ возраставіи я, ова стре- 


2 . 
и 
мится къ нулю. Это значитъ, что оба сказанные предфла равны. Этот» общей 
предтьль 1руптљ (А) и (В) и называют» суммою несоизипримыть п и уЗ и изо- 
бражають ее въ видь = 4-3. 


212. Свойства суммы. [. Сумма двух несоизмьримыхь чисель не измњ- 
няется отъ перемњны порядка слалаемыль. 


По опредълевію суммы несоизмъримыхъ чиселъ имфемъ 
т} (2 = пред. («-- 5), 


называя буквою а- приближенную величину числа т, а буквою 5 - числа \/2; 
точно также 


== пред. (6- и". 


Но приближенія а и 0 суть числа еоизмъримыя, елд. по теор. И $ 15, 
а |-0 всегда равно 5 -- а; если же перемфнныя величины при овопхъ измфне- 
ніяхъ остаются равными, то по теор. Ш $ 196 и предълы ихъ равны; лёд. 


пт. 
П. Придать сумму двухъ соизмљримыдъ чисель — все равно что при- 
дать посльдовательно каждое изъ них». 


По опред®левію суммы несопзмЪримыхъ чиселъ имфемъ: 
М5 4-2 ) == пред. [9-Е (0+ с], 
ТАБ а, В и с суть приближенныя величины чисель: ү, = а у. 
Точно такъ же 
М5 т 27 пред. (04-040); 
но, какъ а, фи с соизмъримы, то всегда 


а -1- (6 те =а +4 с; 
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пред яы-же равныхъ перемфнныхъ равны, сл. 
05 + (и /2)=У5 + = 02. 
213. ОпредЪленіе произведенія, Опреджлимъ пролзведеніе т х ЕЕ р это- 
| А = 1 
го составимъ произведенія приближен чиселъ т и УЗ, точныхъ ДО с’ 100 ° 
55’ ..... 0 недостатку, а также по избытку; такимъ образомъ полу- 
чимъ двъ группы произведений: 


с 31х17 В 
| 3,14 Х 1/73 3.15% 1,14 | 
(А) {алмаа 1,789 3.142 > 0798 
рр а 


Произведевія группы (А) постепенно увеличиваютея; но, оставаясь конеч- 
ными, стремятся къ нЪкоторому предълу. Пройзведенія группы (В) идутъ умень- 
шаясь, но какъ онъ остаются конечными, то приближаются также къ вћъкото- 
рому предфлу. Докажемъ, что предълъ обоихъ пропзведеній оданъ и тотъ же. 








Въ самомъ дъ, взявъ для т и 3 приближенія, точныя до —, то" Найдемъ 
&--1 
107 = 
Ь а 04-1 
ке < < 5 
Перемножая, получимъ: 
А ты и Фу 
10% ^` 10" 10" 10" 
Разность между этими приближенными произведенями равна 
14а Ъ 1 , 
оно" + б) Ч тоя" 


1 К 
Членъ | с” по м®ръ неограниченнаго возрастанія я, стремитея къ нулю, 


сумма а РЕЯ А стремится къ = -|- \/З , т. е. остается конечною, множитель- 





2 1: а (А 
же 7 Стревитея къ нулю, а потому произведене 1045 о т) стремитея 
1 бд 


къ нулю. Итакъ разность между перемћнными приближенными произведенями 
стремится къ нулю, а слЬд. сказанные предфлы равны. 


Этоть общій предъль рядовь А и В и называють произведетемь т 


на \/3. 


214. Свойства произведенія. 1. Произведене двухъ несоизмюримыхь чисель 
не измьняетея отъ перемњны мъеть сомножителей. 
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Въ самохъ да, по опредфлевію произведеня несопзмъримыхъ чиселъ, 
имфемъ: 


т./З == пред. (2.5) и ү .п == пред. (6.а) 
745 а пб соизирилыя приближенія чиселъ тн \/2. Но по свойству произведе- 


нія соизмримыхъ чисеть всегда аб ==0а; сл. и предћлы этихъ перемённыхъ 
равны, т. е. “ 


т.у2 == 2. т. 
П. Чтобы умножить на произведеніе двулъ множителей, достаточно 
умножить послъдовательно на каждый изъ ниль. . 


Въ самомъ дл, по опредъленію ($ 213), имћемъ: 
У5.(=/2 ) == пред. [о (0е)]; 
и также 5. т.у/2 = пред. (ас). 


Но, а, Бис ссизм®римы; слъд. а(Ьс) == арс, а потому и предфлы этихъ 
перемфнныхъ равны, т. е, 


Уз (т )— б.п. /2: 


Ш. В» произведен сколькихь уюдно несоизмњримыть множителей мож- 
но какъ уюдно измънять порядок изъ. 


Докажемъ сперва, что можно измънить порядокъ двухъ послъдвихъ. Пусть 
а есть произведеніе всъхъ множителей, за исключеніемъ двухъ послфднихь: /2 
и ү5. Полное произведен!е будетъ 
а. /2. У, 
или, въ силу пункта П, 
а. (УЗ. /5); 
по, въ силу п. 1, это выражене = 
а. (У " ү?) ? 


а, на осн. п. П, это произведен!е равно 
а. {5 . УЗ. 
Итакъ: а. / .(5= о {5 . (2, 


т. е. можно измёнить порядокъ двухъ послъднихъ множителей. 


Отсюда слфдуетъ, что можно пзмЪнить порядокъ всякихъ двухъ омежныхь 
множителей, ибо ихъ можно разсматривать послъдними въ произведеніи, состав- 
ленномъ изъ нихъ и имъ предшествующих. 


Изъ этого слёдуетъ, что переставляя посл®довательно смежные сомпожите- 
ли, можно каждый изъ нихъ помћстить на какомъ угодно мст произведевія. 
Сл%д. порядокъ сомножителей не вліяетъ на величину произведенія. 


У. Чтобы умкожитъ данное число на сумму двухь нессизмъримыа» чи- 
сель, нужно умножить ею на каждое слалаемое отдњльно и результаты сло- 
жить. | 
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Въ самомъ дфлЪ, по опредъленіямъ, пмфемь 
М5 .(®-- УЗ) = пред. [а(6 + е); 
съ другой стороны: 
М5 т-р У5 2 == пред. [46 -|- ас] = пред. [а(0 -- с)]. 


Сл%довательно 


М5. (т 57) 5.45.02. 


Итакъ, вообще, основные законы дћйствій, доказанные дия соизыримыхт, 
писелъ, распространяются и на несоизмфримыя. 


ГЛАВА >. 
06ъ ирраціональныхъ выраженіях». 


Пропехожденіе прраціопальпыхъ выражен. — Преобразоване пхъ и дЪйствія надъ 
ними. — Ирраціональпыя дроби. — Прим$ры. — Задачи. 


215. Происхожденіе ирраціональныхъ выраженій. — Дфйстве пзвлеченін кор- 
ня изъ алгебраическихъ выражен не всегда возможно. Такъ, когда показатель 
подкореннаго количества не дълитея на показателя корня, то пзвлечене корня 
МОЖНО ТОЛЬКО обозначить, но нельзя выполнить на самомъ дълЪ, папр. Уа? 
"Уа? и т. д. Точно также, корень изъ многочлена, пе предетавляющаго точной 
степени, пе можетъ быть извлеченъ, а потому его только обозначаютъ при по- 
мощи знака у ; прим%ромъ можеть служить ү/а? 4- 6°. Подобнаго рода выра- 
женія, которыя нењзя призести къ раціональному виду, называютљ ирра- 
ціональными, также радикальными пли коренными. 

Не слфдуеть смБшивать ирраціональныхъ выраженй съ песоизм®римыми 
числами: пррацюнальное выражен!е можетъ представлять и соизмъримыя и пе, 
воизифримыя числа, смотря по числовому значеню входящихъ въ него буквъ. 
Такъ, үа предетавляеть соизмЪримов число 3 при а = 9, и несоизм®римое число 
УТ при а= 7; точно также, Ма |- 0° представляетъ соизмъримов число 5 при 
а=3 и 0—4, и несоизмъримое число /5 при а=1 и =. 


Впоел%детвій мы увидимъ, что ЭА иметь т различпыхъ значевій, имђъ- 
ющахъ одну и ту-же абсолютную величину; въ этой главъ мы лзучимъ пре- 
образованіе корней, ограничиваясь раземотръпіемъ ихъ абсолютныхъ зпачевій. 


216. Преобразовгніе ирраціональныхъ выраженій помощію выведеня множи- 
телей изъ подъ знака корня и введенія множителей подъ коренной знакъ. 


І. Ели въ выраженіи "УА подкоренное количество А разлолается на та- 
ке два множителя, изъ которыть один предетавляеть точную степень съ 


— 208 — 


показателем, равным показателю корня, то этоть множитель — извлече- 
ніемъ изь нею корня — может»% быть вынесень изъ - подь знака корня. 


Пусть А=?Р"х 0, гд 0 уже не есть точная т-ая степерь; въ такомъ 
случаъ 


тА = "үР".0; 


примфняя правило извлечепія корня изъ произведенія, и замфчая, что ЕТ, 
найдемъ: 


ТА = "УР" х 0 "УР" х "Уф = Р х ү. 
Примъры. — 1. Упростить, выведенемъ множителя пзъ - подъ знака кор- 
пя, выражеше {/50а°0"'% . 


Подкоренное количество разлагается на два множителя 254%!" х Ји, изъ 
которыхъ первый есть квадратъ 5а*0°; елд. 





5091 = (/25а%"* х 2а = ү (Баї")* х уда ==5аҹ". (а. 


2. Подобпымъ же образомъ получимъ: 





198 аи 1802 — Уа 51° х даёс? == (а). дас? = 4а?) У ас». 


3. Точно такимъ-же ноа 


ат з 2 3 
М а — 4 Е? 
4. Уе) а 02) уз) = (а-у) (ау) (08-08) (8-0) 0) = 
з Е р 3)——— 
Ус 1-0)" 0) = (2-0) (0% 4-07) Уз 0. 
5 МЕЕН агага а М ач „азр _ ая м 
ыы с"аттч+1 — ста тт а т у а. 
П. Если передь радикаломъ находится множитель, то этот» множитель 


можно внести подо знак? корня, в036ысивъ въ степень, изобра жаемую пока- 
затғлем? корня. 




















Требуется доказать, что РУ) == "УР". 0 


Зам%тивъ, что Р = "УР", п что, по правилу извлечешя корня изъ произве- 
депія ($125): "УА.В == "үА х "УВ, откуда обратпо: "/А .”/В == "УАВ, имфемъ: 


Рх У "Р" х "= "ур" х 0: 
требуемое, такимъ образомъ, доказапо. 


Примъры, —Одфлать впесеніе мпожителей подъ зпакт. корпя въ причфрахъ: 


1. (@—5). ТЕЕ М еа) дуе 0, 


Й 








ау. | (=) 1 не з 
“= У \= — 2294-80 РУ 3 70 у= у". 
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Дъйствія надъ ирраціональными выраженіями. 


217. Подобныя илраціональныя выраженія; ихъ приведеніе. — Два ирраці- 
ональныя, выраженія называются подобными, если у нихъ показатели корня 
и подкорснныя выраженія одинаковы; такъ напр. 25 /ае и — З2/ас суть ир- 
рац. выражен!я подобныя; а 24/70 и /Зас — неподобны. — Иногда корни, кажу- 
щіеся на первый взглядъ не — подобными, могутъ быть приведены къ виду п0- 
добныхъ ирраціональныхъ выражен: для этого ихъ нужно упростить, сдфлавъ, 
гдЪ возможно, вынесеніе множителей пзъ-подъ знака корня. Напр. выраженія 
М27а^27? и /12а*°, имъющія одинаковыхъ показателей корня, но неодинаковыя 
подкоренныя количества, кажутся съ перваго раза не-подобными; но сдфлавъ въ 
пихъ вынесенів изъ подъ знака корня, приведемъ ихъ къ виду 


За? [32 п 2ах%32, — 


подобныхъ выраженій. Множители 347% и 2а2* при радикалахъ называются 





- коэффийентами. 


Соединенте нтсколькихь подобныхь ирраціональныхъ выраженій въ одно 
называется иль приведещемь. ДЪйстве это состоитъ въ томъ, что коэффиціенты 
подобпыхъ иррац. выражен заключаютъ въ скобки, къ которымъ и припи- 
сываютъ множителемъ общій корень. Примфры: 


І. Выраженіе: /27442* — /12а?2° —- /75а°х приводится къ 
За? — Зах? За 4- Ба“; 
вынося въ немъ общій корень и а за скобки, получимъ: 
(Зах — 2214 5аа/Зх. 
П. Сдфлать приведеніе въ выражении 
У103-|- /20у — /5у + 40° — /З0у. 
Вынесешемь множителей изъ-подъ радикаловъ выраженіе приводится къ виду 
20102 4- 2 /Зу — Убу 4- 22/102 — 45у; 
приведя подобные члены, получимъ 
32/105 — 3/5у. 

218. Сложеніе и вычитане. — При сложеніи иррац. выраженій ихъ пишутъ 
радомъ съ тми знаками, какіе они имфютъ; при вычитаніи же приписывают къ 
уменьшаемому члены вычитаемаго съ обратными знаками; затЪмъ члены суммы 


или разности приводятъ къ простЬйшему виду, и, если окажутея въ числф ихъ 
подобные члены, дфлаютъ приведеніе. 


у 1 зет) з [2 128. 8 
ПРИМЪФРЫ. |. 2.4/4 ув) + (- Зо т \ 
= т = 8 [23 128, °/,8 
= Уу 750—249 о," 462. 
БЕА р 3 [1 64 97 
УТ х2 М2 ив као 0/27 2 








— 905 = 
= ЗУ 09 5 Пу 
= цат 
И. ый 22 А-6 те) (вт 9 185тан.) 
— ты м охо 5и 08 у 


27373 



































__ 4983 б тт зБ ЗА з шт. 723 Зти?з — 
— р үу Еи 79 7 отд? Уу + 5 У5у 79 У5у 


= — а. 
= ттуу -|- Зии?У5у — ати УБу-- Е — Бу — — тн? бу. 


219. Уиноженіе. — Въ 6125 было доказано, что 
УА.В.6 = "УА В. ; 
написавъ это равенство въ обратномъ порядкъ, найдемъ: 
МА х В х ү == А.В.6; 
Отсюда правило: чтобы перемножить нъсколько иррац. выраженій оди- 


наковало порядка, надо перенножить подрадикальныя количества и изъ про- 
изведенія извлечь корень то-же порядка. 


Примъры. 1. уау‘ х үба?ху? = (124257 — 2253 /Зу. 
П. уа а. Маб -- 6 = (ах 4-а%)(а 52) = Уха а)2—(а-|-а) Ье. 
аз 08) 569—0, 








Ш. Ма 4 уа 59 х Ма — уа? 0—43 
ГҮ. (а/а — саа? 4- Заза?) х ( — 6/ая ) = — ба/ат-- За /а8 — 
— 184/010 — ба? -- 305 — 184%. 
220. ДъЪленіе. —Въ $126 было доказано, что 
"ГА МА. 
в В 
Написавъ это равенство въ обратномъ порядк®, имћемъ: 
А: 
МВ _ ү В 


Отсюда правило: чтобы раздњлить одина на друюй два корня съ оди 
наковыми показателями, надо первое подрадикальное количество раздљљить 


на второе, и изъ частноло извлечь корень тою же порядка. 
З 
дз. ура" — 9 25 Дү 
ПРиморы. Г. 14/947 : 23/44 —7 =1\/ = 7а4/ 


а : Маё == аз : Ма? = Ум: =. 


— 906 — 














Ш. 3 аз — 2. ая Ма + а% 4- 5 ааб | 20а -- 2 а М 
ит а? Маъ. И ИСИ 
Э | 
— 4а* ү/а а? 
-= 40% Мав 5. а? 
5а а 5, 46 јав 
3 а?Ь 
— 54% а 164/05 
0 
1) Вычисленіе 1-го члена частнаго: За! : 2а үа. = ой Ма? : 2а/а = 
9 == 
за Уа. 
2) Вычисленіе 2-го члена частнаго: — 49% Ма :2а/а == — 291. 
3) Вычислевіе 3-го члена частнаго: 3. а: За үа = 3. а Ма* : 2а үа = 
3 к 
я р уе . 


221. Возвышеніе въ степень. Пусть требуется "/а* возвысить въ р-ую сте- 


пень, тд өт, Ё и р — цфлыя положительныя числа. Это значитъ--данный корень 
взять множителемъ р разъ; селд. 


(Ук) "аҳ т/а Ја... . . . (вовхъ множителей р); 
но, по правилу перемноженія корней ($ 219), вторая часть равна 





"Мак.ак ак. 2... „(р разъ) = Да. 


(Ма)? = "ау. 
т. е. чтобы корень возвысить въ степень, нужно въ эту степень возвы- 


сить подрадикальное выраженіе, и изъ результата извлечь корень даннало 
порядка. 


Примъры: І. {24922 * == (буе) үа? — уулу. 
И. (= 81а4® (Еа м 
57 15 62501 120 62510 у? 
222. Извлеченіе норня.— Пусть: требуется извлечь корень 7-го порядка изъ 
ГА; положимъ, что результатъ этого дЪйствія будетъ 2, т. е. что 


тыл — х 
МОА а 
Возвышая 06% части равенства въ степень % и замбчая, что извлечепіе 


корня 2-го порядка изъ \/А и возвышевів результата въ 7-ую степень, какъ 
два противоноложныя дъйетвія, взаимно уничтожаются, найдемъ: 


М А= 2". 


Итакъ: 





— 207 — 


Возвышая 06% части этого равенства въ степень р, получимъ 
ВЕЕР: 
а извлекая изъ обфихъ частей корень порядка зир, пайдемъ: ` 
АА =. 
Подетавивъ эту величну выФето 2 въ равепетво (1), получимъ: 


тг 
МА =" ..... (2). 
Отсюда правило: чтобы извлечь корень изъ корня, нужно подкоренное 


количество оставить безь перемњны и извлечь изъ нею корень, которало по- 
казатель == произведению показателей данныхть корней. 


Примъры. [. \/2а2? = УЗахж 


П. {ауа = За? аб. 
Если равенетво (2) прочесть въ обратномъ порядк%, то найдемъ, что извле- 
чеше корня, показатель котораго разлагается на множители, можно замфнить 


послфдовательнымъ извлеченемъ корней, которыхъ показатели равны этимъ 
множителямъ. Навр. 


1) ба ува = Е” 

2) 09 базира — У//Лоббаньая У бдеть" — Уба — За ба 

223. ТЕОРЕМА. Величина корня не измњнится, евли показатель 
подкореннало количества и показатель корня помножить или раздь- 
лить на одно и тоже число. 

Мы видёли, что если "\/а^ возвысить въ степень р, то получитея "/айе; 
извлекая изъ полученнаго выраженія корень порядка р, на осн. $ 222 найдемъ 


"\/и?. Такъ какъ надъ выражешемъ "/а* мы произвели два противоположныя 
дЪйетвія, то величина его не измфнилась, а потому 


па "а 


Итакъ: 1) данное выраженіе можно замЪнить равнымъ ему: "у/а®, т, 6. ве- 
личина ирраціональнаго выраженія не измъняется отъ умножевіл показателей 


корня и подкореннаго количества на одно и тоже число; 2) обратно, "үа ра- 


вепъ "уа", едд. величина корня не измёнител отъ раздъленія показателей кор- 
ня и подкореннаго количества на одно и тоже число. 

Слъдствія. —]І. На первомъ изъ этихъ свойствъ основано приведеніе ир- 
раціопальныхъ количествъ къ общему показателю корня. Для этого пужно со- 
ставить наим. кратное већхъ показателей корпей; оно и будеть общимъ показа- 
телемъ; послЪдвій дЪдятъ на показателей каждаго корня и соотвтетвующими 
частными множатъ показатели корней и подкоренныхь количествъ. При этомъ 
могутъ быть т$-же случаи, какъ и при приведени дробей къ общему знаменателю. 





1. Веф показатели корней числа взаимно первыя, напр. 
5 Заз 


Ма, \2ар?, 904 


-- 908 — 


Общий показатель = 2 ЖЗХ 5 = 30; раздфливъ его поочередно на 2, на 
3 и на 5, множимъ показатели корней и подрадикальныхъ выраженій: перваго — 
на 15, втораго — на 10, третьяго на 6; найдемъ: 


Ма дев, › 
ЗУ аъ? у — 1 За) = "919 019.0. 
5 [7 Заз! _ 581, Заз ү у 
3/02) = \( 581) 266126. 
2. Одинъ изъ показателей — число кратное для остальныхъ, напр. 
з е та 
У2А, утв, 6. 
Общий показатель корня —12; имфемъ: 


ЗА = "ү(2А)* = "үт6ах. 


6р7 Гр М/Т 
Мав = ив = раме. 


"УС остается безъ переыёны 

















3. Показатели корней имфють общихъ множителей; напр. 
Е И. УС 
Общій показатель — 180; получимъ: 
= тА — уда ; УВВ — Вт. ч/б — з — 180/05. 


Примъчанае. Правила, данныя въ $$ 219 и 220 для умпоженія корней, 
относятея къ случаю корней съ одинаковыми показателями; если же показа- 
тели корней различны, то ихъ сначала приводятъ къ общему показателю, а 
затъмъ уже производятъ умноженіе и двленіе по упомянутымъ правпламъ. 


Примъры.—1. Составить произведеніе: \/а53с ҳ {а х үп?0с?. 
Приведя корни къ общему показателю 6, получимъ; 
У азЗ0%% У а Х у ай 


Ма9%1365 абра ус ас — аз. (Галс? 





@63с | 
П. Составить частное уе. Приведя корни къ общему показателю, получим 





Маъ? 
тус ызаа 
4/а369с3 — "азбас __ В бет 
азьзсі асі ас 


П. Вторая часть теоремы $ 223 даетъ возможность сокращать ирраціональ - 
ныя выраженія; для этого нужно показателя корня и показателей подкореннаго 
выраженія разд®лить на ихъ общаго наиб. дълителя. 


Такъ: уу — 3/д2у5 "р" — "атс баб == /Забя. 





— 909 — 


Иррацональныя дроби. 


224. Когда числитель, или знаменатель, или оба — ирраціональны, дробь 
называется иррашональною. Въ видахъ упрощешя вычисленій, дроби съ зна- 
менателями ирращональными выгодно зам нять равными имъ дробями, но имъю- 


щими раціональные знаменатели. Такъ, если бы требовалось вычислить вели- 
чину дроби 


1 
"У У) 
то найдя /3 —1,733.... и /5 =1,412..., мы должны-бы были разд%лить 1 
па приближенное число 0.320.... Но если умножимъ предварительно числителя 
и знаменателя дроби на УЗ -Р /2, то найдемъ 


== У, 
и простое сложеніе чиселъ 1,732.... и 1,412.... дастъ величину =, 
& —=3,144..... 


Такимъ образомъ дЪйств!е дъленія приведено къ простёйшему кВйетвю — 
сложевію; другая выгода указаннаго преобразованія состоитъ въ томъ, что най- 
денная дня 2 величина 3,144... допускаетъ непосредственное опредфлен!е пре- 
дъла погрЪшяости, которая меньше 0,002, потому что каждое слагаемое оши- 
бочно менфе чЪмъ на 0,001. 

Уничтожен1е ирраціональности въ знаменател дроби возможно далеко не 
всегда, а лишь въ исключительных случаяхъ. Разсмотримъ главнфйш!е изъ нихъ. 

225. Укажемъ премы, которыми можно уничтожить ярраціональность въ 
знаменател, содержащемъ только квадратные корни. 


а Е205 

1. ЕГ Умножая числитель и знаменатель на үс, подучимъ 
а ме чс 
Мс Ыҹе) с 
а — РЕ 
2. ————. Умножая числитель и знаменатель на \/6 — үс, найдемъ: 
У + \ 
а 


а үе) үс) ау). 


№ ус (05у) М) е 
8. тт Умножая числ. и знам. на 7/6 -|- и/е, получимъ; 
а атс) ат түс), 
тү — тс (тб) — (пус) т? — ис 


4.“ _. Ушножая числ. и знам. на \/5 4 /с — (2, найдемъ: 
у уе +8 ни 


а а-а) аууу) _ 
№ У 00 М Уе + ув) ус —уа) уе) а 
— 48 уе — уа). 

ь--с—а-- 25 ° 
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умножая оба члена этой дроби на 6-1 с — 2 — 2/5с, получимъ: 
а АУБ У 4-е а 20) 
Мусу — (0 4 с а)? — 4с у 
Общий способъ исключеня изъ знаменателя квадратныхъ корней, каково 
бы ни-было ихъ число, заключается въ слфдующемъ. Если / есть одинъ изъ 
радикаловъ, который мы хотимъ исключить, выносимъ его за скобки изъ већхъ 
членовъ, его содержащихъ; знаменатель приметъ видъ Р-- 0/2, таъ Ри 0 —– 
раціональныя или ирраціональныя выраженія, не содержащія 6. Если теперь 
умножимъ оба члена дроби на Р — 0/5, то новый знаменатель Р? — 08 уже 
не будеть содержать /Ё. Такъ какъ произведенное умноженіе не вводить но- 
выхъ радикаловъ, то очевидно, что примфняя указанный прёемъ посафдователь- 
но къ каждому изъ нихъ, мы исключимъ всф радикалы. 
Этоть именно способъ мы и прилагали въ предыдущихъ примърахъ; при- 
ложимъ его еще къ дроби, содержащей въ знаменател® пять радикаловъ: 








т 
Ма 4-0 уе 4-4 У-У 
Умноживъ оба члена ея на /о -- /5 -- /с -- /@ — үе, получимъ новый 
знаменатель, въ которомъ { есть раціональная часть: 
Г-- (Ув 0 4-а уе А-6 үе) (уа + У ү)... .. (1) 
Умножая оба члена полученной дроби на выражене, выведенное изъ (1) 


перем ною \/4 на — \/, получимъ новый знаменатель, въ которомъ 9 предетав- 
ляетъ ращональную часть: 


оао аа 4 [74-22 — 20) аЬ (Г-- а — 20) у ....09). 
Помножая оба члена новой дроби на выраженів, выведенное изъ предыду- 


щаго перемъною /с на — ус, получимъ новый знаменатель, котораго раціональ- 
ная часть обозначена буквою №, 


4 [89(7-- 2с — 24) — 32с(7-- 2а — 20)(7-- 22 — 24)}/аъ КЕ (3) 
Умножая, наконецъ, оба члена послфдией дроби на выраженіе, выведенное 


изъ предыдущаго перемфною ү/а на — ү/а, и өзвачая числителя` новой дроби 
буквою А, найдемъ 





А . 
Я — [890 2с 24) — 3207 За — 20)(7 90 — за.’ 
дробь, которой знаменатель ращоналенъ. 
Примъчене 1. — Взявъ, мапр., дробь 


1 
"Уи 
и примфняя къ ней указанный пріемъ, мы должны начать исключене съ боль- 
шаго корня, такъ какъ вычислевія при этомъ будуть проще. Умножая, по- 
этому, оба члена на /2-Р /3 — /5, найдемъ: 
„—У-ЕУ8—У5_. 
2ү6 


і — 


Умножая оба члена этой дроби на /б, получимъ окончательно: 


__ \12 -- /18— /30 
ан 12 ` 





Примњчаніе П. -— Неръдко можно значительно упрощать вычисленія, поль- 
зуясь елъдующимъ замфчанемъ. 


Выраженіе уо -- /6-- Ус-Р /@, состоящее изъ четырехъ радякаловъ, раз- 


лагается на два множителя вида /А -- УВ, если числа а, 6, си 4 составляютъ 
кратную пропорщю. 
Въ самомъ дл, пусть напр. 


о р ==, откуда х2. = у. =, и олд. /а = Ис. и уБ = ай. 


Знаменатель приметъ видъ 
М МЕ-- уа. 4 Ув - М уе (1 -- УВ) БУ 1-Б) = (Ие) (1-Р) 
ши (НУ (уе). 


Примфнимъ это замфчан!е къ дроби 


—— ТАНЕР: РТА  ———————-—— в 
= по 18 у уг 


Такъ-какъ 10 х 21—15 х 14, т0, согласно сказанному, найдемъ: 


ее: 1 . 
ЕЕ УТ 


умноживъ числ. и знам. на (/3— /2)(/7- 5), сразу увичтожинъ ирраці- 
ональность въ знаменателђ, и найдемъ: 


„УМУ. 
2 


226. Пусть знаменатель содержитъ только радикалы кубичные. 
А 3/— 3/5 . 
1. ===, Положивъ: уа=х и Уб—у, имфемъ: а == 28, 6—3, 
Е У Мо у 2 у 
Взявъ разложеніе 2° -|- уз = (х--9)(2* — 20у -|- 0°), и подставивъ вместо 
2 и у ихъ величины, найдемъ: 
а45==(уа-+ ү? )(уа?— үа у), 
откуда видно, что отъ умноженія знаменателя дроби на 4а? — {ар - 52 онъ 
обращается въ ращональное выраженіе, равное с -|- 0. Итакъ, умноживъ числ. 
и знам. на указанный триномъ, получимъ 
„Аа. 
БЕ а-4|-Ъ 
А 
9. ар" Подобнымъ же образомъ, пользуясь разложеніемъ: хз — уз— 
(# — у)(20%-- ху -|- 0°), найдемъ: 
А ___А(у -- У -- ү) 
аъ а-в 
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МЕТ ти 
үа 4-с 
40 4 2 — 3082 (Руа) 4 04-2 — у — те — че) 
== уау Ь , === үс, найдемъ 
ае Зао (Уа Е У Са ЗЕ --УЯ — 105 — Уве — 965); 
отсюда, умноживъ чиелителя и знам. данной дроби на 
Ма? +02 -- У — уа — Уае — Убе, 
А __А(уа? | У -- ус — Маъ — үас — У). 
а -- 45 -4-с — аъ) с — ЗҸабе 
Если абс есть точный кубъ, то преобравованіе окончено: новый знамена- 


тель раціоналенъ; если же абс не есть точный кубъ, то представивъ знамена- 
тель въ вид 


· Положивъ въ равенетвъ 





найдемъ: 





(а 4 4 с)? — У27абс, 
приводимъ вопросъ къ предгдущему случаю. 
4. СЕРР: ЕРЕЕН съ үусловіємъ, что аы и Не трудно убъдить- 
Ма 4 4-4-4 ° Е. 
ся, что знаменатель можно представить въ видф произведевя двухъ множителей 


вида Уи -- уо, и вопросъ приводится къ прим%ру 1. 
227. Если знаменатель дроби есть сумма или разность двухъ радикаловъ 
какого угодно порядка, то ихъ можно привести къ общему показателю корня; 


такимъ образомъ знаменатель будеть вида"у/с +: "уБ. Отсюда два случая: 
= 
1. р  Подоживъ "үа = и "бу, откуда а=" и 0==0", 

и замћзая, СЫ т веякомъ и — четномъ, или нечетномъ, имфемъ: 

д" у (8 (а "бу а" --....... - 20% Ну"), 
подетавивъ сюда вмъсто хи у ихъ величины, найденъ* 
а—6—({а —" (Чата 4-а" --..... "авта т). 

Это равенство покавываетъ, что если числит. и знам. данной дроби помно- 
жимъ на "а"! 4 У -..... -- "уБ"-1, то знаменатель обратится въ 
раціовальное выраженіе а — 6; такимъ образомъ получимъ: 

А __ А(ат-і 4 "ат-3ь 4 "ат 4...0... 4-0") 
а — 5. а —Ь 
А 
П. ти вр 
Уа-- 
четныхь степеней двухъ количествъ дёлитея безъ остатка на сумму первыхъ 
степеней, имфемъ: 


д" — у" = (#-- 9) (4"! — ту ати -- а — у") 
Подставляя сюда Е а виъсто 2, И “ИБ вмъсто у, Дадимъ равенству ВИДЪ: 


= уа п) уан "ран р пуа. М. 





. Если т—число четное, то ванъчая, что разность одинаковыхъ 
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Отсюда видно, что для уничтоженя ирраціовальности въ знаменател® дроби 





при әв четномъ, надо оба члена ея помножить на "уа"! — Эа" 4. . 
— ЗуЬ®-!, Одфлавъ это, найдемъ: 
А Аа атъ 4...0... — "/т=-1) 
"аЬ — аЬ 


Если ә: — число нечетное, то припомнивъ, что сумма одинаковыхъ нечет- 
ныхъ степеней двухъ количествъ дфлитея на сумму первыхъ степеней, имћемъ 
равенство: 





д" у" — (в 9) (27 — Зуй — 2...0... 4-9"); 
положивъ въ немъ 2 == Уа и у= "0, имћемъ: 
а — (УЬ (ат — "Јат Уат ы, 0... + 1). 


Отсюда слъдуетъ, что для уничтоженя ирраціональности въ знаменатель 
данной дроби, при т нечетномъ, надо оба ея члена умножить на "/а"-! — /ат-3 





а а -- ”/б"-т; сдфаавъ это, найдемъ: 
А Аат — Пр ...... {+ /б=-г) 
"а 4- ЕЩЕ Е 44-5 
ПРИМ ЪРЪ. л ур .Приводя корни къ общему показателю 6, полу- 
чимъ дробь 
1 
Тити 


Множитель, обращающій знаменатель въ выражене ращональное, въ дан- 
номъ случаЪ есть 





Уаз) — Уаз) -- у(а%) (03) — Уаз) ь)*-- уа) + — ү(0%)8, иди 
Ма — ув. УЪ-- Уаз. У — а 4 аЬ — У. 
Умноживъ имъ числитель и знаменатель дроби получимъ: 


1 уму раа аъ Маъ 5—57 
Маъ — аз — 0% 6 
228. Въ заключеніе этой главы приведемъ н%сколько прим%ровъ дЪйствій 
надъ иррашональными выраженіями. 








1. Провфрить аанын 





Пров®рка равенства двухъ данныхъ ГЕ приводится къ провфрЕЪ 
равенства ихъ квадратовъ, т. е. что 


а-а —Ъ у а — үа —Ъ а (09) _ 3 
РИ са Г +2 == раа Е 4-0, 





или что а у= а ү. 
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Но это равенство върно; сяфд. в®рно и предложенное. 
2. Упростить выражене: 
Маа 4 Малу — 2 азу 
Ма у — абу — Уз 
Это выраженіе можно представить въ вид 
Маз (уаз 4 уу — 2 29) 
за 3 уу (ув — 29). 
те уау. 
(Уаз — уз) (уа у — Узу) 
пли, по сокращения на {2 — (у: 
№? (ус — үу) 
Се О я 4з) ` 
т. е. в с Ум. 
249 
3. Разложить на множители выраженіе: 
Уат ава ат — (Уна уечя 4-а). 
Назвавъ это выраженіе буквою Р, Е посяфдовательно: 
р аут — у) + Усуи — 59) - Угу — (а) 
= (уз — у) (уя И) — ус — уа) 
= (уай — Уз) {уя(у — Уз) — узум — уе?) 1 
= (Ма? — УМ) — Ус) (У — У) 
229. Задачи. 
Ввести воэффищенты подъ знакъ радикала: 


З 5 з 
а [6% 1 [а (Д 1 
т в 2. "22. 3. — 9 уз. 4. И 


6 — с, с | Е 
А ос и ВО а? Е За — ас 5 —9с 4-с 


5 (ая — 9) ү а т 
А ат в з/у 


Вынести изъ-нодъ раднкала множителей, какпхъ возможно, оставляя подъ ради- 



































каломъ дфлыя выраженія: 


б уе”. 10... 
° №216 ° \ 1296 














Н е — 322 | 32 — 1), зе * (9910 — 2526) 
: 512 ° № 81(305 — 523) 
7 3[ (422 — 98) / 32(1 0 1 
13. 8 . ПЕ 
22:3 399 ҸМ 343(25 — 353) 16 [ т. 1.2 


15. 


17. 


— 215 — 
23 (Заз „95003 — 43) . у= 202 4-а. 
5) 7 92 17 03 4 22% 4-х 


\/ арса — аЗсі 
416 —5а03 4-08 








Сдфлать приведеніе въ примфрахъ: 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. = 


25 


26. 


Таз [35 — Заү12а?%2 -- 17/48 — 5 ү75 . 
13/24 —2 у216 — 2 уя +2 387. 


8/2743 — Баруафз -- Зазьзу/480 — ОК 


= 4/20 = 83586 6984-4, 8 . 
Тт : 128 бе 3. 
уа 4/2 0 24/2 о, (Е 46 = 
3 3 ЗА 
5848 4- З 1—5 128 7] — 65. — 4ү0,5 зува, — 0,3 — 0,432. 


469 |Этаа 
алса |Зтй4 ЕА 2 удава, а. 


1 АЛЛЕЕ ЗЕЕ: 
-5- - МЗаёсій — 2а баяна + 2 22-М2799001— оня 


А Е == Уе — 9)" ея — 9) — у) ас 97) УЕ +9)? Ф 


(22 — 3у)? 


227. (29 —. е 
(2-9)? 


И еч) — Тео. 














Перемножить радикальныя выраженія: 


27. 


28. 


30. 
2. 


$5 


© 


5. 


©> 


> 


©> 


© 


4. 


5. 


6. 


Т. 


(284-35 — 7/2 )(/72 — 5 50—23). 
Ма — Маз ~ (ва 5ай. 29. (вт аа-а у) (а уз у). 


М140% 4-9 -Ъ. м -Ра. 31. у асс. уа-с . (е. 
(Уа-- У5-Е Ув )(Уъ-НУе— Уа)(/«--Уа—УЪ)(Уа-- Ув — уе.) 


б М г са 1 у 
ИЧИ = 
(у) (М9). 

(21245 — худа? 4-5а5927).0,54182. 


{а 164-9 2 (02—10). 4-9 УЗ + ЗУ 302—1). 
{аз 06 —26/5— 014-96 02 — 3/2002 —1)). 
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Сдфлать дБлевіе въ слъдующихъ примфрахъ: 
38. Ма - Ьа: Ма? 4 а. 39. (1912 — 135/5) : (2/3 — \/45). 
40. (а? — 29) уху — 923: (а-- Ули -- 30). 
41. 12уа аъ 4 а 4-0: (а Буа — а 4-2 


42. \/° и: Е аз. а 40): (а 405: 
а. [уча (мч : (2-38): 
45. а м Е 2а у Е 9-9", 


220 з-; айру [ах]. во а? з Гау 
та Мб: (20ү үу) 


Возвышеніе радикаловь въ ‘степень: 














46. (У "айтат )", ат. (2—5). 48. Ор — а а /18=)%. 


49. (2/ая — 22 ай -- пу. 


Извлеченіе корня изъ радикаловъ: 


50. 412852438097 51. аб ия к уурт х (т ел. 


52. 4/29/49 53. Маз/48. ва. Муз 
|. рг УРр ае етисиильлжсжтинј а 4а 
55. Уаз У ъз УазЬ5. 56. та тат тонут, 


Приведеніе къ общему показателю корвя. н 
згу 4 о Ге’ = зг 6га" 
1 5 3 8 1..1. \/ 3. 
ой у у ү 98, У ү: ү 4 
рате 5 з 5 у луг 
2. [у а. т? у У" 
ө. 3/5 И; 4/5 во. ие М Мя 
ы. «Е, 5, Я. = 
ё ё ү 2 — т (2 ауз (2—1) 
РНЕ Ъ8(2 — т 9(ж— 13 
63. М2; /3&—1)е а(х — 9)?. 64. ане Во т 22, ое 3 


Выполнить увазанныя дфйствя въ примфрахъ: 


65. (2/10-- 3/2 — 4/5) . 410. 66. (/5— 24184-9 )8, 
Е \=- \/ 2) Мас. 68. (ау — Буа? — 2 уай), 


























т 12 

а? а? 2. СА 
А ЧЕ :\ 2° 70. (Зу т -|- 4 т): 6 тт. 
71. (8 — Заз — азҹа? -- 35/5) : (а — 5): 
79. ("удаа Тоду -- 95. 
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Разложить на множители выраженія: 


73. а Уа5-- увс. та. /а5зсз | {/аЗЬзе -- (/азЬс?. 
75. Уаз -- 246 -- /абз. 76. ра үа — ай. 


77. (а — 0 — /ае — суа. 78. (а%—Ъс) /ьс-(2—ас)у/ас-(02—а) аф. 
79. («НР е)уае — (ос 4 са -|- аф). 


Опред%лить множитель, обращающій каждое изъ слфдующихь выражен въ ра- 
ціональное: 


80. т/а — т/б; | 81. 0405/6 Ма убуе. 
82. а-у үсу уау (е И 88. а-у а. 


Знаменатели слФдующихь дробей едфлать раціональными: 




















з-у т/2—4у3 8—5. 
"уву. 8 уз һувуз. був 
15 2ай — 31 — с 
87. взу тузу еа рте 
уа 1—09 —1 — уу 1 у1—1 1 Баева АД 
утрату уат уз Пу 


1 2? =. 
о 98. а я’ 8 оу 





у 1 
= 5 Маб ` и 97. јас — аве суа 
1 
Е Пруту: т = утв 100. в е 18 


Провфрка равенства: 


101. 49+ ув (184-3) мо У2 [М18— 497. 
УЕ УИ УМУ, 

















102. 
‚оз УЗИ а У аут 
а— у — 028 а | Ма 3 13 
104. \/ = ИЕ \/м= УЕ. 
уз 2— /38 Е 





5. уаз уфе. 


ыш ПЕЕ А 
0 м 

106. 1. 4 д м, 
4 2—2? а а? 
"Та 


107. (/=- У) * .(уз-- Уаз = (24 ад зада а) + 34а (У «НУ а). 
(у-у), 
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а я РЧ у 
108. Упроегить 2 + нүх нүх Е > . 
У 


РЕ 3 Мас. 
а 
с 2 — а 4-23 — (а 4-5)2 4-а 
В а 4-22 — (а-Роз-Рас 
з уа-уа бу — ауу ууа 
уу 
— 3» - (8—1 уяй—4—2 


п о т? —4-2 





109. Упроетить 





110. Упростить 


111. Упростить 


112. Упростить ^ 


113. Доказать, что триномъ 22? -|- х -|- с обращается въ ноль при 


= ГТУ 2с 
а= ОУ 400 а также при х=— =. 
2а — 0 0% — дас 


114. Доказать, что триномъ 21 -|- ра? -|- д обращается въ ноль при 


115. Доказать, что триномъ х3 -|- 35 + 2 сае въ ноль при 


&=У/—1 1— 





тра 


116. Доказать, что триномъ 23 4- р2 -- д обращается РЯ ноль при 


Е 


а также при 
$ 
== +/+) а ее. 
а , ЕЈ 
– + (=) 2) + (2) 
Б) 
117. Доказть, что 23-|- ЗАл -|- ЗВ -- С обращается въ ноль при 


== а а 
\/ за 2В +- (3А у да 
полагая Уго (342 — 2В)3 ЗВ? — 2АС. 




















у 1 $ 2. 2 
118. Доказать, что (-—-) + с=т, обращается въ 7(% — 1) при 
т — 1 . 
в-{1 


х == 


ур у— 2 обращается въ Ь при 2 20 


Маа аа Е 





119. Доказать, что 
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221 а 
120. Доказать, что Е акай обращается въ а 4-2 при 
24+ 14а 
1/ [а 5) 
=) 
121-24-28 дд 
121. Во что обращается М2 2 па 0 пря 2222 № _ 4 
М2 ү1— = а? 4-6 
М Е1--у= — 8 
122. Во что обращается а. $ Ъ ау 1и 2 
М1) 61—20) 
Ре, 
аф 


123. Уничтожить ирраціональность въ знаменатехъ дроби 





1 
Ма+Уъ-у еу У-У, 
при условін, что Ст ДИРЕ А . 
ао с 
Примючанае. Индусамъ уже были извъстны методы извлеченія корней — 
квадратнаго и кубичнаго. — Омар» Алкхайями (средина ХІ вка) доказалъ 
точноеть этихъ методовъ и указалъ пріемы для нахожденія корней высшихъ 


порядковъ. Правила дёйствій надъ коренными количествами находимъ уже въ 
ариеметикъ Алькальцади (-|- 1477). 


ГЛАВА. УТ. 


Степени и корни съ дробными и отрицательными показателями. 


Дробные показатели. 


230. Происхожденіе степеней съ дробными показателями. — Для изве- 


чевія корня изъ степени надо показатель подкореннаго количества раздёлить ва 
15 


показателя корня; такимъ образомъ: Ума? = а°. Но если показатель под- 
кореннаго количества не дёлитея на показа: \ия корня, какъ напр. въ случа 


у 2 


/а”, то, примфняя указанное правило, мы найдемъ выраженіе а ‚неимфющее 
смысла степени какъ произведенія множителей, равныхъ основашю а: въ са- 


ў 2 
МОМЪ дЪлВ, очевидно, что нельзя а повторить множителемъ 3 раза. Однако, 


вполнъ позволительно допускать подобныя выраженія, если только подъ ними 
разум%ть ничто иное какъ новый особый способъ изображать ирраціональныя 
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2 1 1 
і : аЗ 33 д В 
выраженія. Такимъ образомъ пишутъ: о“ вмћсто Маё, а2 вибето /а, а 


т 
вифсто 5/7 и т. д. Вообще, выражеще а” есть ничто иное какъ а", и на- 
зывается количествомь съ дробным» показалтелемь. Итакъ: количество сь дроб- 
ным показателемь есть корень, показатель которазо равень знаменателю 


дробнало показателя, изъ количества въ степени, равной числителю дробна- 
10 показателя. 


Условное обозначене врраціональныхъ выраженій въ вид дробныхъ сте- 
пеней, распространяя правило показателей при извлеченіи корня и на тотъ слу- 
чай, когда показатель подрадикальнаго количества не дфлитея на показателя кор- 
ня, т. е. обобщая это правило, вполн% сотр втетауеть духу алгебры, стремя- 
щейся къ обобщенямъ. 


Разсматривая правила дёйствій надъ дробными степенями, мы придемъ къ 
тому важному закяючентю, что правила эти остаются тфми же самыми, какія 
мы вашли раньше для показателей пфлыхъ. Обстоятельство это, говорить 
Чакруа въ своей алгебр, «служить однимъ изъ замфчательнЙшихъ примфровъ 
пользы знаковъ, когда они удачно выбраны. Чъмъ дальше мы подвигаемея въ 
алгебр, тъмъ болће узнаемъ безчисленныя выгоды, какія повезло за собою вве- 
дене показателей.....» 


Дробные показатели были введены Ньютоном». — 
231. ТЕОРЕМА. Двљ дробныя степени равны, если показатели 
т р 
т р % — на 
ихе равны; т. е. если в =» 79 9 —а91. 
Дъйствительно, по опредъленію степени съ дробнымъ показателемъ имфемъ: 
Баң ра 
а" = '%а* и 69 а. 
Приводя корни къ общему поназателю, найдемъ 
т р 


а" а" јата... (1) а 69—000 а... (0) 


А 7% 
но изъ условія == имфемъ; 9 == пр, саъд. вторыя части равенетвъ (1) 
и (2) равны, а потому равны и первыя. Итакъ 


т р 
а "а а 2 
18. Р. 

232. Уиноженіе. — Умножить а" на 22. Но опредћленію дробныхъ сте- 

пеней имфемъ 
р Р 
а® "а" и а9—= Ҹа?; 
т р 





откуда а” х а 9 Уа" х Ча? "а" х "ја" (по приведен корней къ общему 
показателю). Такъ-какъ #4, 9 и ир — числа цфлыя и позожительныя, то при- 
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ифняя правила — умноженія корней п степеней, доказанныя для такихъ пока- 
зателей. получимъ: 





па? у "а "уде а — "Јата". 


Такъ какъ 79 и т -- пр — цфлыя положительныя числа, то раздфливъ 
въ поелёднемъ выраженіи показатель подкореннаго количества на показателя кор- 
ня, найдем: 


то ер та "р зв 
ат — у 74 — 019 "9—1" 9. 
Итакъ: 
т т 
оета 
а" ха —а РРЕРЕТ О)" 


Положивъ въ этомъ равенствћ сперва 2—1, потомъ 0 1 (на что имћ- 
емъ право, такъ какъ ® и д — цёлыя положительныя числа) найдемъ, 
въ первомъ случа%: 
Е ЧР 7 
а во второмъ 
т т 
Ет — р 


2" х а?а" (О 


Равенства (1), (2) и (3) показывають, что: будуть-ли оба показателя 
дробные, или одинъ цњлый, а друюй дробный, при унноженіи степеней од- 
ною и тою-же основанія показатели складываются. 


а. тод за и Е 

5 45-45 7 2110 5 тв 

Такъ: 1) а5 ха? =а5 2? — 010; 2) аха —=а =54”. 
т р 


А ЕЕ а, т 
233. ДЬленіе. — Раздлить а” на а 4, полагая, что о 17 


Послфдоватедьно имћемъ: 
т р 
а” :а1 — Уа" . а? — "9а" : патр — "дт : а? — "ата-", 


А т 
По приведени обфихъ частей неравенства 7 къ общему знаменателю, 


т 5 
найдемъ: 2 Ет. откуда: 79 > яр, а слЪдоватедьно разность ту — ир п020- 
жительна. Но при цфлыхъ положительныхъ показателяхъ имћемъ 


НЕ рор, Е. 





аР р "9 890 90—49 9, Штакъ 
е ИС 
ке заа? Че); 
Положивъ т = 1, находимъ изъ этого равенства: 
2 р 


-- т — — 


2": 41 —@ 9...... (2). 
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Положивъ въ равенствъ (1) 9=1, найдемъ: 


ег а? оа (3). 


Равенства (1), (2) и (3) доказывають, что правило показателей при дћъле- 
нін, доказанное первоначально для цфлыхъ показателей, остается справедливымъ 
и тогда, когда оба или оданъ изъ показателей — числа дробныя. 


3 5 35 4 2 
Примъръ: 4? : аб —=а2 6 —46 —03. 
т 
284. Возвышеніе въ втепень. — Пусть требуется о возвысить въ степень 


т\р 
порядка т т. е. опредёлить (а), Замфняя каждую изъ степеней съ дроб- 


нымъ локазателемъ — корнями, полузимъ: 


(ара Да е. 
Такъ какъ показатели ид и тр — числа цфяыя и положительныя, то 
р = 20. 
мр д" 9. СА. 


Е Зач 
Полагая сперва 41, а затфмъ *—1, найдемъ: 
Бр р 2. т. 2. 
ае, до и в В) 
Отсюда слёдуетъ, что правило показателей при возвышении въ степень, вы- 


веденное въ $109 для показателей цёлыхъ, распространяется и на тћ случаи, 
когда одинъ или оба показателя — дробные. 


3,5 з 5 у, 
а 4) — а б=а о. 


235. Возвышеніе въ дробную степень произведенія и дроби. — 


р ЕД 
А\1 Ч], А\Р 0 ЈАР А? АҮ 
1. {=} = А == ЈА? == . Заключаемъ, что для возвыше- 
В Ув — 2. 

рй 
нія дроби въ дробную степень нужно отдъльно возвысить въ данную степень 


числителя и знаменателя и первый результатъ раздфлить на второй: то же са- 
мое правило, что и для возвышенія дроби въ цълую степень. 





р а р р 
2. (А.В) 4 = {/(АВ)? — (/АР. В? — (/АР.0/В? — Ач. Вт, олд. правило возвы- 
шенія произведенія въ дробную степень — такое же какъ и въ цёлую степень. 


236. Извлеченіе корня. — Пусть требуется извлечь корень порядка 7 ИЗЪ 


р 


т [т 
а" т. е. найти \/. ". Распространяя опред%леніе корня и на этоть случай, 
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условимся пофь корнемг порядка 2 из а" разумњть такое количество, ко- 


т 
торое, будучи возвышено въ степень порядка 2. СС давно бы а". Соглаено это- 


му опредфленію, назвавъ искомый корень буквою 2, т. е. положивъ 
р 


ЧГ т 


И а (1) 


КД т 


найдемъ, что 2 1 == а", откуда, возвышая 06% части въ степень Я 


‚ полу- 


м т т, 2 
ар 


чимъ: 209 ай", или == 0% Ч. Подставивъ въ равенетво (1) выфето 2 
найденное выражевніе, пуне: 


Ре 


Полагая здфеь сначала ае а потомъ 01, имћемъ: 
т т, ‚р 
а*—=а”" . утаж а" ао) 

Такимъ образомъ, а показатели - корня и подвореннаго количества 
оба дробные, или одинъ — цфлый, а другой — дробный, надо для извлеченія 
корня — показатель подрадикальнаго количества раздфлить на показатель корня: 
правило то-же самое, что и для ифлыхъ показателей. 

2 


2 5 
3 


Примъръ. М7 —а =а“. 


237. Корень дробнаго порядка иэъ произведенія, дроби и корня съ дроб- 
нымъ поназателемъ, 


5 
т 


0...0: 


4 
(6236.4) = (АВ)? = А? .В? ($235,2) 


+ Е. 
А.В = (В) — (АВ), 
ЕТ л Е 0А 
А Т.В 1 (А х {В (5236,4). 
Заключаемъ, что правило извлеченія корня дробнаго порядка изъ произве- 
денія — таков-же точно какъ и корня съ цфлымъ показателем. 


Е 











т онерде оа Е 
ЧЗ. = (3) =“ ($2351) = у. 
В? вч В 


т м м. т кдтъ к. МР р 
3. = а = Мар АР АА па А ($236): 
и въ этомъ елучаъ для извлеченія корня изъ корня нужно показатели корней 
перемножить. 
Итакъ, всф правила, доказанныя для показателей цълыхъ, распространя- 
ются и на дробные показатели. Замфняя радикалы дробными показателями, мы 
нолучаемъ возможность совершать преобразованія иррашональныхь выражен 
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по тъмъ же правиламъ, какія имфемъ дня выраженій рашональныхъ, а это ве- 
деть къ упрощенію вычисленій и боле быстрому полученію результатовъ. 
238. Приводимь примфры преобразован выраженій съ дробными показа- 
телями. 
І. Упростить выражене 
4 зү 2 аул 
(ааа) (ара?) 
28: 6 
Вынося въ первыхъ скобкахъ общаго множителя а °, а во вторыхъ 56°, 


имфемъ 
[43 (45 Ет" ть»), 


1 
возвышая каждаго множителя отдЪльно въ степень 5 находимЪ 


2. 





а (63 09) ра? (45 3), 


взявъ общинъ множителемъ (45 4° ) 2, имфемъ 


‚г 2 241 2 
(аз 53) (4 НЫ? з), 
или, выполнивъ умноженіе: 
Е 3 
(.. з БЪ* ) Е? 
Ц. Провърить равенство 
а 1 1-1 3 
5? о-в (аз 9) г (0-4-0)? З (ау? 
Для облегченія повфрки положимъ: 
х=а4+ь.,.(1) и у=а-.... (2). 
Сложивъ эти равенства, получимъ 


2а—-Ру, а отсюда а, 


перемноживъ (1) со (2), найдемъ 
1 1 


а — $ — у, откуда (0—6)? == (ту)? 
Первая часть даннаго равенства посл подетановки приметъ видъ: 
1 


3? ауе ыу 02607 | Е = 


ее З 2 у) 


РЕВЕ й я у’ 
(«0) 8 —(@- 0)”, 


что и требовалось найти. 


|} 
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Отрицательные показатели 


Е 1 
239. Въ $43 мы нашли, что а "=, но тамъ Формула эта установле- 


на была для случая 2% цфлаго. Если въ равенствъ 


р. а 0. 
9 Ш 4 


и. 
" = 6 


а :а 5 


: т 
доказанномъ въ $233 при условін т условимея не дфлать послёдняго 


т, 


ограниченія, и положимъ т — 0, то а" 


р р 


венетво въ 1: а == о 9. Итавъ 


обратитея въ а° или въ 1, а самое ра- 


т. е. степень съ отрицательнымъ дробнымъ показателемъ равна единиц, д%- 
ленной на тоже основане съ положительнымъ показателемъ, равнымъ по абсо- 
лютной величин отрицательному. Такамъ образомъ, будетъ-ли э» — цлое или 
дробяое, всегда имфемъ: 

1 


-т —_ 
0" = 


Отрицательные показатели даюзъ возможность изображать дробь въ Формћ 


: 50753 
цЪлаго выражения (безъ знаменателя). Такъ дробь —=3т МОЖНО написать въ ви- 


11 1 к 1 
дв: 50763. 787 д5 ЗамфтивЪ, что =. =07° и =, найдемъ, что 
54263 Ра 
а — бас за *. 


Такимъ образомъ, чтобы дробь представить безъ знаменателя, надо већ мно- 
жители знаменателя перенести въ числитель съ отрицательными показателями. 

Наоборотъ, ве множители числителя можно перенести въ знаменатель, на- 
писавъ ихъ съ отрицательными показателями; въ самомъ дълъ, напр. 


а _ 1 29 1 
с — да 





11 375 
а 


Перейдемъ теперь къ изученю дйствій надъ количествами съ отридатель- 
ными показателями. 
240. Унножене. — І. Пусть требуется помножить а’ на 0; замфтивъ, что 


Б 1 
а= тя. Получим 
1 а? 

рф роо О 

а.а а а 79° 


15 
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такъ-какъ рн 9 — числа положительныя, то, будуть-ли она цёлыя или дроб- 
ныя, нужно при раздфлен!и а? на а* вычесть 4 изъ р; елЪъд. 


а? 
= 00 а?+("), елфдовательно 


а 
а?а == ө?(%), 


т. ё. показатель произведенія равень аљмебраической суммт показателей мно - 
жимто и множителя. — 


2. Пусть оба показателя — отрицательны; найдемъ 


т. 


Ра р ина) аР 07909): 


то-же самое заключеніе, что и въ предыдущемъ случа. 


241. ДЪленіе. — І. Пусть будетъ одинъ изъ показателей — положительный, 
а другой — отрицательный. 


1 1 1 
-Р. 19—09 — ьа 5 — һ-үРъФү — 3-0-9 ру-р-(+0 
ФР: — у: а == рн 1 а о 1 


т. е. изъ показателя дфлимаго вычитается показатель дълЛителя. 


2 = Л а е Га и А 
2. а ба; я= ра Р 072" 7 (1): то-же заключене. 


1 


л 
242. Возвышене въ степень, — 1. ("7 (5) На" по правилу в03- 


1 пп 


А 1 
вышевія дроби въ положительную степень; дале: == =: == 0 


-т.ъ 
(а")* == ат = Е 


=а 


О а Вы ет == === а" —а”". 
—п 
3 . («")* — (5) == 5 5 — т — Гек — а"*"”". 
(6). сы 


Веф три результата приводятъ къ общему заключению: при возвышении сте- 
пени въ повую степень показатели перемножаютея, будуть ли они цЪлые или 
пробные, положительные или отрицательные. 





243. Возвышеніе въ отрицательную степень произведенія и дроби. 


1 1 1 1 

уе — Глина еее . — 

1. (А.В — (АВ) А”.В"о А” В” 

Заключаемъ, что Для возвышенія Въ отрицательную степень (дълую ИЛИ 

пробную) произведенія нужно отдЕЛЬНо возвысить въ эту степень каждаго мно- 
жителя и результаты перемножить. 


2-7 й: да 





а олла по перенесеши А” в "| 
| ( =) Е хн АА в ренесеши ъ чиелителя, л 
В В” 


В" — въ знаменателя. Заключене: для возвышенія дроби вт, отрицательную сте- 
пень нужно въ эту степень возвысить отдфльно числителя и знаменателя, и пер- 
вый результать раздЪлить на второй. 
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244. Извлеченіе корня. 1. Пусть требуется извлечь корень положительнаго 
порядка изъ степени съ отрицательнымъ показателемъ: “ү/а”, г тир — нё 
лыя или а числа. Имфемъ: 

о р 


1 1 = 
т = би а Р —ы т" 
Га? 2, ав — 09 —а , т. е. показатель подвореннаго 
т 


а, 


количества нужно раздЪлить на показатель корня. 

2. Раземотримъ теперь извлечене корня съ отрицательнымъ показателемъ. 
Опред®леніе корня, данное для ц%лаго положительнаго показателя и распростра- 
ненное зат%мъ на корень дробнаго порядка, распространяютъ и на корни от- 
рицательнаго порядка. Такимъ образомъ, корнемъ минусъ 22° порядка изъ А 
называютъ количество, которое по возвышеніи въ минусъ 72-ую степень даетъ 
А; согласно этому опредълевію: 
если "УА == Ё, то В" А. 

Цокажемъ, что 

ту 1 

у. А а 
т. 6. что корень съ отрицательнымь показателемъ равенъ единицњ, раздљлен- 
ной на корень съ тъмъ же то величинњ, но положительным» по знаку, по- 
казателемь. 


Въ самомъ д®л%, пусть "УА == 2; по опредъленію корня найдемъ: 2" — А, 
1 И | 
ИДИ дъ А, откуда 2" = —, а извлекая изъ обфихъ частей корень тн-то (по- 
и порядка, получимъ 


==: "ле и требуемое доказано. 


Пусть теперь требуется извлечь корень (— тт)-0й степени изъ а”, тд р — 
положительно; въ силу только-что доказаннаго предложенія имћемъ: 
Р ОР. 
"Уа? = ау а= а "=6-* т. в. и въ этомъ случа показатель под- 
ап 
радикальнаго количества надо раздфлить на показатель корня. 
Пусть, наконецъ, оба показателя отрицательны; найдемъ, что 





=р 
—т/— т/— ту о 
Ма? — т но ча? == (8244,1); слфдовательно 
РУ В 
у —а" —=а": прежнее заключене. 





т 
а 
Итакъ, 60 всњхь случаяль, при извлечении корня нужно показатель тод- 
радикальная количества дълить на показатель корня, будуть ли оба пока- 
зателя — цьлые пли дробные, положительные или отрицательные. 


З 1 


су = Е 
Напр. си Бс 





15* 
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245. Извлеченіе корня отрицательнало порядка изъ произведенія, дроби 
и корня съ отрицат. или положит. показателем». 


‚-т АВ — 1 36 1. 1 Н 
УАВ та ад В А Хх "В о, по доказанному, 





Ра ТУА и —— тр "УВ, сд. 


УАВ = үл х “УВ, 


т. е. для извлеченія корня отрицательнаго порядка изъ произведенія Нужно 
извлечь его отдфльно изъ каждаго производителя и результаты перемножить. 


2. у= СЕ я — т ХУВ. Но тр = "УА, а изъ ра- 
а 





1 
венства "В 1 З имъемъ: В = ве подставляя, найдемъ 


—т* 
24 А 
КЕ Е МА. х Ст ас 
= Ув” 
т. е. для извлеченія корня отрицательнаго порядка изъ дроби нужно извлечь 
его отдльно изъ числителя и знаменателя, и первый раздълить на второй. 
3. Пусть, наконець, требуется извлечь корень (— т)-го порядка изъ Ак. 


К к Е 


— 

——— — – =: = т бало — -— 
У — и 5 А" — ДЕ (РДЕ т, е, пока- 
затели корней слъдуетъ перемножать. 


Итакъ, већ правила, относящіяея къ вычиеленіямъ надъ количествами съ 


положительными показателями, относятся и къ отрицательнымъ показателямъ. 


Отрицательные показатели были введены раньше дробныхъ; ихъ введеніе 
приписывають Михаилу СтиФелю (1509 — 1567). 


246. Задачи. 


1. Представить безъ знака радикала выраженія 


ая — 2); үт? ; айб — ут? -- Уаая. 





9. Сложить 


< | 


(2 $ — 908 а 4 ъв. з) 4 (а т ? — св. >) + 
2222. 232 ее 
4 (в 5-2 ° — 92 $). 


2. Изъ перваго полинома вычесть сумму остальныхъ: 
4 2 4 


2 1 4 
_ 4. и И _4 
д бу ° 14—90 ° розу *; 3н * 15 2л ° 


2 1 
я 05-я ?. 
Умножить 
ЕСЕ 871 


з 


132 
т в: 


З. тп 2е т "пзе? 
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1 1 1 1 1 
4. Зу-- За‘ у? —2? на 70“ — 5у?. 
1 1 1 1 
5. 24-99? 4-32 3 на 2—9у? -- 323. 
З 1 1 1 3 1 1 


6. а* -а?ъ? -а^ь-ъ? на а*— 54. 


5 дат = М н РЕ 
7. —2--За 85? — =а 3 на 952—0 За —-а 3. 

р) 8 2 

3 ый оо: С ось, ЕЕЕ 
8.а2—а% а %—а ? на а? фа а %—а ?. 
Раздћлить 

з 38 пор 
9. 25-25 на а — 25. 

1 1 

10. ха на 2—4. 


1 1 1 
11. 20—92° 1 ва 23—98 1. 
1 1 
12. 162 —9 на 92% —у?. 
7 8 9 2 1 5 з 11 5 1 м 2. 
13. 219-450 а 9-а ааа 4-а -а% на? аа. 
р р >. 9 : 
14. а1—51 на 29—01. 
1 1 Е е: х 
15.2 —9 на д 2—9 3. 
зп зп п п 
16. 22—58 2 на 2-х 2. 
пеар ЩЕ ЕНА ЕА 
17. 192—202 4у 3--275?у 5 —180*у -|-4у ° на 
1 1 1 2 
41? — 45 у Б 278 з, 
з тт 1 1. 1 1 1 21 
18.2 рәх а а ть 32 52 В. В + 
11 1 1 з 9 1 Е к 
46у Ге Е = Рао в 4у 5—9 5 ва ж 5—9у >30 °. 
Возвысить въ квадратъ полиномы 
р ан Ы а = 
19. а ЗН 24-с 3. 20. 7% ° —5у? |4. 
Возвысить въ кубъ полиномы 
д. рУ —1 
21. а*—6?. 22. 3—3, 23. 2—8 
С обо за а ТЕЕ ЗЕ 
24. 0—6". 25. вв 4а 36. 26. 32° => 07 


Извлечь квадратный корень изъ полиномовъ 
1 15 28, 
27. 1—05? — 92 -- 2492 2 40222. 











28. 
29. 


30. — 


31. 


32. 


— 230 — 


4 1 
28—424 82° --4. 


и 


3. 
4 
7 у со Е у ра 
2 1 


ТЕ 3. а 





1 
3 


—1. 


(2 271) — з 2 =) 1. 


Упростить выраженія 


38. 


34. 


35. 


36. 


38. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 
45. 


1 
2 


Ка — 0) лав]. ао 4а] [89 +5 


23 4|- 232? — аз — аз 
1 3° 
2 — а: |0? к —а? 








1 
х — 32—94 (08—100 — 4)? 
1 


2 — За 9 -|- (2% — 1) (28 — 4) ? 








Е =. 
2+ (7—1? =—(92—1)°. 
2 — (2—1)? 24 (08 —1) 2 


2 
(т -* *)-=]. 39. у Ра и 
(атыда), 


1 

(а. /абз. аб» . ү/а) ° . 
За 32 -- 5а 1х — 12 

4323 — 8а 352 — 12а | 63 Р 

2 1 

3428 — 243 2—а* 

а то 
ба 3 42а 2—1 





Показать, что если 24|- 2712р, то 23-2 3—3 — 8р. 


Доказать, что величина 
1 1 


(ане Таа] 


обращаетъ триномъ 2° -|- 3р -|- 24 въ ноль. 


46. 


Показать, что (2-21) — (уу!) = (27—21 (271—219). 





Е 
47. Овредфлить числовую величину выраженія 


2 а: туї т 2 Үш (арау , 
з Па 


если 46 == 56 == 1. 





1 
‚За ола 
48. Доказать, что при 2 = а — 1) 2 выраженіе 


(1 — аа).(14- а2)-1.(1 4-а) 2.(1— 0а) 2 


обращается въ 1. 


49. Доказать, что при 2 == 27! [С к) 8 »)ғ ? | выражен!е 
2а(1 4 ау. (1-Е 2) 2 т]. 


обращается въ @- 0. 


, 2рд 
50. Доказать, что при = (=) 28 


Ъ 1—2? выраженіе 


обращастся въ 


Гл АВА МІТ. 
Замфчательныя Формы алгебраическихъ выраженій. 


т со т 
0° тоо’ 0 





0 . 
Формы: о ‚0х сое ‚ оо — со. — Раскрыт1е неопредфленно- 


стей.— Задачи. — 


247. Въ силу общности алгебраическихъ Формулъ они могутъ представлять 
замфчательныя Формы при частныхь предположеніяхъ относительно количествъ, 
входящихъ въ составъ ихъ. займемся изучешемъ этихъ особыхъ, замфчатель- 
пыхъ Формъ. 


р Б $ 
Г. Форма: — · 
т 

248. Численная величина алебраическало выраженія равна нулю, если 

оно является въ видњ частното отз раздњленія нуля на конечное количество 


отличное отъ нуля. Такимъ образомъ, если эт есть конечное количество, отлич- 
ное отъ нуля, то 


= 0. 
т 
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Въ самомъ дфлЪ, по опредъленію частнаго, оно есть такое количество, ко- 
торое, по умножени на дфлителя, даетъ дфлимое; но только ноль, умноженный 
на количество отличное отъ нуля, можеть дать въ произведеніи ноль. 

Примъръ. — Дробь 

22 4|- 32 — 10 
а 5 
при 2 2 обращается въ ноль; въ самомъ дфлф, подетавляя вмфето 2 число 


2, находимъ т. е. 0. 


9° | 
П. Форма: Е 


249. Численная величина аллебраическало выраженля равна безконечности 


если оно является подь видомь частнало отъ раздњленія числа отлично отъ 
нуля на нуль. у 


т 
Въ самомъ дЪаЪ, взявъ дробь 3 которой числитель те есть н%которое 


конечное число отличное 0тъ нуля, станемъ уменьшать ея знаменателя, не- 
ограниченао приближая его къ нулю: дробь будетъ безпредъльно возрастать. 





1 1 1 1 
т=1 Такъ, дёля 1 послБдовательно на 1, на 16’ 100° 1660 ‘`` 
1 
р 10 будемъ въ частномъ получать: 1, 10, 100, 1000, ...., т. е. 
10 Е 
1 Р 
НН числа возрастающія, такъ-что когда числевная величина знаме- 
100 
1 
:7——2=1000 нателя будеть мене веякой величины, т. е. 0, то численная 
(1000 
ит. Д. величина дроби будетъ больше всякой величины, т. е. будетъ 


безконечно-велика. 


Такъ-какъ безконечность не можеть быть выражена никакимъ чиеломъ, то 
для письменнаго изображенія ея необходимъ особый знакъ; такимъ знакомъ 


служить оо. такъ. 
т — 
=, 
если т отлично отъ нуля. 
Звакъ со предложенъ Валлисомь въ ХҮІ столћтів. 
ПРИМЪРЪ. Дробь 


1 


2—3 — 4 


обращается въ ос, если положить 2: +; въ самомъ Для, тогда получимт 


17 пли со 
0 А 


Когда чиелитель и знаменатель дроби имфютъ одинаковые знаки, то при. 
постепенномъ уменьшени численной величины знаменателя до нуля, дробь будетъ 
оставаться положительною, и потому она стремится къ положительной безконечнос- 
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ти. Если же числатель и знаменатель пмютъ разные знаки, то по мфр% при- 
ближенія знаменателя къ нулю, дробь стремится къ отрицательной безконеч- 
ности. Положительная безконечность изображается знакомъ -|- оо, отрицатель- 


9 
ная —знакомъ — оо. Такъ, если въ дроби 2 , 2, будучи больше 3, прибли- 
жается къ 3, то 2 — 3 будетъ оставаться величиною положительною; а потому, 
когда х, въ конц своего измћненія, обратится въ 3, дробь обратится въ -|- оо. 
Если-же х, будучи меньше 3, приближается къ 3, то разность 2 — 3 все вре- 
мя будетъ оставаться отрицательною; а потому, когда = доетигнеть своего пре- 
12-9 

дВла 3, дробь обратится въ — оо. Но въ дроби. к будетъ-ли х при- 
ближаться къ 1 уменьшаясь, или увеличиваясь, въ обонхъ случаяхъ дробь при 
х ==1 обращается въ -|- оо, потому-что и въ томъ и въ другомъ случа ея 
числитель и знаменатель остаются положительными. 


Ш. Формы: а 
т оо 


250. Частное отъ раздњленія безконечности на конечное количество— 
есть безконечность; т. е. 


`ввли и конечно. 


Въ самомъ дфлф, по опредфленю частнаго,—это послъднев, будучи умно- 
жено на конечное количество 22, должно дать безконечность; но никакое конеч- 
поё количество, умноженное на конечное 2, не можеть дать безконечности; 
поэтому частное — безконечно велико. 


251. Частное отъ раздњленія конечнало количества на безконечно боль- 
ое равно нулю; т. е. 


5 = 0, 
если т конечно. 


Въ самомъ фл», если дълимое конечно, то при неограниченном возраста- 
нін дфлители частное неограниченно приближается къ нулю, сл. при безконеч- 
но-большомъ дЪлителф численная величина частнаго будетъ нуль. 

252. Частное отъ раздљленія нуля на безконечность есть ноль, а част- 
ное отъ раздњленія безконечности на нуль есть безконечность; т. е. 

0 =, 8 


И = 


0 
Въ самомъ дл, 25 %1 0 по двоякой причин: съ одной стороны п0- 


тому, что числитель —0 (3 248), съ другой потому, что знаменатель равенъ 


безконечноеги ($ 251). — Подобнымъ-же образомъ убъдимея и въ томъ, что 
оо . 


7 =00. 

253. ТЕОРЕМА. Численная величина цљлоло по буквъ х полинома 
сё конечными коэффииентами,—конечна при т конечномь, ш безко- 
нечно-велика при х безконечном». 
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Пусть им%емъ полиномъ 
ао сх ах-ге, 
Цфлый относительно =, съ конечными коэоФищентами а, 6, с, 4, е, причемъ а 
отлично отъ нуля; понятно, что при веякомъ конечномъ значеніл х каждый 
членъ полинома конеченъ, а алгебраическая сумма конечпаго числа конечныхъ 
слагаемыхъ конечна. 


Пусть теперь 2 будетъ безконечно —велико; вынеея х* за скобки, дадимъ 
полиному видъ 


р с а е 
агата 


при == оо каждый изъ членовъ въ скобкахъ, содержащій х въ знаменател%, 
обратится въ 0 ($ 251), такъ-что въ скобкахъ останетея а; поэтому произведе- 
ще, т. е. данный полиномъ, обращается въ а х оо, т. е. представляеть про- 
изведеніе конечнаго числа а, отличнаго отъ нуля, на безконечность; а такое 
произведеніе, очевидно, есть безконечность. Очевидно, знакъ этой безконечности 
будетъ такой, какой иметь членъ ах — высшій членъ полинома. 


” 0 
в. и 5: 


СЛ 
254. Выражене разематриваемое само-по-себф, означаетъ какое угодно 


0 
0° 
число. Въ самомъ дл, раздёлить 0 на 0 значитъ найти такое число, кото- 
рое, будучи умножено на 0, давало-бы 0; но веякое конечное число имћетъ 


это свойство (такъ: 5х 0—0, —2 х 0—0 ит. д.), олд. 5, овначавтъ не 


0 
одпо какое-либо число въ частности, но какія угодно числа. а 7 На8Ы: 


вають символомъ неопредъленности. 
Изъ этого слЪдуетъ, что если _два количества А и В равпы третьему 0, 
то нельзя еще заключить, что. АВ, нё ‚ увърившись предварительно, что б 


не есть нА 
0° 


255. ТЕоРЕМА. Кода амебраическоя дробь, которой числитель 
и знаменатель суть цљлые раціоналљьные относительно х полиномы, 
принимаетв при никоторомз частномњ гначеніш т неопредъленную 


0 
форму 5, —2та неопредъленность— только кажущаяся, на самомь 
же дњаљ дробь имъеть совершенно опредпленную величину. 


А 

Въ самомъ дълЪ, пусть будетъ дробь В, 
тель обращаются въ ноль при 2 а; это доказываетъ, что и А, и В, длятся 
на х —- а ($ 63). Пусть частное отъ раздфаешя А на 2 — а будеть А’ въ 


такомъ случаф 


которой числитель и знамена- 


А—=(5—а) А"; 


ивлый относительно х полпномъ А’ можеть также обращаться въ ноль при 
а= а; тогда онъ будеть имфть ведъ 
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А —= (2 — а) А", 
а елд. А— (2 — а)? А”. 
А”, въ свою очередь, также можетъ обратиться въ ноль при 2—0 ит. д. 
Такимъ образомъ можно написать: 
А= (= — а)". Р, 
гдъ Р есть цлый относительно = полиномъ, не обращающійся въ ноль при 
2 ==а; онъ можеть быть п нулевой степени, т. е. вовсе ве содержать буквы =. 
Такимъ-же образомъ можемъ написать: 
В = (х — 0). 0, 
ги 0 — цёлый относительно х полиномъ, который можеть быть и нулевой 
степени, не обращающійся въ ноль при х= а. Данная дробь имфетъ, такимъ 
образомъ, видъ: 
(1 — а)". Р 
(2—а)?. 9. 


Изеслфдуемъ всевозможные случаи, полагая послФдовательно: 





т > р, тр, т < р. 
Первый случай. — т > р. Положивъ х=а, найдемъ, что дробь обращаетея 
0 Н р 
въ 1. Но, сокративъ ве на (х — а)?, дадинъ ей видъ 
(2 — а)"-».Р 
[А] К) 
ГД$ т — р — положительно; положивъ 2 = а, найдемь, что (2 — о)" == 0, а 


Р и 0 — отличны отъ нуля; поэтому, истинная величина дроби при 2а 
есть ноль. 


Примъръ. Дробь 
(2—3) (2-1) 
(2—8) (5-2) 


0 
при 2:==3 принимаетъ видъ 295 Но, бокративъ ее на (= — 3)*, найдемъ 


(= — 3) (24-1) 
+9) ° 
п положивъ 2 == 3, найдемъ 
0х4 
5 


Второй случай. т == р. Положивъ 2 = а, найдемъ, что дробь обращается 


пли 0. 





0 
въ <, а сокративъ ее па (1 — а)" = (2 — а)", получимъ 
АР 
в 9° 


А 
а какъ Р и (Ц не обращаются при 20 въ ноль, то = предотавляетъ нћ- 


которое опредълевное число. 
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Примъръ. Дробь 


(#— 18 (#2) 
196-9) 


0 і 
при 2—1 обращается въ 795 80, по сокращенщи на (2 — 1)*, она обращается въ 


24| 2 
2+3 
Положивъ въ этой дроби 2:1, найдемъ вполић опред®ленное число 2. 


Третій случай. — т < р. — Положивъ 2 == а, найдемъ 9; но если пред- 
варительно сократимъ дробь на (2 — а)", то найдемъ 
А: Р . 
В (2—а)Р”.0 
такъ-какъ р — т — положительно, т0 при х=а знаменатель обратится въ 
ноль; а какъ числитель отличенъ отъ нуля, то дробь обратится въ со. 
1)2 (= — 9) 0 
ПРИМФРЪ. — Ка 8) — — —; 
ъ. — Дробь @215@=» при 5 1 обращается въ 5 1, 
по сокращеніи на (х--1)*, принимаетъ видъ 
2 — 2 . 
(241) 3) 


положивъ 2: = — 1, найдемъ ся = <. Такимъ образомъ, истинное зна- 


ченіе дроби при 2: — 1 есть безконечность. 


256. Первый способъ опредЪленія истиннаго значенія неопредфленности 


0 
вида о 


Изъ предыдущаго $ слёдуетъ, что для опредъленія истиннаго значенія не- 
опред®ленноетн, или какъ говорятъ, для раскрытія неопредъленности, надо 
въ числитель и знаменател дроби выдфлить общаго множителя, обращающаго- 
ся въ ноль при частномъ предположеніи, сократить дробь на этого множителя 
и потомъ сдлать сказанное предположение. 

ПрРимЪРЪ І. Найти истинное значеніе дроби 

а —За--2 
| а — 6 
при а 2. 

Замфняя а числомъ 2, получаемъ 2. т. е. неопредъленность; тъмъ не 
менће, мы утверждаемъ, что при а = 2 данная дробь имфетъ совершенно опре- 
дЪленную величину. Въ самомъ дёлъ, мы знаемъ уже, что если числитель п 
знаменатель обращаются при а=2 въ ноль, то они дълятся на а — 2, откуда 
находимъ, что дробь можно представить въ видъ 

(2—2) (0—1). 
(@—2) (44-3) 
сокративъ на а— 2, находимъ 
а — 1 


а--3’ 





— 239 — 


260. Такимъ образомъ, когда алгебравческое выражене принимаеть видъ 
0 х 00, при частномъ значеніп какой либо буквы, то является вопросъ объ 
опред лени истинной величины этого выражения. 


Примъръ. Найти истинную величину выраженія 


8 
9 х в 
(2% 4- 5х -- 6) 4285 09 
при = — 2. 6 
Подетавивъ (— 2) вусто х, находимъ: 0 х ос. Предетавивъ данное выра- 
Е 8(22-- 52 -|- 6) 
жене въ вид аа 82 асре 
А 0 
приводимъ вотросъ къ раскрытію неопредфленности —, при 2 — 2. 


0 
Прим%няя пріемъ $ 256, находимъ: 
32+ 2) (#3) _ 3 (24-3). 
(24-2) (2+1)  а+1 


Истинное значеніе будетъ: 





3(—2--3) з _ 
саа или 122—8. 
оо 
ҮІ. Форма: =5: 
т 
А В 
261. Если въ равенствф ү = р положить А0 и В. = 0, то полу. 
В 
25 
оо оо __ 0 со й 
ЗИМЪ: 0 илк 25 == -: Саёдовательно, спмволъ <=, разематри 
0 


ваемый самъ по себ®, означаеть неопредёленность. 
Неопредфленность эта можеть быть только кажущеюся. Такъ: 


253 оо 
1) = 22; положивъ 7 == ос, найдемъ: 55—00. 





248 со 
2) д —=@ ; положивъ 2:00, найдемъ въ этомъ случа, что 55=. 
3 22 _2. 5 } оо ( 
) а — 2; ШОЛОЖИВЪ 2=0С, ВЪ ЭТОМЪ случа найдемъ: 5555 


оо 
Итакъ, подъ видомъ неопредфленности 55 можеть скрываться или ос, 


или конечное количество, или поль. Отеюда задача о раекрытіи неопреджлен- 
поети разематриваемаго вида. 

262. Въ $ 253 мы видфли, что величина цЪлаго ращюнальнаго по буквћъ 
2 полинома равна безконечности при 2 = оо, если коэооищенты его конечны. 
Отеюда слъдуетъ, что алгебраическая дробь, числитель и знаменатель которой 


со 
суть цълые относительно 2 полиномы, обращается въ == при #==00. Дока- 


жемъ, что истинная величина такой дроби, при < безкенечномъ, равна: нулю, 
если степень знаменателя вьиие степени числителя; безконечности — если, 


наобороть, степень знаменателя ниже степени числителя; и частному отъ 
раздњленія коэффиціентовъ при высшихъ степенять буквы х, если степень 
знаменателя равна степени числителя. 


Первый случай. Найти истинную величину дроби 


а2— 2-1 
258-34 —4 
при 2—00. 


Дробь принимаетъ видъ 20, чтобы раскрыть эту кажущуюся неопредЪлен- 


ность, раздлимъ числ. и знам. на высшую степень =, въ данномъ случаћ на 
. Найдемъ 


— ИЛИ 
аар 


8 
рет. = 


Если положить х =: со, каждый членъ, содержащій х въ знаменател обра- 





5 2+ =. а Ва) 
2 


0 
титоя въ ноль, а дробь въ -- или въ 0. 





2 
Второй случай. Найти истинное значене дроби 
323 -|- 22 —1 
553 — 22 --3 
при 2==00 


со 
Дробь принимаетъ видъ =! Раздёливъ оба члена ея на высшую степень 


х, въ данномъ елучаЪ на х°, найдемъ: 
9 1 
ея 22 23 


2.8. 
бэ Ры 








12 


2 3 
При х = со дроби: др ой обращаются въ ноль, и данная дробь 





3 А : 
равна 5, т. е. отношеню коэффиціентовъ при высшихъ стеленяхъ 2, 


Третій случай. Найти истинное значев!е дроби 


#8 —я2--1 
— 22 --5 
при 2 оо. 


Раздфливъ числителя и знаменателя на 2%, получимъ: 
1 1 1 1 
Тата 1-аТа 
в (2+5). 
2 23 Е 0 а? 
При 2:00, числитель обращается въ 1, а знаменатель въ (0) х — 2 или 
въ — 0; истинная величина дроби — — оо. 
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УП. Форма: со — со. 


268. Сумма двухъ безконечностей одного знака, очевидно, равна безконеч- 
ности съ тфыъ же знакомъ; разность двухъ безконечностей съ противоположными 
знаками равна безконечности; но разность двухъ безконечностей одного знака, и 
сумма двухъ безконечностей противоположнаго знака суть Формы неопредъленныя. 





1 В-—А 
Въ самомъ дъл%, если въ равенствћ т Е= дв 7» П010ЖИМЪ А=0и 
Е 1 10 70.5 
В = (0), то найдемъ: 00 25у» и 00—002 9 


Укажемъ, какъ раскрывать кажущуюся неопредёленность этого вида. 
Примъръ Г. Найти истинное значене выражевія 


23 — 2? 
при х=-оо. 


При 2==-- оо данная разность принимаетъ видъ оо — оо. Вынося 2° за 
скобки, мы дадимъ ей видъ: 2*(1 — 1), что при 2=-- со обращается въ | оо. 
При < —= — оо данное выражене = — оо — ОО или — ОО. 
Примъръ. П. Найти истинное зваченіе разности 
(21) — (22 — 80-1. 
при == оо. 


При х= — оо данная разность обращается въ — оо — ОО или въ — ОО. 
При х=-- оо, 2-1 равняется -- со, равно какъ и 22* —35--1; сл. 
мы получаемъ разность двухъ положительныхъ безконечностей — выражен не- 
опредфленное. Чтобы раскрыть эту кажущуюея неопредфленность, множимъ и 


Дфяимъ данное выражене на сумму 2-1 -|- /22? — 32--1, и получаемъ 


(2-1 — у229— 324 1)(=4-1-- 22 — 324-1), 
24-14 22% 324-1 








Е (24 1) — (242 —32-- 1) 
ы | А414 е1 
— 42-52 


ИЛИ 





2414092132 ЕТ. 


Раздливъ числ, и знам. на 2°, находимъ 
—1- 5 
2 УЕ а риа я 
н > __ 


0+ 


2 





ИЛИ 





Положивъ здћсь а= ос, находимъ 2. при — оо. 
об 2) 


19 


— 949 — 
Иримъгъ Ш. Найти истинное значене разности р 
дуба 
ШИ 222-00, 
При х = — оо находимъ — оо. 


При == {- оо разность пранимаеть неопредћленный видъ оо — ОС. 
Чтобы раскрыть неопредъленнооть, множимъ и дфлимъ дапное выражеше 


на 2-2 Буа — 55--1; находимъ: 
(2-4-9) — (22 — 5-4-1) 
ева’ 
92-3 
доу 551 


Разд ливъ числителя и знаменателя на =, получаемъ 
3 
9+ 
2 Е Б 
в \/ МЕ 5 
1 ЕЕ д‘ 1 РЯ аР аё 








ИЛИ 


























Положивъ х=- оо, находииъ 1 т или Э. Итакъ, истинная величина 
даннаго выраженія, при 2 == -|- оо, равна г 
264. Задачи. 
Опред%лить величины нижеслћдующихъ выражен! при указавныхь въ каждомъ 
случа услов1яхъ: РЕ > и? 
д — 2а | 1 | у 
1. рива 241 при 2—1. 
д, 2—08 ри а= а 
23 4-а? Ет 
2° 4 бах? — 4айх — 243 
8. Е при & = а. 
25-221 — алт — а5 
Я --- =, при #=а. 
а -- 2028 — 24252 — 2а3х -|- 0А р 
20? -|- За — 2 1 
5. ——_ 
аа вара = 9 - 
7524 -- 14043 — 2232? -|- 925 —12 2 1 
}. при = и при я = - 
6. ря обрела ро БТ 3 
а2-- 2 
а 28-а? при а= 0. 
а(2? -| с) — 2асх 
8, ш 2-е. 
(4 -|- с®) — 265 ест 
0 "7 в+1 
б, 1— (0 -|- 02% -- их ее, 
1—4 
2х — 62$ — 
2 акна 2 при 2 0. 


ех — 1 
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2* 4 1023 -|- 3522 -|- 505 -- 24 
11. О О 6. 
01 849—184 ааа ШИ 915 9—8; 922; #—— 8; 





2—4; т — 4. 


19 2* — 543 4 622 4-42 — 8 





а — 729-1828 — 205 8 "Р" а 
18, 23 — 24а 4|- 25) |- «а? -|- 5?) — «(в — Ъ)? 
2 — а? 
14. 25 05 — 24у — уі 
28 — уз 
15. у#— а — (а-у —а при 2—0. 
М9 а -|- (а — Бу — аз 
16. М 2+1 — 0322 —5 
М2 52 7 —– за 41 
17. Ма 4 аё — (аа 5) — аа — 5) 4-23 
М ах — 63— ааа 2а8д — (а? 4-08) 
703 — 442 4-1 
аза. при 200. 
19 222 — 524-1, 201 424-1, 508—2 
"2-2 "2—8 °а49 
20 ахі — (а — Б)? -- а5* 35 —а 
1 (а — Б) — а -|- аб ° 23 — ра 
о. 21302. 224-3ү24-1. 32--үс . 2үғ ума. 
7084-20 вух 1 ‘үа ә Буа ' 
32 -- ү/а —1 20| 6284 82% ож 1 ул 4 5274-9284. 





при 20. 


при 2—53. 








при 22. 














при 22а. 





при === ОО. 





при 200. 








5% — ут’ 2—1 +214 32 — 15 
а= со. 
2 1 
22. Я #1 при = |. 


= С] 
23. ИЕ, 3% — үа — «-Н1 при 2-00. 


24, 24-2 — ү23 42-3; 3х — Ма? 2 при #=-- 00. 
25. = — 





т при х = оо. 


1+ е 
26. Ма 72 15 — уа 584-8 при #= 00. 
27. МЕ 19% —7 — у 324-5 при = оо. 
28. Показать, что 4/28 1 — 2, при 2—00, равняется 0. 
29. Ух — 753 054-1 — ү — 7203 4|- 302—4 при === оо. 
30. 128-4 а — ү23 — 08 при 200. 
31. үа — ах | а? — у — аса? при ===00. 








16* 





— 244 — 
32. Уаз -- 6х с— ах при #=00. 


83. Показать что дробь 





а 2 =, 
аж при х— оо, равна 0. 


1 


2/ д—а 1 
——___, при х—а, обращается въ-— 
ЭМУ с Ма 


35. Найти величину У — 32-4 2 — /42*-|-3 при 2—00. ` 


34. Показать, что дробь 








36. Во что обращается а –– у/а? — 5 при а= оо и =: оо, вели при этихъ уе- 
: 63 
ловіахъ — обращается въ т. 


37. Даны соотношенія 


ед ГА 
7 а 
найти велпчиву дроби - 





ОТДЪЛЪ ВТОРОЙ. 


УРАВНЕНЯ И НЕРАВЕНСТВА ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ. 


ГЛАЗА Хх МТТТ. 


Уравненія первой степени съ однимъ неизвфетнымъ. 


Опредфленія: равенство, тождество, уравневе. — Уравненія тождественныя. — Пре- 
образованія уравненія въ другое ему тождественное. — Р%шеніе уравненія первой 
степени съ однимъ неизв$стнымъ.— Прим%ры. 


Опрелъленія. 


265. Соединенів двухъ равныхъ количествъ знакомъ — (знакъ равенства) 
называется равенством. Такъ 7 = 5 -|- 2 есть равенство; общій видъ равен- 
ства есть 

А = В. 

Количество. А, находящееся влЪво отъ знака равенства, наз. первою частью, 
количество же В, стоящее вправо отъ этого знака, второю частью равенства. 
Равенства бываютъ двоякаго рода: тождества и уравненія. 


Всякое очевидное равснство называютъ зпождеством». 
Такъ, равенства 


5—5; 1090—7421; (а 1-0; — (а 4-0% 
суть тождества. 
Тождествомъ называютъ также всякое равенство двухъ буквенныхъ выра- 


женій, вЪрное при вофхъ, какихъ угодно, значевіяхъ входящихъ въ него 
буквъ. Такимъ образомъ, равенства Е 


(6 5) = а* 4 2аһ №, 
а? — 18 (а--5) (а — Б), 
а" х а" —а”** 
суть тождества. 
Но если возмемъ равенство 22 — 10 —(, то легко убъдимея, что оно бу- 
деть вфрно не при веякихъ частныхъ значеніяхъ буквы 2; въ самомъ дл, 
чтобы первая часть была нулемъ, нужно чтобы 22 равнялось 10, а это воз- 
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можно только при х равномъ 5, и ни при какомъ другомъ значеніи буквы 2. 
Точно такъ-же равенство 2? 16 возможно не при всякомъ значени буквы х, 
а лишь при двүхъ частныхъ значевіяхъ этой буквы, именно: при х—=-4и 
при х— — 4; въ самомъ дл, какъ (--4)—16, такъ и (— 4)* = 16. 
Такія равенства, которыя вФрны не при вефхъ, а лишь при н®которыхъ 
частныхъ значеніяхъ входящихъ въ нихъ буквъ, называются уравненіями. 
Т буквы, которымъ нужно дать особыя значенія для того чтобы существо- 
вало равенство между обћими частями ур —нія, иначе говоря, тё буквы при 
частныхъ значеніяхъ которыхъ уравневіе въ самомъ дёлф обращается въ тож- 
дество, называются неизвфетными количествами уравненія, или просто неизвњ- 
стными. Прочія-же количества, входящія въ уравненія, наз. изењстными. 
Такъ, если мы ищемъ, при какомъ значеніи 2 равенство 


а 4-0 25 — с 
будетъ справедливо, т. е. обратится въ тождество, то = будетъ неизвљетнымь 
этого уравненя. Легко видфть, что ур. это обратится въ тождество, если 2-су 
дать значеніе ани. въ самомъ дёль, вторая часть обращается при этомъ 
въ 2х 20+ —с или въ а--5-|-с—с, что равно а-|- 05 ур—ніе-же 
дЪйствительно дфлается тождествомъ 


а 6 —а-5. 


ТФ частныя значенія неизвъетныхъ, при которыхъ ур—ніе обращается въ 
тождество, называются рљшеніями или корнями үравненія. Въ вышеприведен- 
ныхъ примфрахъ: 

ур—нів 25 — 10:0 им%етъ одинъ корень =5; 
үр— нів 2—16 имфеть два корня: 4-4 и — 4: 

; 44-5 4- е 
үр—ніе а-- 6—2 — с иметь одинъ корень: ре. 

Рьшить уравневе значить найти его корни, т. е. тћ значеня для не- 
извъетныхъ, которыя обращають уравненіе въ тождество. 

Принято говорить, что корень удовлетворяеть уравненію; этимъ сокра- 
щенно выражаютъ, что уравнене обращается въ тождество, если замънить въ 
немъ неизвфетныя корнями. 

Для отличія неизьФетныхь количествъ ур—нія отъ извъстныхъ, принято 
неизвстныя обозначать послъдними буквами азбуки: =, у, 2, &, и, 0,. 
извстныя же первыми: а, б, с, 4,...., т, т,... 


Такъ, въ уравненін а 4-2 == 2х — с неизвстное есть х, извфетныя же: 
а, ри е. 





.) 


266. Классификащя үравненій. — Уравневіе наз. амебраическимь, если въ 
немъ надъ неизвфстными не совершается иныхъ д®йствій кромф сложенія, вы- 
читанія, умноженя, дфленія, возвышенія въ степень и извяеченя корня. 

Во вехъ другихъ случаяхъ ур. называется трансцендентным». 

Такъ уравненіе 10“—8 есть трансцендентное; оно называется яоказа- 
тельнымь, ибо въ немъ неизвъстное является показателемъ. 
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Веф алгебрапческія уравненія раздёляютея на два класса: на’ рауіональ- 
ныя и ирраціональныя. 

Алгебраическое ур. называется рацѓональнымь, если въ немъ неизвьетныя 
не входять подь знакомь корня; вслп же въ уравненін пеизвъстныя ветръчают- 
ся подъ знакомъ корня, то оно наз. хрраціональным». 


Такъ, уравненје 
2. Ч —1—= 45. 


есть раціональное, ибо въ немъ непзвъетное не вотръчаетея подъ знакомъ корня. 
Уравневіє же 


М2 —1=25—3 


веть ирраціональнов, ибо членъ убх — 1 содержитъ неизвъетное подъ знакомъ 
корня. 

Рацюнальныя уравнешя, въ свою очередь, раздляютоя на уњлыл и 
дробныл. 

Цълымь наз. такое радіональное ур., которое не содержитъ неизвъстное 
въ знаменателъ; напр. уравненія 


2—50 —4==0 и 320—10==52—1 


суть ифлыя. В 
Если же уравненіе содержит нелввстныя въ знаменател, то оно наз. 
дробнымъ. Уравнене. 
3 — 52 
Таа —4 
есть ур. пробное. 
Такимъ образомъ 06% части цфлаго алгебраическаго уравненія суть ноли- 
номы иљълые относительно неизвьстнаюо. 


\  Степенью плато уравненія съ однимъ неизвћстнымъ называется вые- 
шій показатель при неизвфетномъ въ этомъ уравнени. Такъ: 


үр—вніе 02 -|- 5—0 есть ур—ніе первой степени; 
ур—ніє а22-- 55 с==0 — второй степени; 
үр—-ше 42° — 202° -- 5а — 1 = 0 — третьей степени. 


Если же цфлое ур. єодержитъ нЪсколько неизвЪетныхъ, то степенью его 
наз. наибольшая сумма показателей при неизвъстныхъ въ одномъ и томъ же 
члев%. 


Тавъ ур-— ніе 
ах + бу се =4 
есть ур. первой степени съ тремя неизвъстными (2, у и г). 
Ур. 40 — Блу —9—4у - 1х 
воть ур. второй степени съ двумя непзветными, ибо наибольшая сумма пока- 
затезей при неизвфетныхъ равна 2 (въ членъ — 52у). 


р у 74 г 
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есть ур. седьмой степени, такъ какъ наибольшая сумма показателей при не- 

извфетныхь въ однөмъ и томъ же член равна 7 (въ первомъ член). — 
Понятно, что нельзя говорить © степени ур—нія, если оно не есть 

раціональное цфлое. Такъ мы не можемъ говорить о степени ур—ній 


2--/24-1==0, 2 2220 


2а Га4а © 


М2 о, 


ибо они содержать члены или дробные, или ирраціональные относительно не- 
иЗВЪСТНЫХЪ. 








Уравневія раздфляютъ еще на численныл и буквенныя; численнымъ ур —мъ 
называютъ такое, коэоФищенты котораго суть опредъленныя числа, а буквен- 
нымъ такое, коэФиціввты коего суть буквенныя выраженія. Такъ 


ур—ніе 32 —0* 4-5 = 0 есть численное; 
үр—віе ах — = 22 — == 4 есть ур. буквенное. 


Если два ур—нія имфють одинаковые корни, то они наз. эпождествен- 

ными ур—ми. Итакъ, уравненія 
АЕ Ва) | А-В. 00) 

будутъ тождественны, если веякій корень ур--нія (1) удовлетворяеть (2), и 
обратно, каждый корень (2) удовлетворяетъ (1). 

Такъ напр., ур—нія 

22--1=17.... (1) и 2%--4—10.... (2) 

тождественны, ибо какъ то, такъ и другое удовлетворяются однимъ и тёмъ же 
корнемъ, равнымъ 3. 

267. Процессъ ръшевія үр—нія заключается въ тоиъ, что отъ даннаго 
уравненія, путемъ послЪъдовательныхъ преобразованій, стараются придти къ 


такому уравнен!ю, первая часть котораго есть само нейзвзетное; понятно, что 


вторая часть такого ур—нія и будетъ искомымъ корнемъ, если послфднее то- 
ждественно съ даннымъ. 


Сказанныя преобразовавія основаны на слъдующихъ началахъ. 


268. Первое начало. Придавая къ объимь частямь уравненя поровну, 


или отниная отъ объить частей равныя количества, получимь уравненіе 
тождественное съ даннымь. 


Пусть данное уравнене будетъ 
АВ ыы 
тд А и В суть нфкоторыя алгебраическія выраженія, содержащія одно или 


нЪсколько неизвЪстныхъ. Пусть будетъ, дале, М нЪкоторое произвольное ко- 


личество, содержащее или несодержащее пелзвъетныя. Требуетея доказать, что 
уравнен!е 


АРИ=В-И.... . (2) 


тождественно съ даниымъ. Это значить нужно доказать, что венкій корень 
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ур — вія (1) служить также корнемъ и для (2), и обратно — всякій корень 
үр—нія (2) удовяетворяеть и ур-—н1ю (1). Въ самомъ дБа$: 

1°. Пусть х==5 будетъ корнемъ ур —нія (1); это значитъ, что при подета- 
новк числа 5 вмЪсто х въ уравненів (1) количества А и В д%лаются равны- 
ми; но такъ какъ М всегда остается равнымъ самому себъ, то очевидно, что 
при 2—5, и А--М будеть равно ВР М, т. е. подстановка 5 вмиъето х въ 
уравненіе (2) обращаетъ его въ тождество, а это и значить, что 5 есть ко- 
рень уравненія (2). Такимъ образомъ, мы доказали, что всякій корень уравне- 
нія (1) удовлетворяетъ необходимо и уравненію (2). 

2°. Наоборотъ: пусть х=а будетъ корнемъ уравненія (2), т. е. что при 
подетановеъ количества х выфето 2 въ уравненіе (2), А-|-- М дВлается равнымъ 
В -|- М; но какъ М всегда равно самому себъ, то равенство суммъ А--М и 
В--М требуетъ равенства выраженій А и В. Итакъ, при 2 = имфемъ А == В, 
т. ё. 2а елужить корнемъ ур —вія (1). 

Итакъ, доказано, что уравнения (1; и (2) имъютъ совершенно одинаковые 
корни, т. е. что эти уравненія тождественны. 

Если отъ обфихъ частей ур-—нія (1) отнять по М, то уравнене А — М == 
—=В— М также тождественно съ уравневіемъ А = В. Въ Самомъ дёл%, отнять 
М вее равно что придать (— М) къ обћимъ частямъ даннаго ур— нія; но уже 
доказано, что придан!е равныхъ количествъ къ обфимъ частямъ уравненія при- 
водить къ уравненію, тождественному съ даннымъ. 

269. ОлъдствіЕ 1. — Всякій члень уравкенія можно перенести изъ 
одной части уравненія въ друцю, натисавъ ею въ этой друюй части съ 
обратнымь знаком. 

Въ самомъ д®лЬ, пусть данное уравневіе будетъ 


ах — 0==с2--а. .. . . (1) 
придавая къ обфимъ частямъ по — сх, имфемъ 
ал — ск — 00 -—02-|- 0, или ох с8— 0-0. ... (9) 


прачемъ, на основані доказаннаго начала, ур. (2) тождественно съ (1). При- 
давая, затфмъ, къ обфимъ частямъ ур. (2) по -6, находимъ 

ах — 00—04 0—0 4|- 4, ии ох 085-64-40. . . (3), 
причемъ это ур. тождественно со (2), а елъд. и съ (1). 

Сравнивая ур. (3) съ (1), замфчаемъ, что членъ сх перешелъ въ первую 
часть съ знакомъ —, между тъмъ какъ во второй части ур. (1) этотъ членъ 
имфдъ знакъ -|-, членъ Б перешолъ во вторую часть съ знакомъ -|-, между 
тЬмъ какъ въ первой части уравненія этому члену предшествоваль знакъ —. 
Отсюда выводитея заключене: перенося члены изъ одной части уравненія въ 
другую, слъдуетъ у переносимыхъ членовъ мЪнять знаки на протавоположные. 

270. Сльдств1Е П. — Всякое уравненіе можно привести къ виду 


Р=0. 


Въ самомъ дфлЪ, перенеся већ члены изъ второй части уравненія въ пер- 
вую, очевидно, будемъ имЪть во второй части 0. 
Наприм%ръ, уравненіе 


42% — 124-2 32 — 6 
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тождественно еъ уравненемъ 
442 102-80. 


Если пмбемъ үравненіе первой степени съ однимъ вепзвъстнымъ, то пе- 
ренеся вс члены въ первую часть и сдфлавъ приведенів, дадимъ такому 
үр—нію видъ 

а: 4-50, 
ГБ @ п Б суть выраженія, не содержащія 2х. Это и есть, слъд., самый общій 
видъ үравненія первой степени съ однимъ неизвЪстнымъ. 

Точно такъ же уравненіе 


а | 02 -- в =0, 
въ которомъ а, бис не зависятъ оть х, есть самый общій видъ ур--вія 
второй степени съ однимъ неизвЪстнымъ. 
Уравневіе. 
ах 4-2% сх 4-4 0 
предетавляетъ общій вадъ үр—нія третьей степени съ однимъ нейзвћотнымъ. 
Наконецъ, үравнекіе 


Ал" А0" Ана, А Аа АА 0 
есть общий видъ үр—нія ғп-ой степени съ 1 неизвфетнымъ. 

271. ОлъдствіЕ Ш. — Можно перемънить знаки у всъть членовъ 
уравненія на обратные. 

Въ самомъ дфлЪ, пусть дано уравнене 

19 — 72==5 — 45. . . . (1) 
Замтимъ прежде всего, что всегда можно переставить части уравненія, т. е. 
написать вторую часть уравненія влЪво отъ знака равенства и наоборотъ; ибо 
очевидно, что үр—ніе М — М, тождеств. съ № = М '). Сдфлавъ это, найдемъ 
5 — 45—19 — 7х. 
Затзмъ перенесемъ члены второй части въ первую и наоборотъ; получимъ 
— 19 4-72==— 5 +45... . (2). 

Сравнивая это ур. съ (1), замфчаемъ, что оно отличается отъ (1) знаками 
при всхъ членахъ. 

272. Второе начало. Помноживь обњ части уравненія на одно и тоже 
количество, получим урлвненіе тождественное съ даннымљ, если только в3я- 
тый множитель не есть ни <“ ки безконечность, и не содержить не- 
извњсти ало. 

Пусть дано уравненіе 

АВ зау 
и М — количество, не равное ни 0, ни со и не обращающвеся ни въ 0, ни 
въ оо. Требуется доказать, что при такомъ ограниченш относительно М, урав- 


нен1е 
А.И —В.М. .. . (2) 


т) ДБйетвительно, веакое значеніе неизвфстнаго, дфлающее М равнымь №, дф- 
лаетъ, наоборотъ, и № равнымъ М. 
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тождественно съ уравневіемъ А — В, т. е. что всякій корень перваго удовле- 
творяетъ второму и наоборотъ. 


Для удобства доказательства замфнихъ уравневія (1) и (2) тождествен- 
НЫМИ ИМЪ 


А—В—0....0 и (А-В) 0—0... .(Ш 


ур. (1) тождественно съ (1), и (П) со (2), ибо перенесеніе членовъ изъ одной 
части въ другую приводить всегда къ тождественныкъ съ данными уравпеніямъ. 

Итакъ, докажемъ, что (Г) тождественно со (11;. 

1°. Пусть х = будетъ однимъ изъ корней уравневія (Г); это значить, 
что при подстановкъ а вместо х въ ур. (1), это ур. обращается въ тождество, 
т. е. А – В — въ ноль. Подставимъ теперь х виъсто х въ ур. (Ш); при этомъ 
А — В, какъ уже знавмъ, обратится въ 0; а произведене двухъ множителей: 
АВ и М, изъ коихъ одинъ равенъ нулю, само равняетея 0, если только 
другой множитель не обращается въ оо; но, по условію, М не естьи не обра- 
щается въ оо, сл. произведеніе (А — В) М, при 2а, дЪйствительно обра- 
щается въ 0, а ур. (П) въ тождество 0—0. Значитъ 2= служить кор- 
немъ ур—нія (П). 

29%. Пусть 2: 8 есть одинъ азъ корней ур—нія (Ш); это значитъ, что 
при подстановећ В виъсто х въ ур—ніе (Ш) произведеніє (А — В)М длается 
нулемъ; но чтобы произведеніе двухъ множителей было —0, необходимо, 
чтобы одинъ изъ множителей равнялся 0, и какъ М, по условію, не есть 0, 
то А — В должно обращаться въ ноль. Итакъ, при подстановк В выфето 2, 
выражене А — В обращается въ 0, а сл. х=В служитъ корнемъ и (Г) урав- 
ненія. 

Итакъ, мы доказали, что при сдфланномъ ограниченін относительно М, 
всякій корень 1-го уравненія служить корнемъ и втораго, и наоборотъ; а олђд. 


ур —нія (1) и (П) тождественны, и одно изъ нихъ можеть быть замфнено 
другимъ. 


273. Можно раздълить 06% части ур — нія на одно и тоже количество М, 
лишь бы оно не было — ни нулю, ни безконечности; полученное ур. будетъ 
тождественно съ даннымъ. Въ самомъ дълъ, раздълить на М — вее равно что 


1 
помножить на У; но есди М не есть 0 или со, то м 96 веть ни со, ни 0;а 


такой множитель, по доказанному, приводить къ тождественному съ даннымъ 
уравненію. 


274. Приложенік. Наэтомъ начая% основано уничтожен!е дробей въ урав- 
нени, когда знаменателя этихъ дробей не содержать неизвъстныхъ. Пусть, 
напр., требуется освободить отъ дробей уравневіе 


з 1 5а 
ата" РЕ 87 


Для этого нужно помножить 0б% части үр-—нія, или, что тоже, всё чде- 
ны ур—-нія на наименьшее краткое знаменателей, и затфмъ въ каждомъ членъ 
сократить общихъ множителей чиелителя и знаменателя; такъ-какъ каждый зна- 
менатель входить множителемъ въ составъ наименьшаго краткаго, то очевидно, 


— 252 — 


что указаннымъ сокращешемъ ве дробные члены будуть приведены къ цёлому 
виду. 

Наименьшее краткое знаменателей ур—нія (1) есть 2° х 3 24; умножа- 
емъ всв члены на 24; имфемъ 


75 х 24 __ 3х 24_ 50, 


8 4 = 


или, сокращая первую дробь на 8, вторую на 4, третью на 6 и четвертую на 
12, находимъ 





12х3—8 6—4 4-52 х2, 
или, наконець 
211 — 18—44 102. . . . . (2). 
Это ур. (2) тождественно съ (1), ибо множитель въ данномъ случа не 
содержалъ неизвфетнаго, поэтому онъ не могъ измЪнять своей величины, а 


сафдовательно и не могъ обратиться ни въ 0, ви въ со: это была конечная 
величина 24. 


Возьмемъ еще примъръ: освободить отъ дробей уравненіе 
ра, 2—6 _ = 2. 
ь ив а а—Ъ аъ 
Наименьшее кратное знаменателей — а0(0 — 0)(а | 5); умноживъ на него 
ве члены уравневія, получимъ: 
(&« аа (а — 5) (а 4-0) ЕВ (х — 0) (а — 0)(0 4-0) хаа — 5)(а 4-0) 
ь а ан 5 АБЫ 


а — 0 








хођ(а — 5)(а -|- 5) 
22 а: . 
Сокративъ ар. по-порядку, на $, а, а — 0 иа-- 6, получимъ: 
(2-- а)а(а? — 0%) + (х — Ба? — 52) — 2.а(0 4-5) — ха а— 5). 

Такъ какъ множитель въ данномъ случа = а6(а* — 6%), т. е. количеству, 
не зависящему отъ неизвфетнаго, то послЪднее ур. тождественно съ данным». 

275. Приибчане относительно множителя, содержащаго неизвфстное, 

При доказательств предыдущей теоремы мы сдфлали ограниченіе относитель- 
но величины множителя М, разумъя подъ М количество опредленное, не содер- 
жащее неизвфетнаго и не обращающееся ни въ (0, ни въ со. При этомъ ограни- 
ченш умноженное ур. всегда тождественно съ даннымъ. Но если множитель М 
есть выраженіе, содержащеене извфетное, то при нзкоторыхъ частныхъ значевіяхъ 
послЪдняго, оно можетъ обращаться пли въ 0, или въ оо; напримъръ если М=: 





1 
==0-4|-2, то при === — 2, М длаетея нулемъ; если М= 2—7, 


М обращается въ со. Въ такомъ случа разсуждевія. служившія намъ при до- 
казательствв теоремы, становится уже неприложимыми, и мы не вправЪ заклю- 
чить, что умноженное ур. будеть непремфнно тождественно съ даннымъ. Во- 
просъ этотъ требуеть поэтому особаго изслЪдованія. Послъднее, для большей 
ясности изложенія, мы подраздёлимъ на три случая. 

1-й случай. Выражене А — В и множитель М — цфлые относительно не- 
извЪстнаго. 


то при 2—1, 


989 


Доказать, что ур-нія 
АВЕ 0) а И АВ) 0..0) 
не тождественны между собою. 


ӘдБеь прежде всего необходимо замфтить, что ур. Р = 0, гд Р целый 
относительно х многочленъ съ конечными коэффиціентами, не можетъ имъть без- 
конечнаго кория, ибо цфлый отн. х многочлепъ съ конечными коэф-ми обрг- 
щаетея при 2—0оо въ оо, а не въ 0, какъ требуетъ ур. Р: 0. Сл, ур. (1) 
имћетъ конечные корни, и, въ частности, равные нулю. | 

Переходимъ къ доказательству теоремы. 


ВеякШ корень ур-нія (1), обращая А — В въ нозь, дълаетъ нулемъ мно- 
жителя А — В въ ур-вш (2); выражене же М, какъ цфлое относительно =. при 
корняхъ ур-нія (1), какъ конечпыхъ количествахъ, не можетъ обратиться въ 
оо, а будетъ конечнымъ колпчеетвомъ; поэтому произведене М(А — В) обратрт- 
ся въ ноль, а ур. (2; въ тождество 0 = 0. 


2 

Итакъ, веякій корень ур-шя (1) удсвлетворяетъ и уравнению (2). 

Но корни уравнешя (2) не необходимо уловлетв‹рнютъ и первому уравневію. 
Въ самомъ дВаЪ, кром значепій х-са, сбращающихъ А — В въ ноль, ур (2) 
удовлетворяется еще такими 'зпаченіями 2, при котврыхъ М обр: щается въ 0, 
ибо эти значеніл, какъ неравныя ос, не могутъ обратить А — В въ оо. Цо 
значен!е 2-са, сбращающя въ нель выраженіе М, вообще не обратятъ въ 0 
количество А — В. Итакъ этотъ второй родъ корней ур-нія (2) вообще не удовле- 
творяеть первому ур-нею, такъ что второе ур-ніе имфетъ. вообще говоря, 
большее чиело корней чъмъ первое, а потому сво п не тожде‹твевно первому. 

Итакъ, въ разсматриваемомъ случаъ: умпожевіе {ур-вія на множитель, с0- 
держащий неизвфетное, вообще, приводить къ ур-вію. выфюшему зишн!е корни 
сравнительно съ даннымъ; при чемъ эти леииие корни суть тъ значенія не- 
извњстнаго, при которыхь множитель М обращается 6ъ НолЪ. 


Примъръ. Пусть дано ур-ніе 
25 —4—35— 6, 
коренв котораго есть === 2. Умноживъ об части па х — 1, найдемъ новое 


уравнене 
(25 —4)х—1) = (Зх — 6)(= —1). 


Значен!е х = 2, удовлетворяющее первому, удовлетворяетъ и второму ур-нію, 
ибо обращаетъ 06% его части въ (). Но второе ур. изћетъ еще корепь 2—1, 
не удовлетворяющий первому. СлЪд. второе ур. не тожд"ственно съ первымъ. 
2-й случай. А — В выраженіе дълое относительно неизвъстнаго, М — дроб- 
ное. Въ этомъ случа үр-пія 
А—В=0...(1) и ЖА — В) =0... (2) 
могутъ также не быть тождественным. 


Въ самомъ дъл®, пусть 2 х будетъ одинъ изъ корней ур вія (1). 06- 
ращая, при подстановкЪ во (2), множителя А — В въ ноль, корень этотъ м0- 
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жетъ обратить М въ оо; тогда первая часть ур-нія (2) приметъ видъ оох 0 
что можетъ п не быть нулемъ. Такимъ образомъ второе ур. можеть не имфть 
нфкоторыхъ корней перваго, т. е. ур-нія могутъ и не быть тождественными. 


ПРИМЪРЪ 1-й, Пусть данное ур. есть 
(2— 1024-2) =0 .... (1) 


Корни его, какъ легко видфть, суть: 2 ={ и х= — 2. 





: 1 
Помноживъ ур-ніе на _—— , получимъ 


е 1 ; 

1—1 = 0 ии 
Подставивъ въ это ур. 1 вмъсто х, замфчаемъ, что оно принимаетъ видъ 
| сх 0—0. 
Если теперь истинная величина неопредъленности оо х 0, при 2—1, бу- 


деть 0, то 2—1 будеть служить корнемъ ур-нія (2); въ противоположномъ 
случаЪ ур. :2) не имфетъ корня равнаго 1. 





Для опредленія истипной величины неопредфленности, даемъ выраженію 


2 — 1)(2-- 2 
ВИДЪ: 0622), сокращаемъ дробь на х — 1; и затъмъ въ полученномъ 


выраженів 2 -|- 2 полагаемъ 2—1; въ результат получаемъ 3. Значить ур. 
(2,, при 2 == 1, беретъ видъ 

3==0, 
а потому х = 1 не есть его корень. 


Но === — 2 служить корнемъ и 2-го ур-нія. Итакъ, велдствіе умноженія 
на М дробное, ур. потеряло одинъ изъ корней. 


ПрРинъръ 2-й. Пусть данное ур. будетъ 
д? + 12—17, 
имфющев корни 2 = 3 и 2" 4. 


1 
Умноживъ 0б части на > > Находимъ 


28-12 172 2 — 724-12 | 


5—5’ 81И ^ `` =0, вии 5х @-3)@—9=0 


—3  2— —5 





Это ур. удовлетворяется при 2 =-4. Но подетававъ х==3, находимъ оо х 
х 0—0: и какъ истинная величина неопредъленности оо х 0, при х—=3, 
есть —1, то ур. второе ке имфеть корня = 3. ЗдЪеь опять отъ умноженія на 


1 
;— 8 Үр: потеряло корень 0—3. 


3-й случай. А — В — выраженіе дробное относительно неизвфетнаго, М — 
цвлое. 

Мы вяд®ли, что когда А — В и М были выраженія цълыя относительно 
х, то ур. М/А — В) 0 имло больше корней чћмъ ур. А — В == 0, и эти 
лишвіе корни были тъ значевія неизвъстнаго, при которыхъ М обращалось въ 
нуль. Но если при цъломъ М, А — В будетъ дробное, то значенія =, обращаю- 
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щія въ ноль выражен!е М, могутъ обратить А — В въ безконечноеть, а потому 
произведене М(А — В) не будетъ необходимо равно 0), а это означаетъ, что умноженіе 
на М, въ данномъ случа, можеть и не ввести постороннихъ рЪшеній, т. е. 
умноженное ур. можетъ быть тождественно съ даннымъ. 


276. Случай дробнаго ур — нія п цфлаго множителя особенно важенъ, ибо 
онъ ветръчаетоя при освобождещи ур — нія отъ дробей; поэтому мы должны раз- 
смотръть съ особеннымъ випманемъ већ иредставляемыя имъ обстоятельства. 


Ириэтомъ, для большато удобства, предположимъ, что веъ члены перене- 
сены въ первую часть, приведены къ общему знаменателю и соединены въ одну 


дробь м тд Ри 0 — пёлые относительно х полиномы. Ур. приметъ видъ. 


9 
оно веегда м. б. приведено къ этому виду. 
Решать это уравнеше — значить найти для неизвъстваго такія величины, 


Р 
при которыхъ дробь © обратилась бы въ ноль: но дробь можетъ обратиться 


въ ноль только при слфдующихъ обстоятеятельетвахъ. 


1°. Если числитель обращается въ ноль, а знаменатель при этомъ остается 
отличнымъ отъ нуля. 


2°. Если знаменатель обращается въ безконечность, а числитель не дфлает- 
ся безконечностью. та 


р 
3°. Если числитель и знаменатеяь обращаютея: оба въ ноль, или же оба 
въ оо, но истинная величина полученныхъ неопредъленныхъ Формъ равна 0. 


Разберемъ эти обстоятельства. 


1°. Во первыхъ, числитель обращается въ ноль при значеніяхъ =, равныхъ 

корнямъ ур—нія Р = 0). Поэтому, приравнявъ числителя нулю, опред®ляемъ већ 

корни уравненія Р: 0. Затфмъ, каждый изъ найденныхъ корней подставляемъ 

въ знаменателя 0): ве корни ур—кія Р = 0, не обращающія знаменателя () 
Р 

въ ноль, обращаютъ въ ноль дробь ту» Поэтому удовлетворяють данному урав- 


ге Ф . 
неню <=; если-же при какомъ либо корн® 2 х ур—нія Р==0 и знаме- 


Р 0 
натель @ обратится въ 0, такъ что дробь ту приметъ неопредъленный видъ °’ 


нужно будетъ найти истинное значеніе этой неопред®лености; если это истинное 
значеніе будетъ ноль, то =: удовлетворяетъ данному ур— нію; если же истин- 
ная величина неопредъленноети, при 2—90, будеть отлична отъ нуля, корень 
х слЪдуетъ отбросить. 

2°. Во вторыхъ, такъ какъ знаменатель ( есть полиномъ цълый по буквъ 


2, то онъ можетъ обратиться въ оо только при х==00; но при этомъ и чис- 
литель, какъ ифлый полиномъ относительно 2, также обратится въ оо, дробь-же 


Р оо 
<. приметъ видъ __; истинная величина этой неопредфленной Формы будетъ 
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нулемъ только тогда, когда степень знаменателя выше степени числителя. Въ 
Р 
этомъ, и только въ этомъ случа®, Үр.у = 0 будетъ им%ть безконечный корень. 


Это изелЪдованіе приводить къ слфдующему заключению: для ръшенія ур- 
нія, содержащаго неизвестное въ знаменателяхъ дробей, собираемъ ве члены 
въ первую часть, приводимъ ихъ къ общему знаменателю и соединяемъ въ одну 
дробь; приравнявъ числителя этой дроби нулю, рёшаемъ уравненіе Р = 0. Если 
окажется, что ни одинъ изъ корней этого ур. не обращаетъ знаменателя ( въ 
ноль, то заключаемъ что ур. Р = 0 тождественно данному, если оставить въ 
сторон безконечные корни. 

Если же окажется, что какой-либо изъ корней ур-нія Р — () обращаетъ и 


Р 
знаменателя 0, въ ноль, то истинная величина дроби в при этомъ частномъ 


значеніи 2 покажетъ, слфдуетъ-ли его удержать или отбросить. 
Приведемъ нъсколько примфровъ въ пояснен!е этого правила. 
Примъръ 1. — Решить уравненіе 


(2—1) е 300—8) _| 
(2 — 10054 2)(=-- 3): ° 


Нриравнивая числителя нулю, ръшаемъ уравненіе: 
(2—1) -- 2) (2 — 3)=0.. 3. (2) 


Чтб. произведен!е равнялось нулю, нужно чтобы одинъ изъ множителей рав- 
нялея 0, а ни одинъ изъ остальныхъ не обращалея при этомъ въ оо. Первый 
множитель (2 — 1)* обращается въ ноль при 2—1, а остальные два остаются 
при этомъ конечными; второй обращается въ ноль при 2 = — 2, а третій при 


2-3, причемъ въ каждомъ случа остальные два конечны. СлЪд. ур. (2) им%- 
етъ три корня: 





0) 


а 1 ае а О 
Подетавляемъ каждый изъ нихъ, поочередно, въ знаменателя. При х=1 


0 
5 Но сократявъ дробь 
на 2 -—1, и положивъ затмъ 2-1, находимъ, что истинная величина пер- 
вой части үр-нія (1) есть 0. Заключаемъ, что 2' 1 есть одинъ изъ корней 


ур-вія (1). 


знаменатель обращается въ 0, а вся первая часть въ 


При = — 2, знаменатель снова обращается въ 0, а первая часть ур-нія 
0 
(1) въ б; но истинная величина этой неопредфленности, при 2 == — 2, веть СО, 
слд. корень 2” == — 2 не удовлетворяетъ данному ур-нію. 


Наконецъ, корень 2” = З обращая числитеяя въ 0, знаменателя — дфлаетъ 
ковечнымъ, а потому удовлетворяетъ ур-нію (1). 

Замфчая, наконецъ, что степень знаменателя ур. (1) выше степени чиели- 
теля (числитель 4-й степени относительно =, а знаменатель 6-й), заключаемъ, 
сто данное ур. имфетъь еще безконечный корень. 

Итакъ, данное ур. имфетъ три корня: 


1,3 в ©, 


95 222 
Примъръ П. — Ръшить уравнене 


ПЕ а ЕБЕТ 


1—2 1—2 





Собравъ већ члены въ 1-ую часть и соединивъ ихъ въ одну дробь, най- 
демъ уравнен!е 








а2— Сан 80 


1—2 
пли разложивъ числитель на множители и умноживъ 06% части на — 1, получимъ 


(&—1)(#— 6) 
(8—1) _ 


. 


—0 ` 

Приравнивая числитель нулю, находимъ уравненіе (2: — 1) (2 — 6) = 0, ко- 
торое имћетъ, какъ легко видЪть, два корня: 2 = 1 и 2" = 6. Изъ нихъ вто- 
рой, какъ обращающій знаменателя въ конечную величину 5, удовлетворять и 


1)(2 — 6 0 
данному уравненю. Первый же, т. е. 1, обращаетъ дробь 2152—60) ВЪ о} 
истинная величина этой неопредфленности, при 2—1, есть не 0, а—5, е. 
корень х—1 не удовлетворяетъ предложенному уравненю. Е 


пи данное ур. не имфетъ безконечнаго корня, ибо степень чиели- 


— 78 
теля дроби > 1 = выше степени ея знаменателя. 


Итакъ, данное ур. имфетъ одинъ корень: #==6. 


Ръшеніе уравненія 1-й степени съ однимъ неизвфетнымъ. 


271. Доказанныхъ началъ совершенно достаточно для ръшенія уравненій 
первой степени съ однимъ неизвъстнымъ. Механизмъ рћшенія укажемъ на иће- 
колькихь примфрахъ. 

Примъръ 1. — Решить уравненіе 

7 а БЕЯ 
22-4 + (1). 

Освобождаемъ уравнеше отъ дробей, умножая обћ части его на общаго зна- 

менателя 12; получимъ 


7х 12 хх 12 4 х 1922 х18, 


6 4 3 





или, по сокращении, 
14 — 32—48 —202..... (2). 
Перенеся, затфмъ, неизвфетные члены въ первую часть, а извфетные во 

вторую, найдемъ ур. 

202 — 31—48 — 14; 
сдълавши приведене въ той и другой части, 

ЕЕ ла). 

11 
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наконецъ, раздъливши 06% части на козоФищентъ 17 при неизвфетномъ, имфемъ: 
34 


=== 1: ии о 


Уравнения (1), (2), (3) и (4) ве тождественны между собою; въ самомъ 
дл, каждое изъ нихъ мы выводимь изъ предыдущаго или умноженіемъ, или 
дЪлевівмъ обћихъ частей на одно и то-же число, или перенесешемъ членовъ 
изъ одной части въ другую; а веъ эти преобразовапія пе измфняютъ корней _ 
ур-нія. Но ур-ніе (4), очевидно, можетъ быть удовлетворено лишь • величиною 
2 равпою 2; елд. 2 служить и корнемъ уравненія (1), тождественнаго съ (4). 

Изъ предыдущаго выводимъ слъдующее 

Общее правило. — Для ръшенія уравневія первой степени съ однимъ не- 
извћЪетнымъ нужно: 

1. Освободить ур-ні? отъ дробей, если таковыя интются; 


2. Перенести вс члены, содержалціе неизвњстное, въ одну часть, а вет 
извњстные члены въ друтую; 


3. Одњлать приведені подобныть членовъ, т. е. воњ члены, содержащие ` ь 
неизвестное, соединить въ одинъ члень, а также и члены известные; 

4. Раздњлить обњ части полученнаю так. обр. уравнешя на коэффи- 
піентъ ири неизвњстномг; частное и будеть корнемь предложеннало уравненія. 


Примъръ П. — Рёшить уравнеше 


еее =16 — 1004-8), 
Улноживъ 06% части на 12 — общаго знаменателя дробей, получимъ 
624-1) ++ 42 -- 2) =192 —3(#--3}; 
раскрывъ скобки, найдемъ 
624-6 4 42-1 8 == 192 — 32 — 9; 
сдълавъ приведен!е въ каждой части уравненія, получимъ болће простое ур-н!е 
102 4 14 = 183 — 32; 
по перенесеній членовъ, имфемъ 
102 4 3х == 188 — 14, 
по приведенш: 


13х —169. 
Отеюда, раздфливъ 06% части на 13, имфемъ 
д—13. 
Повърка. Подставивъ вифето 2; въ данное ур. 13, получимъ 


ВР (8-2) =16—113--3), вип 7-55 =16—4, ви 12=12. 


Слъд. найденное ръшеніе въ самомъ дълЪ удовлетворяетъ данному уравнепію. 
Примъръ Ш. — Ршить уравнен!е 


502—9 42== 19—19, 
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Освободивъ отъ дробей, получимъ 
15% —27 — 4х 212 -– 57; 
по перенесени членовъ имћемъ: 
155 — 42 — 215 == 27 -- 57; 
по приведения: 


— 102 == — 30. 
Умноживъ 06$ части на—1, пайдемъ 
105 = 30; 
откуда 
2—3. 


Пов%рка не представляетъ никакого затрудненія. 


Примъръ [\. — Решить уравненіе 
ба--7 2—2 28-1 о А (р). 
15 72 — 6 5 
Умножаемъ обЪ части на 15(72 — 6) и ръшавмъ полученное уравненіе; 
вели найденный корень не обращаетъ въ нуль знаменателя, то онъ удовлетво- 
ряетъ данному уравненю. Но знаменатель 15(7х — 6) обращается въ нуль при 





а= =; сл. вели корень освобожденнаго отъ дробей уравненія будетъ отличенъ 


о ло 


отъ =, 0нъ удовлетворяетъ предложеннону ур-нію. 


Освобожденное отъ дробей ур-ніе есть 
(65 4 7) (72 — 6) — (2х — 2)15 = 3(22 -- 1)(72 — 6) 
или, собирая већ члены въ первую часть и въ двухъ изъ нихъ выводя за скоб- 
ки 7х — 6, находимъ 
(7х —6).4 —30(4—1)=0, или 
282 — 24 — 305 -|- 30 —0, или 
—21—— 6, откуда 
23. 
Итакъ, данному уравненію удовлетворяетъ значен1е х, равное $, въ чемъ 
не трудно уб®диться ловъркою. 


Примъръ Ү. — РЪшить уравяеніе 





1 22 А ее 94-42 
аа гигов еи Шота ао агаар 


Для нахожденія общаго знаменателя, разлагаемъ на множителей знамена- 
тели первой части уравневія; находимъ: 


а 38-2 == (#--1)(#--2); 
24243 = (2+ 1)(= 4 3); 
224-506 (2-2) 4-3); 
общий знаменатель — (2 -|- 1) (2 -- 2)(2 -- 3). 
17% 


Р; 
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Умноживъ объ части на общаго знаменателя и сдфлавъ надлежащія сокра- 

щенія въ дробныхъ членахъ, имћемъ: 
2-3 2002-9) 4-а 4-40-00 20064 3)—(94-42)(2--1)(2 9), 
ИЛИ 
32° -|- 62-4 3 = 423 -4- 242° —- 442 -|- 24 — 42° — 212% — 352 —18, 
иди, по приведеніи во второй части и по отнятіи отъ обћахтъ частей по 32", 
имћемъ: 
62-4 3=92-4- 6 .... (2). 

Это ураввеніе не необходимо тождественно данному, такъ какъ оно полу: 
чено умноженемъ даннаго на выраженіе (х 4 1)(2 + 2)(2 -|- 3), содержащее не- 
извстное. Но если корень (2) не обращаетъ въ нуль общаго знаменателя, то 
онъ удовлетворяетъ и ур-нію (1); общій же знаменатель обращается въ 0 при 
значеніяхъ =, равныхъ — 1,— 2 и — 3; поэтому, если корень ур-нія (2) не 
равенъ ни одному изъ этихъ чиселъ, то онъ необходимо уд-тъ данному ур-нію, 
если же равенъ одному изъ этихъ чиселъ, то необходимо дальнйшее изелћдованіе. 

РЪшая ур. (2) имћемъ: 


65 — 9%—6—3 
ИЛИ — 832—3, 
откуда д=—1. 


Перенеся већ члены даннаго ур-нія въ первую часть и соединив ихъ въ 
одну дробь, имфемъ 


Р сао: НО и Иа 
(240042) 3) («4104 2)0 8) ^ 
Первая часть, при = == — 1, обращается въ с} но, сокративъ на “--1, 
и положивъ затЁмъ х— —1, найдемъ 


—3 __ 
5) 910 не — (), 
сл%д. — 1 не есть корень даннаго ур-шя. Но какъ степень знаменателя дроби 


—— 3(2-- 1) 


выше степени числителя, то данное . пмћетъ корень— оо. 
(е1) 2) 3) са. р 





ПРиИМФРЪ ҮІ. — Решить уравненіе 


2-01 #-а. 
2а-Нь 2а — 0 


Умноживъ 06$ части на общаго знаменателя (20 -|- 0)(20 — Б), найдемъ 
(22 + 7)(2а — 6) = (20 -4-0)(2а — 0) + (= -- а)(20 4-Б), 
или, выполнивъ указанныя дйетвія, 
Дах —- 14а — 2х — 15° — 4а? — 5% 4 2а | 20% -|- һа -- оф, 
а по перенесеніи членовъ, 
Дат — 265 — дав — $51 = 4а? — 0° 4- 2а -- аф — 14а -|- 7%, или 
(да — 30): = ба*— 13а -|- 65*, откуда 


__ ба? — 18а р 602 
о 2а — ЗЬ 





— 261 — 


Совершивъ дъленів, найдемъ окончательно 
а= 38—46. 

Если значенія, данныя буквамъ 4 и 5, обращаютъ одного изь знаменате- 

лей въ ноль, тогда мы уже не имфли бы права умножать ур. на произведеніе 


2а- 0)(20 — Б), какъ равное 0; но въ этомъ случаъ самое ур., содержа дробь 
съ знаменателемъ равяымъ (), не имфло бы никакого смысла. 


Примъръ УП. — Рышить уравненіе 


1 2 3 бт \ 
аа ава Еа а 0 





Приводя къ общему знаменателю, имћемъ: 
2--34)(2— а)(#- а)-|-9(2– 6а)(2—2а)(8—а)--3(0—6а)(2--3а)(2—а)—6(2—6а)(2--30) (0—24) _ |} 
(х—6а)(=--3а)(2—2а)(ҝ—0) ар 
Числатель м. б. упрощенъ; вынося въ первыхъ двухъ членахъ обийй мно- 
житель (2 — 24.5 — а), а въ двухъ поелфднахъ 3(2 — 6а)(2-|-За), вайдемъ 
12: — 2а) (2 -—— а{2-- За 22—124) | 3{х — 6а)(2-|- 3а) = — а — 5 -|- 4а|= 
(2 — 24) (2 — а)(8х — а) -- 3(# — 6а)(#- 3а)(— 2 -- За) = 
3(1 — 2а (1 — аз — 30) — 3(х —ба)\(х + За\(х — За) = | 
314 — 34) (х — 2008 — а) — (2 — бах - 3а) = 3(2 — За) Х 200*. 
Уравнен!е принимаетъ, поэтому, видъ 
60а: — За) Е 
(х — 6а)(2 4 3а)(х — 2а)( — а) 
Чиелитель обращается въ 0 только при 2 30; и какъ это значене х не 
обращаетъ въ ноль знаменателя, то оно уд—тъ и ур—нію (1). Кром того 


данное ур. пмћеть еще безконечный корень, ибо степень знаменателя выше 
степени числителя. Итакъ ур. им%етъ два корня 








ео 


== 30, и @'==09. 


Повфрка. Подставляя За вмћсто х въ данное ур., находимъ 
1 2 3 6 
ваа = и 


1 1 3 3 
аваа а 0 
что вЪрно. 
Подетавивъ ос вмћсто 2, замфчаемъ, что каждый члепъ первой части 
обращается въ 0, сл. ур. также обращается въ тождество 0 == 0. 
278. Задачи. 
1. 5 — 3(4—2)-1 4(3 — 22)=0. 


2. 8(0— 8) — 2(2— 2) (2—1) =2--8-| (2-2) + З@- у. 
3. 5—1, 92—85 __92—7 

ЙЕ Е Е 

ен МЕ 








10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 
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1 1 
ее 0 [22 (62 
25—12 162-44. 23 
24-1 32-5 5271 | 
374 — 77х 
(632 Ет 2): 676—148 — = 1172 — 28. 
1—2 5—65 8 1— 322 
3—4 7—8 3` 91—592 -4|- 321% 
2—9 0—7 20—9__50—8 8—7 2—8. 
2—5 2—9 4—4 1—5 2—4 1—9 
О. НИЕ 1 
2+3 2457 242 24-1 
р. 3 4 1 
221 22 103) (+4) 
0,125(0,1:- 0,5) _ 
и а 
(24-1, 2(#-- 1,5) _ 
5(0,8#—1— 
_ ает ва 2021-10) 
Ж 9 = 2+ 9— - 23 
8 4 
25 10 — 32 
в а воа 
р] 13 < 39 
ата _ 

2—1 Е #1 — 

6 __#-2 р а? — 0 
2 фота 

а рео е7 
6(2 1) 18(02 —1) 7 9(2--1) 


7:45 16-45 __ 35-59 
3 ОЕ таро 
аав авай) 
8 12 — 20 у 
5 24—82 | т 
а г? 
2 2х 35 42_5% 65 
п лагы 
1 2 „А1 32-24 
, 57 (221 7) — 5 (202—7) = 20 
48—91, 7 47 9—71 
таео а 


ито] 
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24:48 _ 115 — 5 _ 3755 — 8622 — 35 

152—385 95-21 1097 — 49) 

97. [12(13580 — 2) — 9]*-|- [5(13580 — =) — 1] = [13(13580 — 2) — 8}. 
Положить 18580 — 2 — у. 


я --22--2 2*-|-8#--20 __ 224-42-46 , 2-62-12. 
с 24-1 сд 4 а ся 24-3 


26. 











94 — 5а , 5 — 62 17—75 82-09) 
29. ее. г 370 = 99 а с-ф" 
2 е 24-1 Еа а) 2910 { х--2 а х4 3 








30, е 2 2—0), 
д 
а. ъъ вна 
39 а — 5) а(а-- 5) аф 





Стаи СЕНО 
„ 2(а — Б) -- а -|- 0° ах 4-12 ага = 
7 а СЕ, 











а (2-- а)(= И ТЕТЕТ 
у а р =: а 0 
а 2 _ а? -|- 0? 
аа а ааа, 
2—60 2—0, с _2-6+р+0, 
вв, 279-2224. 


35. 
































а ас 

8% БЕРИ ЕРИ А 
"Пя аре 

2? — (а 4- 0)х 4-а я —— (а — 0) — а _ 
: —— (0—0 
38 ие С) 

р В: РЕН НИ 
ЕЕ" = — 6. 

2.2, @ 
40. р 

1 1 1 

тте рд Таа св тунат 
49, аьа ЕК: 

де да = 

и — Е — (За — 0)(2 — 0)а 
48. 2 |- 5а — ара — 25. 

р. аб? > 4-0) 5х 
ЕО Иа 

2 1 205 40 
45. разв 1а 1 бааа (ав и) 5) аа 9ай айа 01 
46 3% - х —а 5х [а 
аа та а 90% — а 

21 & —— а &4- а х 4-а — 0 








раза аб аһ 68 еб д-р 


— 964 — 
































12_1—# 
1-я 145 3 р 9 __ 29 
2 1 = 14—82 уе їо 
ее НЕ 
1—2 4—2 
1 т 12 = х | 5 
р 7195—17 2—0 Зх — 56 — 8 
50. 5 - СЕЕ: 51. с. ар Л 
2 — 9 2 —- 6 
бо. & 402 — 3) — 3(82 — 1) _ з (22-2). 
5 6(х — 1) — 9 35 — 9 
РЪшевіе слёдующихъ ураввеній привести къ ур-мъ 1-й степени: 
р 4 т 37 
р ра Раз я-а 
64 8-2 5-22 _, _ 42—2 
1-2 7-35 7 - 165 + 47 
я 28 455 __ 483 6—2 
И ЕТ ИЕ 


(= — а) __ х — 2а— 
(2-4 0) эра 
Сказать, не рБшая ур-вій, корни слфдующихь ур-ній: 
57. [#— (а-- 6) (с--а)=0. 58. (72— 42).13=(12—49).15. 
а === ГІ =] Е [5] | 
60. (32 — 12)(52 — 25)(7х — 49) — 0. 
61. (2—0 — 0)(х а 0) (24-0) = 0. 


62. Какія значеңія нужно дать количеству х, чтобы нижеслђдующія ур-віл 
были удовлетворены: 


56. 














тх 
= + 255 - == значеніемъ 2 = 1, 
я — х А 
а ур. ыа а= = "=: Е значевіемъ 2 — 20. 


Задачи, приводящія къ уравненіямъ первой степени съ 
однимъ неизвфетнымъ. 


279. РЬшенів алгебраической задачи состоптъ изъ четырехъ частей: 

1) составленія уравненй или неравенствь изъ условй, связывающихъ 
данныя величины съ неизвЪстными; 

2) ръшенія полученныхъ уравненій или неравенств; 

3) изслљдованія задачи, т. е. разсмотрЪнія представляемыхъ ею особеп- 
ностей и опредфлешя условій, которымъ должны удовлетворять данныя, дія 
того чтобы задача была возможна (въ случа, когда данныя величины изобра- 


жены буквами). Ол%дуетъ замфтить, что не веякая задача представляетъ мате- 
ріалъ для изелћдованія. 
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4) повњрки найденныхъ рњиеній, служащей удостовфрешемъ въ пра- 
вильности рёшеня задачи. 

Въ этой глав мы займемся ръшеніемъ только такихъ задачъ, которыя 
приводять къ уравненіямь первой степени съ однимъ неизвћстнымъ; а 
изсл%дованіемъ рЪшеній займемся въ отдъльной глав, не касаясь пока этого 
вепроса. 

Что касается составленія уравненій изъ условій задачи, то на этотъ счетъ 
нфтъ никакихъ общихъ правилъ; вее, что можно сказать по этому предмету, 
сведитоя къ слЬдующему: назвавъ нензвъстное (мы ограничиваемея здфеь слу- 
чаемъ одного нвизвъетнаго) буквою х, обозначаютъ при помощи этой буквы и 
данныхъ задачи вев дъйствія, какія должно бы было произвести надъ ними 
для повфрки рёшев!я, предполагая, что веизвёстное найдено; такимъ образомъ 
получатся выраженія, которыя, по условию задачи, должны быть равны: соеди- 
няя ихъ знакомъ равенства, и получимъ искомое уравнеше. 

Укажемъ прим%неніе этого правила на н%сколькихъ вопровахъ. 

280. Первая задача. Часовая и минутная стрњлки находятся вмъстьњ, 
показывая полдень. Въ которомь часу пройзойдеть сльдующая илъ встрњча? 

Составленае уравненія. Циерблатъ часовъ раздёленъ на 60 равныхъ 
частей, каждое изъ которыхъ большая стрфлка проходить въ минуту времепи, 
п пусть отъ полудня до ветрфчи стрълокъ малая стрфлка прошла = такихъ 
дЪленій. Минутная стр%лка, чтобы догнать часовую, должна обойти весь цихер- 
блатъ, т. е. пройти 60 дфленій, да еще = д%леній, пройденныхъ часовою, 
всего 60 -|- 2 д®леній, Но въ то время какъ часовая проходить 5 д%левій 
(отъ ХИ до 1), минутная етрълка проходить 60 такихъ д®левій, сл. въ 12 
разъ большее число ихъ. Изъ этого сабдуетъ, что въ одно п тоже время путь 
пройденный минутною стрълкою въ 12 разъ больше пути, пройденнаго часовою, 
т. е. 604-2 въ 12 разъ больше 2. 


Итакъ, имфемъ уравнене 


60 -- 2 = 122. 
Рњшенкіс уравненя. Перенеся 2 во вторую часть, находимъ 
60 112; 
Откуда == 30 у 5 . 


Ол®д., до ветрёчи стрълокъ часовая должна пройти 52 минутн. дълевій, 


т. в. вотрћча произойдеть въ 1 ч. 5 МИН. 


Повърка. Пространство, пройденное мивутною стрълкою, должно быть въ 
12 разъ больше разстоянія, сдфланнаго часовою; и въ самомъ дблЪ 
5 5 720,60 
65 17: = ц: 112212: 


мн 


281. Вторая задача. Въ трехзначномъ числь цифра десятковь вдвое 
больше цифры сотень, цифра же единиць втрсе больше цифры сотен; если 
кә искомому числу придать 396, найдемь число обращеннсе, т. е. ссстав- 
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ленное тъми-же цифрами какь и искомое, но написанными въ обритномь 
порядкњ. Опредълить неизвюстное число? 


Составленіе уравненія. Пусть цифра сотенъ искомаго числа будетъ 2; 
тогда цифра десятковъ выразится черезъ 2х, а циора единицъ Формулою 3х. 
Вее число единицъ въ искомомъ числ будетъ 


1002 4- 202 + 32. 
Число единицъ въ обращенномъ числъ будетъ 
8002 2024-2. 
Придавъ къ первому 396, найдемъ число обращенное; елћъдов. 
1002 4- 202 -- 32 4 396 = 3002 4- 20. -- г. 
Рњшеніе уравненія. Отнявъ отъ обфихъ частей по 202, собравъ ие: 
извфетные члены въ одну часть п сдфлавъ приведені, получимт. 


396 — 1982, 
откуда 
396 
2 — 982 2 
Птакъ, число сотенъ нскомаго числа равно 2; слъд. число десятковъ = 4, 


а число единицъ 6. Поэтому искомы число есть 246. 
Повњрка. Придавъ къ найденному числу 396, должны получить обращен- 
нов число, т. е. 642; и дЪйетвительно 
246 -- 396 = 642. 


282. Третья задача. Два капитала составляют» въ совокупности 167280 
руб. Первый, помъщенный, на 4%, принесъ-бы вә 8 м. прибыль вдвое боль- 
шую той, какую можетъ принести второй капиталь, помњщенный на РМ РА 
въ 7 мюсяцевь. Опредълить оба капитала? 


Составленіе уравненія. Пусть первый капиталъ = 2; тогда второй бу- 
детъ == 167280 — х руб. Каждая сотня перваго капитала, принося въ 1 тодъ 


4 руб. прибыли, дасть въ 1 мЪсяцъ 2, въ 3 месяца 2х8 ди 1 руб.; 


12 
слъд. каждый рубль перваго капитала принесетъ бн руб. прибыли, а = рүб- 
Ея 
лей — 100° 


Такимъ же точно образомъ найдемъ, что капиталъ 167280 — = р., при 
5%, дастъ въ 7 ифеяцевъ 








(167280 — х)х5хт (167280 — а) х 35 
ИЛИ 


100 Х 12 10012 7 Р: Прибыли. 


По условію, первая прибыль вдвое больше второй, елд. 


& _ (167280 — 2) х 35 х2 


100 100 х 12 
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Рилиене уравнензя. Освободивъ это ур. отъ дробей, вмћемъ 


1221679280 х 70 — 702, 
192 -- 702167280 х 70 , 
892167280 х 70 , 


__ 167280 х 70_ 


Итакъ: капиталъ, помфщенный на 4°/,, 142800 р.; капиталовъ, пом%- 
щенный на 5%, = 167280 — 142800 — 24480 р. 


149800 х3х4 
Повтърка. Прибыль, приносимая первымъ капиталомъ, равна аа" 
=-1428 р.; вторым — 24489 х5 7 — 714. Дйствительно, 1428 больше 


714 въ 2 раза. 


283. Четвертая задача, Лисица, преслњдуемая собакою, находится впс- 
реди послљдней на 60 своитъ скачковъ, и дњлаетъ 9 скачковъ въ то время, 
въ какое собака дљлаетъ только 6; но З скачка собаки равны 7 скачкам 
лисицы. Сколько скачковъ должна сдълать собака, чтобы дознать лисицу? 


Когда въ задача рфчь идетъ о разетояніяхъ, полезно изображать ихъ ли- 
піями; этимъ путемъ мы яснфе представимъ себ% зависимость между величина- 
ми и скорће съумфемъ составить ур—ніе. 

Предложенная задача представляеть примёръ этого рода. 

Составлене уравненія. Пусть № (ем. черт. 3) означаеть м%сто, въ кото- 
ромъ находится собака; 0 — мето, въ которомъ въ тотъ-же самый моментъ на- 
ходитея лисица; М — точка, въ которой собака настигаетъ. лисицу. Пусть, за- 
тБмъ, собака должна сдфлать а: скачковъ, чтобы догнать лисицу, т. е. чтобы 
пробъжать разстояне ММ. 

Выразимъ черезъ 2: число скачковъ, которое должна сдълать лисица на 
разстояни ОМ. Въ то время хакъ собака дЪлаетъ 6 скачковъ, лисица дфлаетъ 

9 3 
ихъ 9, ел. пока собака дълаетъ 1 скачекъ, лисица дълаетъ т ИЛИ 7 0а: 
ка; поэтому, въ то время какъ собака дћлаетъ х скачковъ отъ № до М, лиси- 
3 32 

ца сдфлаеть х разъ 97 ИЛИ <>. бкачковъ 0ТЪ 0 до М. 

Итакъ, на одномъ и томъ же разстояніи ММ, собака дълаетъ х скачковъ, 

32 А 

а лисица 60+ (60 скачковъ на разстоянш отъ № до0). 

Примемъ скачекъ лисицы за единицу м®ры; тогда разстояне ММ, выра: 

32 За 

женное въ этихъ единицахъ, будетъ 1 х (804-2) или 60-- 5 принятых 
единицъ. 

Съ другой стороны, 3 скачка собаки равны 7 скачкамъ лисицы, сл. 1 ска- 

7 та 
чекъ собаки —= г скачка лиепцы; а потому 2 скачковъ собаки == приня- 
тымъ единицамъ: это другая Формула, выражающая разстояніе ММ въ тћхъ-же 


единицахъ, какъ и Формула 604-2 . 
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Приравнивая одну Формулу другой, имфетъ ур —нів 
75 А 32 


Рьшене уравненія:—0свобождая ур. отъ дробей умноженіемъ объихъ ча- 
стей на 6 получаемъ 


142 = 360 | 9х, 


54 — 360, 
РА == 72. 


Нтакъ, собака едфлала 72 скачка, чтобы догнать лисицу. 
Повърка не предетавляетъ затрудненій. 


284. Пятая задача, Два пољзда выходять одновременно со станцій А и 
В и идут на встрњчу друъ друш; первый все разстояніе АВ можеть прой- 
ти въ 4 ч. 20 м.; второй на проложденіе тою же пути употребляет 3 ч. 
30 м. Разстояніе отъ А до В равно 211 верстамь. На какомь разстояніи 
отъ А оба пољзда встрътятся, полалая, что каждый движется все время 
съ одинаковою скоростью? 

Составлеще уравненія. Пусть будеть х искомое разетояніе, т. е. число 
верстъ отъ А до мЪста ветрфчи; разстояніе оть м®ста ветръчя до В равно, по- 
этому, 211 — 2. —Такъ какъ оба пофзда выходятъ со станцій одновременно, то 
до встрћчи они находятея въ дороги одинаковое время; выразивъ эти времена 
и приравнявъ полученныя выраженія, и найдемъ искомое уравненіе. 

Первый пофздь въ 4 ч. 20 м. пап въ 260 м. можеть пройти 211 веретъ, 


260 $ 
сл. чтобы пройти одну версту, времени нужно =-— мин., а дяя прохожденія = 


211 
2602 ; 
верстъ р мин. Такимъ же разсужденіемъ убъдпмея, что второму повзду для 
: 210(211 — : 
прохожденя 211 — 2 вереть потребуется ы мин. Сл. ур—ніе есть 
2602 _ 210(211 — а), 
211 — 211 


Рьшенме уравнемя. Освобождая отъ дробей, имфемъ 
2605 —210(211 — 2); 
выполняя умножен!е и перенося члены: 
2602 -|- 210244310; 


4705 — 44310; 
__ 44310 


2= 0 == 94а версты. 
Итакъ, ветрфча произойдетъ въ разетоявій 945 версты отъ А. 

Провърить рёшеня нетрудно. 

285. Шестая задача, Раздњљлиииь 5600 р. между пятью лицами тож», 
чтобы 2-е имљло вдвое больше 1-10 и еще 200 р.; 3-е втрое больше 1-ю 
безъ 400 руб.; 5-е полусумму частей 2-0 и 3-0 и еще 150 р.; наконец, 
5-е четверть суммы сстальныхль четырехь и еще 475 руб. 
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Составленіе уравненія. Пусть будеть х часть перваго; часть выразится 


выразится Формулою 22 | 200; 3-го 3х — 400. 


22 4- 200 - 35 — 400 
2 
Сумма частей четырехъ первыхъ хицъ — 


т.222 --.200 4-32 — 400-221 190, рди ба — 200-225 109, 
172 — 300. 
р 


Четвертый получить 4 150 или 52 1100. 








172 — 800 
в т. е, ее 8 
По условію задачи части вефхъ пяти лицъ въ совокупности составляютъ 
5600 р.; отсюда уравненіе 
1 — 300 17 3500 Е 
В: ЕО ер. 
2 8 
Рњшеніе уравненія. Освобождая уравненіе отъ дробей, находимъ 


682 — 1200 -- 172 -- 3500 — 44800; 
852 44800-19200 — 3500, 
352 42500, 


п = 42209500, 


Пятый получить 





Итакъ: часть 1-го =500 р.; часть 2-го == 1200; 3-го == 1100; 4-го = 
1300; 5-го — 1500 р. 

Повњрка. Дйствительно, сумма 500 -- 1200 -- 1100 -– 1300 -- 1500 = 
== 5600. 


Примъчане. Задача эта приведена какъ примфръ, указывающій, насколь- 
ко полезно сокращать и приводить въ простъйшій видъ сложный результатъ, 
прежде чъмъ переходить къ слъдующему. 

Приводимъ примфры съ буквенными данными. 

286. Седьмая задача. Число а раздълить на двњ части, которыя от- 
носились-бы между собою какъ т: т? 

Составленїе уравненія. Пусть первая часть == т; тогда вторую можно 
выразить при помощи х изъ пропорщи 


х : второй части = т: я, 


па 
откуда вторая часть = = 


Отсюда уравнене 
пт 
х-- Аг = 
Римиене уравненя. Умноживъ 06% части па э, найдемъ 


та 4|- пх = ат; 


(т +|- ®)х == ат; 


ат 


т-- т 


2 == 












































— 270 — 


пт та па 
т’ тп т —- п. 

Повърка. 06% части должны въ сумм составлять а, 

И дёйствительно 

та у па тата _ (т У т)а _ 
тит ти тәп т Бп = е 

287. Восьмая задача. холо должень уплатить своему заимодавцу нъ- 
сколько суммъ вь различные сроки, а именно: $ руб. черезъ т мњъсяцевъ, 5 
руб. черезь т’ ми., $’ руб. по истечензи т’ мњсяцевъ, наконешь 5” руб. 
черезъ т” мњсяцевъ. Заимодавець желаеть получить всю сумму 8-|-8' 5-4-8 
разомә. Черезъ сколько мњсяцевъ должна бытъ прсизвєдена эта уплата, что- 
бы ни та ни друая сторона не потерпъли убытку? 

Составлеме уравненія. Допустимъ, что каждые сто руб. приносятъ заимо- 
давцу р % въ мфеяцъ; тогда прибыль, которую заимодавецъ лы съ 





® 
Вторая часть = == = 





5рт 
перваго капитала при уплат его черезъ эк мсяцевъ, составляетъ 





быль, доставляемая вторымъ капиталомъ, при уплат% его черезъ т” мъсяцевъ, 
8"рт!. 5’рт" $’рт". 
равна 100; третьим — ср; и четвертымь со; слёдов. общая прибыль, 
зрт | 8'рт/ , $"рт’ 
которую долженъ получить заимодавецъ, составляеть 6106" Е 


ии 


$ т" А Й 
—- е р. Время по истечени котораго вся сумма $--5--5”--5” должна 


быть уплачена разомъ, должно быть таково чтобы вея сумма давала прибыль 
5 

равную вышеозначенной. Пусть это время == х м%еяцамъ; прибыль, достав- 

ляемая капиталомъ 5 -|- 5’-|-5”-- 5” по истеченіи этого времени, составляетъ 


(54-8 + 8 зря руб. 
100 








Поэтому, уравненіе будетъ 


чне ане апо ре = вон И. 8'"рт"" 
100 7100 100 100 7100 





Рьшеше уравненія. Сокращая объ части на общаго множителя - 
ходимъ 


р. 
1000 М 


(8484 57 $") зт Е зт 1 вт" Е 8, 


откуда 
__ эт + о’ ЧЕ" 4 "т" 
== 5 Я Е 5 8" ' 
Повърка не представляетъ затрудневій. 
288. Задачи. 


1. Найти вмъстнмость трехъ бочекъ по слфдующимь условіямъ: если всю воду, 
содержащуюся во второй, перелить въ первую бочку, то во второй останется 5 ея 
содержимато; если вторую бочку наполнить водою, содержащеюся въ третьей, то въ 
посяфдней останется 2 ел солержимаго; наконецъ, если всю воду перелить изъ 1-й 


въ третью, то для наполненія третьей недостанетъ 50 ведеръ. 
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5 
9. Опредфлить число, которое, будучи помножено на 10, даетъ = своего квад- 
рата. 
3. Купецъ удержнваеть изъ веей суммы, находящейся въ оборот, ежегодно 


А 1 
1000 р. на свое содержаніе. Прпэтомъ ежегодно его капиталъ увеличивается на 5 


остающейся суммы, и въ конц третьяго года капиталъ удвопваетея. Сколько онъ 
пыфлъ въ начал перваго года. 


4. Я издержаль па одну покупку 4 рублями меньше той суммы, какую пыфлъ; 
па другую покупку 3 руб. больше четверти остатка; наконецъ, на третью-—1 р. 20 к. 


2 
больше т новаго остатка. Посл этого у меня осталось 24 р. Сколько руб. имфлъ 


я вначалЪ? 





2 А 
5. Капиталисть помЂетилъ Е своего капитала въ желЬзно-дорожныя акциг, 5 
его употребилъ на покупку земли, а остальную сумму ва разработку рудниковъ. 
Первал часть капитала приносптъ ему ежегодно прибыли 13%, вторая—9, между 
тёмъ какъ разработка рудниковъ требуетъ ежегодной прибавки въ 39°. Какъ великт 
его кациталъ, если въ общей сложности онъ даеть 888 руб. ежегодной прибыли? 


6. Найти шестизначное число такого свойства, что если первую цифру справа, 
равную 2, поставить на первое м$сто слъва ханнаго числа, то получится число, со- 


1 
ставляющее 8 перваго? 


7. Съ вершины горы, высота которой —412 метр., поднимается воздушный 


1 с 
шаръ на нБкоторую высоту надъ вершиною, затЪмъ опускается на т ЭТОЙ высоты, 


1 
а потомъ снова поднимается на 10 той высоты, на которой находился, переставъ 


Я . 19 
опускаться. ЗалЗмъ онъ падаеть у основанія горы, пройдя при этомъ падент 90 
достигнутой въ первый разъ высоты. Опредфлить эту послъднюю? 


8. Корабль, плывущій изъ А въ В, не дойдя 4 миль до м%оста назначенія, былъ 


1 
отброшенъ противнымъ вътромъ на 19 Часть пройденнаго пути. Затфмъ вфтеръ сно- * 


А 1 
ва сдфлалея попутнымъ п корабль, проплывъ по направленію въ В 5д Часть разотоя- 
Д 1 
нія, накоторомъ онъ находился отъ А, снова быль отброшенъ назадъ на 20 "87 сво- 


а 1 5 
его разстоянія оть А. Посл этото, сдфлавъ 9 послБднято своего разстоянія отъ А, 


онъ пришолъ въ В. Опред®лить: сколько миль между А и В, и какое пространство 
въ сложности прошолъ корабль? 


9. Обобщить предыдущую задачу, взявъ выфето чисель 4, 19, 24, 20 и 9 обще 
знаки м, а, 0, си 9? 


А 5 2 
10. Изъ бочки, наполненной виномъ, было взято 15 всей находившейся въ ней 


4. 
жидкости и 40 литровъ, затЬмь прибавлено 20-ю литрами меньше 18 оставтатося 
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7 
вина, и наконець взято изъ нея 20-ю литрами мепьше и новаго остатка. ПослЪ 


этого въ бочкъ осталось 700 литрами меньше, чЪмъ было вначалћ. Сколько литровъ 
содержала бочка вначалъ? 


11. Резервуаръ, наполненный водою, можно опорожнить двумя кранами различ- 
ной величины. Открывъ первый кран», выпускают» 2. всей воды; посль чего от- 
крываютъ п второй кранъ, такъ-что вода вытекаетъ пзъ обоихъ; при этомъ черезъ 
оба крана резервуаръ опоражнпваетея въ течен1и времени, 5а часа ббльшато то- 
го, какое потребно, чтобы первый кранъ, будучи открыть одивъ, выпустиль бы 


1 2 . 
тр всей воды. Если бы съ самато начала были открыты оба крана, резервуаръ 


1 
былъ бы опорожненъ 7ъю часа скорфе. Сколько времени нужно, чтобы весь ре- 


зервуаръ быль опорожненъ: 1) однимъ первымъ краномъ; 2) однимъ вторымъ кра- 
номъ; 3) обопми кранами вмъст? 

12. Отецъ, умирая, раздфлиль свое имущество слъдующимъ образомъ: старшему 
сыну завЬщалъ 1000 р. и шестую часть остатка: второму 2000 р. и шестую часть 
остатка; третьему 3000 р. и шестую часть остатка; п т. д. Приэтомъ оказалось, что 
всфмъ сыновьямъ досталоеь поровну. Опредфлить величину всего. цаел®дства, часть 
каждаго и число наслъдниковъ? \ 


18. Обобщить предыдущую задачу, взявъ вм%сто 1000, 2000, 3000, .... колп- 
чества а, 2а, 3а, .....и а вместо 2. 
№ 6 


14. Сосудъ содержитъ смфсь воды съ виномъ. Отливши четверть смеси, замђ- 


1 
няютъ ее водою; отливши С новой смеси, опять замВнаютъ ее водою. Сдфлавши то- 


же самое третій разъ, находятъ, что сосудъ содержитъ втрое больше воды, чфмъ вина. 
Спрашивается, въ- какомъ отношенш находилось количество воды въ количеству вина 
въ первой см%си? 


15. Н%кто помфстиль на проценты 150255 р., часть по 3%, и по курсу 66 р., 
а часть по 4101, по курсу 96,75. Въ конц года онъ купилъ на вырученпыя про- 
центныя деньги трехпроцентныя бумаги по курсу 69,3 р. Послф этого весь доходу 
его составлялъ 7230 р. Найти величину каждой изъ трехъ суммъ, помфщенныхт на 
проценты. 


16. Шесть мЕстечекъ А, В, С, 0, Е п Е, расколоженныхь одно за другимь 


. З 5 
въ рядъ и находящихся въ разстояніяхъ: А отъ В -— равномъ Я" В отъ С Те’ С 


5 1 Я 
отъ р 8° Т отъ Е РЫ п Е от Е а мили, согласились постронть на общія сред- 


ства училище, съ условіемъ, чтобы оно находилось между С и "Р и чтобы сумма его 
разстонній отъ А, В и С равнялась сумм разстояній отъ р, Е и Е, Въ какомъ 
разстояніи отъ С долженъ находиться учихнщный домъ? 


17. Күпецъ получилъ бочку масла и бочку риса одинаковаго вЪса брутто. ВЪеъ 
нетто перваго товара, при опредфленномъ процент тара, вычтенномъ изъ вћса 


7 
брутто, составилъ 536 фувтовъ; вфеъ нетто вторато товара при’ 65 /-мн меньшей 


тар, составилт 580 фунтовъ. Сколько 9, составляла тара первой бочви? 
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18. Я долженъ заплатить дв равныя суммы, одну черезъ 9, другую черезъ 15 
м%$сяцевъ. Но если я уплачу ихъ сейчасъ, съ опредфленнымъ, одинаковымъ для об%- 
ихъ суммъ, учетомъ, то вм$сто первой суммы долженъ отдать 1208, а вм%сто второй 
1160 руб. Какъ велика каждая сумма и по скольку процентовъ дфлаетея учетъ? 


19. НЪкоторое предложеніе, подвергвутое голосованію въ собраніи, состоявшемъ 
изъ 600 лицъ, было отвергнуто. Будучи подвергнуто голосованію во второй разъ въ 
томъ же собраніи, оно было принято, при чемъ число голосовъ рго на этотъ разъ было 
вдвое больше числа голосовъ сошиа при первомъ гохосованіи; большинство же голо- 
совъ рго во второй разъ относилось къ числу голосовъ 270 при первомъ голосованін 
какъ 8:7. Сколько лиць перем®нижи свое мн®н!е? 


20. Въ 4 часа утра изъ А выфзжаеть почтовая карета, Ёдущая въ В, дфлая по 
8 верстъ въ часъ. Въ 11 ч. 40 м. изъ В въ А отправляется пофздъ, идущій по же- 
лфзной дорог, проложенной рядомъ съ шоссейной, и дълающій по 32 версты въ часъ. 


По%здъ пришелъ въ А 30-ю минутами позже ч$мъ карета пріћхала въ В. Опредфхить 
разстояніе между А и В? 


21. Два тБла движутся на-встрБчу другъ другу по линш АВ, одно изъ Авь В, 
другое изъ В въ А, проходя въ каждую единицу времени первое о едивицъ разстоянія, 
второе 9’, при чемъ второе начипаетъ движеніе э единицами времени позже перваго; 
оба достигають конечныхъ точекъ въ одно время. Найти разстояніе АВ? 


22. Въ догов у за курьеромъ, Бдущимъ всегда съ одинаковою скоростью, черезъ 
5 дней посл егомотъъзда посланъ другой, который, чтобы догнать перваго черезъ 8 
дней, долженъ профзжаль ежедневно 2— мидямя больше перваго. Сколько миль про- 
Ъзжаеть въ день первый курьеръ? 


28. Обобщить предыдущую задачу. Прут 


24. ПЪшеходъ, проходящій въ каждые 7 часовъ по 4 мили, выходить изъ нфко- 
тораго мфста В. Въ догонку за нимъ, въ тоже самое время, отправляется верховой 
изъ мета А, отстоящато 0тъ В на 8 миль, профзжая по 4 мили въ каждые 3 часа, 
Черезъ сколько часовъ верховой догонитъ пфшехода, полагая, что каждый изъ нихъ 


1 
употребляеть на отдыхь по 1 -= часа во время всего пути? 
25. Если солнце проходить ежедневно дугу въ 1%, а луна въ 13%, и если солнце 


въ извъстный моменть находится въ начал рака, а черезъ 3 дия посхЪ этого луна 
въ начал овна, то опредфлить мфето ихъ перваго соединевія? 


Примњчаніе. Оба свътила движутся съ Запада на Востокъ; знаки же зодіака въ 
томъ же направлевіи слъдуютъ другъ за другомъ въ такомъ порядкф: овенъ, телецъ, 
близнецы, ракъ, .... на разстоянін 30% одинъ отъ другаго. 


26. Передъ полнымъ центральнымъ солнечнымъ затмъніемъ, согласно вычисленію, 

разстояніе центровъ солнечнаго и луннаго дисковъ въ 9 ч. 13 м. до полудня равня- 
7 

лось 5 -; ширины луннаго диска. Оба свЪтила имфли одинаковую кажущуюся вели- 


чину и двигались въ одномъ направленін съ Запада на Востокъ. Луна проходила по 


своей орбит въ каждый часъ 1 те а солнце въ тоже самое время лишь ширины 
луннато диека. Въ которомъ часу имфло мЪсто совпаденіе центровъ обоихъ дисковъ 
(полное затмніе)? Въ которомъ часу произошло первое привосновеніе (т. е. начало 
затмЪніл) и второе прикосновеніе (т. е. конецъ затм%вія)2 

Примњчаніе. Затмћніе паз. центральнымь, если имфеть м%ето совпаденіе цента 
ровъ соли. н лун. дчека; оно м. б. иполнымь, или же кольцеобразным». 


18 
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27. Пароходъ и корабль плывутъ изъ М въ №; первый совершаєтъ въ каждые З 
часа 7 миль, второй въ такое же время только 2 мили. Когда пароходъ вышелъ изъ 


1 .> 
М, корабль прошелъ уже 3-- мили, но въ М поелБдній прибыль 5 часами позже 


перваго. Сколько часовъ пароходъ употребиль на перефздь разстоянія ММ, и какъ 
везико это разстояніе? 


28. Два парохода плывутъ изъ С въ ПО винзъ по течевію, причемъ второй прошелъ 


уже = михи, прежде чфмъ первый вышелъ изъ пристани. Первый прибыль въ Г, 


остался здфеь 1 - часа, п, плывя противъ течев!я со скоростью вдвое меньшею 
чЪмъ по теченію, возвратялея въ С въ то самое время, когда второй прибыль въ 


а 1 2 А Р 
О. Первый дБлалъ въ часъ 2 =- мити, а второй только -- м. по течевію. Опред%- 


лить разстояе между С и 0? 


29. Пароходъ вышель изъ А и плыветъ въ В противъ теченія. Черезъ часъ по- 
саБ этого вышелъ пароходъ изъ В, направляясь въ А. Первый въ каждые 4 часа дфла- 


1 1 А 
етъ 5 миль, второй въ каждые 3-; ч. 8 —- миль. Когда оба парохода встрЪтились, 


то оказалось, что второй прошезъ путь вдвое больший ч$мъ первый. ОпредФлитъ раз- 
стояніе между А н В? 


30. Мста Ми №, находящіяся подъ одною и тою же теографическою широтою, 
причемъ № лежнтъ къ западу отъ М, соединены рельсовымъ путемъ. Пофздъ, выйдя 
изъ М, проходить въ каждый часъ 32 авгл. мили. Велфдетве разницы въ мЪствомъ 
времени пофздь вынгрываеть 1 минуту времени на важдыя 10 миль. Опредфлить раз- 
стояніе между А п В, если извЪстно, что поБздъ, выйдя изъ М въ 9 часовъ утра по 
ифстному времени, пришелъ въ М въ 4 ч. 6 м. по-полудни по времени этого мФета, 

31. Дилижансь, дЪлающій 5 миль въ каждые 4 часа, выфхаль изъ А въ В, про- 
быль въ В 1 часъ и отправился въ обратный путь. ПЪшеходъ, проходящій по 2 мили 
въ каждые 3 часа, вышелъ изъ А въ одно время съ дилижансомъ и ветр$фтиль его 
черезъ 9 часовъ возвращающнися въ А. Каково разстоявіе между А и В, и сколько 
пфшеходу осталось пройти? 


32. Изъ водоема вмфетимостью въ 1054 литра и до половины наполненнаго, вода 
вытекаетъ черезъ трубу, уносящую по 51 литру въ каждые 7 минутъ. Черезъ другую 
трубу вливается въ него по 47 л. въ каждыя 4 минуты. Въ какое время водоемъ 
будетъ наполненъ, если вторая труба открыта 11-ью минутами позже первой? 


33. Изъ двухъ неравныхъ трубъ водоема вытекаетъ вода съ различною скоростью. 
Если величины отверстій относятся какъ 5:13, & скорости истечевія какъ 8:7, и одна 
труба выпускаетъ въ известное время 561 куб. футомъ больше воды, чЪиъ другал, 
то спрашиваетон: какое количество воды вытечеть въ это время изъ каждой трубы? 

84. Для вывачнванія воды изъ шахты поставлены въ двухъ м%стахъ 2 паровыя 
машины, работающія непрерывно днемъ и ночью. Перван поднимаетъ въ каждыя 5 
минутъ 11 гектолитровъ воды съ глубины 155 метровъ; вторая въ каждые 10 м. под- 
нимаеть 31 гектолитръ на высоту 88 метровъ. Для замны обфихъ паровыхъ машинъ 


нужно бы было 54 лошади. Сколько лошадей замЪняетъ каждая паровая машина въ 
отдвльности? 


5 а 5 
35. Дая выкачиванія воды изъ шахты съ глубины 276 -,- метра поставлены 2 


паровыя машины, изъ которыхъ одна, поставленная подъ землею, поднимаеть воду 
на извстную высоту, накачлвая ее въ большой резервуаръ; другая же, находящаяся 
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на поверхности земли, поднимаетъ воду изъ этого резервуара наружу. Первая машина 
въ каждые 6 минуть можеть поднять 13 гектолитровъ воды на высоту 168 метровъ, 
другая въ каждыя 3 м. 10 гект. на высоту 72 метровъ. На какомъ разстояни надъ 
дномъ должно помЪетить резервуаръ? 

36. Для добыванія каменнаго угля поставилп въ каменоугольной шахтъ 2 пар. 
машины. Первая въ каждые 5 часовъ поднимала 2880 цевтнеровъ угля на высоту 
125 метровъ, вторая въ каждые 3 часа 1600 центн. на высоту 180 метровъ. 06% 
машины поставили въ одно м®сто; н прп этомъ оказалось, что хотя первая работала, 


3 
уже 1 -г часа прежде чБмъ вторая начала дЪйствовать, но посл$дняя черезъ 7 часовъ 
подняла 295 центнерами больше первой. Опредфлить, съ какой глубины 06$ машины 
поднимали уголь? 


37. Для выкачиванія воды изъ каменоугозьной вопи поставлены были 3 паровыя 
машины: первая можетъ въ каждыя 2 минуты поднять 7 тектолитровъ воды съ глу- 
бины 87 метровъ, вторая въ каждыя 5 м. 12 гектолптровъ съ глубины 145 метров», 


1 
а третья въ важдыя 3 мин. 7 - гектолитровъ съ глубины 108 метровъ. Въ какое 


время вс 3 машины вмФстБ могутъ поднать 2436 тектолитровъ воды на высоту 270 
метровъ? 


38. Четыре причины, дйствуя отдБльно, могутъ во времена #, їч, #и и ўу про- 
извести дБйствія е!, еч, ет, е", Въ какое время вс$ четыре причины, дйствуя одно- 
временно, произведуть дъйствіе Е? 


39. НЪкто, имфя вино двухъ сортовъ, хочетъ смфшать ихъ въ отношенш 8:9. 
Ведро перваго сорта стонтъ 48 руб. Какой цфны вино втораго сорта, если ведро см%- 
си стоить 42 руб.? 


1 

40. Имфется 94 —- фунта сплава, въ которомъ на 3 части сереба приходится 
4 части мфди. Сколько нужно прибавить мди, чтобы на 7 частей ея приходилось 2 
части серебра? 


41. Имфется 255 фунтовъ спирта, въ которомъ отношевіе въса воды къ вЪсу 
алкоголя равно 2:3. Сколько воды нужно извлечь изъ этой смфсн дистиллированіемъ, 
чтобы отношеніе вфса воды къ вЪсу алкоголя равнялось 3:172 


42. Какое количество солянаго раствора, содержащаго 240/, соли, нужно приба- 
вить въ 3715 фунтамъ 6/-го разсола, чтобы смФсь содержала 16%, соли? 


43. Серебреникъ нмФетъ два различные сплава золота съ серебромъ. Въ одномъ 


сплав® оба металла находятся въ отношен1и 1:2; въ другомъ сплав въ отношеніп 
2:8. Изъ обонхъ сплавовъ желаютъ сдфлаль новый сплавъ въ 11 лотовъ вфеомъ, въ 
которомъ бы золото п серебро входили бы въ отношении 17:27. Сколько надобно взать 
отъ каждаго сплава? 


44. Н%кто долженъ уплатить: 1018 р. черезъ з мц., 481 р. 4-мя месяцами 
позднзе, и еще нзкорорую сумму опять 4 мц. ноздн%е. Какова эта послфдняя сумма, 
если вс три суммы онъ можеть уплатить разомъ черезъ в =. мБсяцевъ, безъ прибы- 
ли и убытку? 


45. НЪкто долженъ уплатить 1980 р. черезъ 5. мсяцевъ; но какъ онъ не 


можетъ внести эту сумму разомъ, то уплачиваеть черезъ 8 мц. 440 р,, 1. мВея- 


е 18* 


ь. 
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цами поздние 550 р., а еще черезъ 2 м$сяца 770 р. Сколько мЪсяцевъ онъ можеть 
удерживать у себя остальные 220 р. 


46. Нето долженъ уплатить 2000 р. черезъ 14 м%№с., но условился со своимъ 
занмодавцемъ уплачивать по частямъ въ 5 сроковъ, каждый изъ которыхь 115 м$- 
сяцами больше всего предыдущаго срока, внося въ первую уплату 200 р., а въ каж- 
дую слдующую 100 рублями больше. Черезъ сколько м$еяцевъ должно произвести 


первую уплату, если ни та, ни другая сторона не должны терпить убытку, ни полу- 
чать прибыли? 


47. Если А можеть исполнить н%которую работу въ 2 дней, В н А вмфетБ 
> п о 5. 
въ т дней, и А и С, выстЬ работая, въ т-- 5 дней, то сколько дней имъ п0- 


требуется на окончаніе, если всё трое будуть работать вмстћ? 


48. НЕкто, живя на дач близъ станцін желфзной дороги, выходя изъ дому за 
20 мин. до отхода плофзда, всегда во-время поспфвазъ на пофздъ. Однажды, будучи 
задержанъ въ дом нЪфеколько болфе обыкновеннаго, онъ отправился на пофздъ, идя 


10 > 
со скоростью =- обыкновенной скорости своей походки, и все-таки опоздалъ на 


поБздъ 2-мя минутами. Сколько минутъ онъ былъ задержанъ въ дом? 


49. Н%кто незадолго до своей смерти отказалъ одной вдовъ, жившей въ дру- 
гомъ отдаленномъ город, 3800 р., распорядившиеь, что если она им%ћетъ сына, то 


2 
взяла бы себ —, а сыну отдала бы 5. завфщанной суммы, если же имфеть дочь, 


3 
то чтобы себЪ взяла -=-, а дочери отдала -2. названной суммы. Но оказалось, что 


вдова имфетъ сына и дочь, что было неизвЪстно завђщателю. Спрашивается, какимъ 
образомъ сумма 3800 р. должна быть раздфлена согласно съ волею завфщалеля? 


50. Въ одной древней китайской арнеметикЪ, называемой Кіу-чангъ, написан- 
ной учевымъ Цзинь-Кіу:чау за 2600 л%тъ до Р. Х., помфщены, между прочимъ, слф- 
дующія двф задачи: 1) въ центр квадратнаго пруда, имъющаго 10 фут. въ длину 
и въ ширину, растеть тростникъ, возвышающійся на 1 футь надъ поверхностью во- 
ды. Притянутый къ берегу, къ срединф стороны пруда, онъ достигаеть своей вер- 
хушкой берега. Опредфлить глубину пруда? 2) Бамбуковый стволъ въ 10 фут. выши- 
ною переломленъ бурею такъ, что если верхнюю часть его нагнуть къ земл, то 


верхушка касается земли въ разстоявін 3 футовъ отъ основанія ствола. На какой 
высотЬ дерево переломхено? 


51. Вывести формулу математическаго учета, если занатая сумма есть 2, валю- 
та А, срокъ займа & з5тъ, и годовые проценты $? 


52. Выразить разность между коммерческимъ учетомъ п математическимъ? Ка- 
ково ихъ отношеніе? 


53. Въ которомъ часу секундная стрёлка дфлить пополамь уголъ, образуемый 
часовою и минутною стрЬлками? 


54. Три кубическіе сосуда А, В и С, объемы которыхъ относятся какъ 1:8: 97, 
частію наполнены водою, причемъ количества воды относятся какъ 1:2: 3. Изъ 
А въ В и изъ В въ С переливають столько воды, чтобы глубина ея во всфхъ со- 


судахъ была одинакова. Посл этого переливаютъ 1984 куб. ф. воды изъ С въ В, 


а поїомъ изъ В въ А столько, чтобы глубина воды въ А была вдвое больше чъмъ 
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сл глубина въ В. ВелЁдетые этого количество воды въ А дфлаетея на 100 куб. фут. 
меньше чфмъ было первоначально. Сколько содержалъ каждый сосудъ первоначально? 


55. Три лошади А, В п О б$гуть но бБговому пути длиною въ 14 КИЛИ. 


Когда В пробъжала = мили, она находилась впереди А, и разстоявіе ея отъ А 
было втрое больше чЪмъ отъ С. Затфмъ лошади бфжали равном%рно до того момен- 
ча, когда В находилась на 2. мили отъ призоваго столба, причемъ въ это время С 
находилась на столько позади А, на сколько А позади В, а разстояніе межлу Ап 


1 
В составляло только т. часть того, какое было между ними въ то время, когда В 


=; 1 Е 
пробфжала первую полумилю. Посл этого С ускоряетъ свой бъгъ на 5; прежней 


величины, п проходить мимо В ва 176-мъ ярд разстояшя отъ столба, а скорости, 
А и В остаются безъ перем$ны. Каково было разстояніе между А и въ кони 
гонки? 


Примњчатніе. Миля — 1760 ярдамъ. 
56. Пароходъ, отплывъ изъ Таганрогскаго порта въ 1115 часовъ утра для рейса 


въ Аенны, проходилъ: въ первыя сутки 6 верстъ и г долю оставшагося пути, во 
вторыя сутки 12 верстьъ п опять Е остальнаго разстоянія, и т. д., т. е. дёлая въ 


1 
каждыя новыя сутки 6 верстамн больше противъ предшествовавших и еще 16 оста- 


ющейся дороги до Аеинъ. Требуется узнать: въ которомъ часу пароходъ проходилъ 
мимо Константинополя, если морской путь между этимъ городомъ и Аеинами состав- 


16 А 
ляеть -„ разстоянія между Таганрогомъ п Аеннами и если пароходъ шелъ постоян- 
но съ одинаковою скоростью? 


ГЛАВА. 515. 


Уравненія первой степени съ двумя неизвфетными. 


Опред%ленія. — Начала п методы. — Задачи. 


289. ОпредЪленія. Одного уравненія со многими неизвфетными недостаточ- 
но для опредвленя этихъ неизвфетныхъ. 


Въ самомъ дЪлћ, пусть два непзвъстныя х и у связаны однимъ уравне- 
нівмъ, наприм. 


4% —Бу—12. 
Выражая отсюда 2, ипмћемъ 


ЕЕ вы, 
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откуда видно, что величина 2-са зависитъ 0тъ у, самый же у остается вполнЪ 


произвольнынъ, такъ-что ему можемъ давать какія угодно значенія; такъ, 
ПОЛоОЖИВЪ 





12-5 х0 
у == 0, находимъ, что а= ———1—— ==9, 
19-51 17. 
у—1, > > И и 
124-5 х 2 11 
у= 2, › > 2121022 = 5; ит. Д. 


Итакъ, одно ур. сь 2 неизвюстными имњетъ безчисленное множество 
ларь рњшеній, и слњд. неопредњлекно. 

Если уравнен!е содержитъ три неизвъстныя, то двумъ изъ нихъ можно 
дать произвольныя значенія, а третье непзвъстное получить совершенно опре- 
двленное зваченіе; ур. будетъ имЪть опять безчисленное множество рЪшенйй. 
Вообще, одно уравнен!е съ нЪеколькими неизвЪетными имфетъ безчиеленное 
множество рёшен!й и называется поэтому неопредъленнымъ. 

Система совмфстныхъ уравненй. Когда н%еколько неизвћетныхъ должны 
удовлетворять одновременно н®сколькимъ уравненямъ, то совокупность ур-ній 
составляетъ то, что называется системою совмъстныхь уразненій. 

Простъйшую спетему составляютъ, очевидно, два уравненія съ двумя не- 
извЪетными. 

Рьшить систему нъсколькихз уравнений со мношми неизвестными зна- 
чить найти значення неизвюетныхь, удовлетворяющія одновременно всъмь 
уравненіямъ. Такъ, система 

44 — 3у=8, 

7% | 2у == 43 
пмћетъ рЪшенівмъ 2—5, у == 4, потому-что при этихъ значеніяхъ нёизв%- 
стныхъ п то и другое уравненія обращаются въ тождества. 


Двъ системы уравненій называются тождезтвенными, если они прини- 
маютъ одни и тже рЪшенія. 


Начала и методы. 


290. Начало первое. сли р, 0, р и ( суть количества конечныя, т. е. 
не равныя ни 0, ни ос, если притомь ру — ру неравно нулю, то системы 


А — 0 
в 0 (1) 
р. 
рА--ЧВ= 
РИ О 
тождественны. 


Доклзлтельство. Въ самомъ дъл®: 


1) Пусть = и у=В суть ръшенія системы (1): это значить, что при 
подстановкЪ въ А и В виЪсто х количества а и вм. у количества В, А и В 
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обращаются въ пули; но какъ р, ү, и 4’, п0 условію, конечны, а произве- 
деніе конечнаго количества на ноль равно 0, то при тфхъ-же значешяхь хи 
у выражевія рА --9В и рА-- 9’В обращаются въ нули. Сл. 2а п у= 8 
удовлетворяютъ систем (2). 

2) Пусть теперь д —а и у= будуть ръшевія еиетемы (2), т. е. пусть 
при этихъ величинахь = и у выраженія рА -|-4В я рА -- {В обращаются въ 
нули; въ тавомъ случа и выражен!е 


0(0А + В) А-В). . . . (3) 


въ которомъ 4’ и 9 конечны, а 2А-|-9В н рА -- 48 равны нулю, обращается 
въ ноль; но выраженіе (3) равно 


у —29)А; 

слфд. и это послфднее равно нулю; но по условію рд — р'у отдячно отъ нуля, 
слФд. А должно быть равно нулю пря х=а и у=. Но тогда и рА 0, а 
потому ур. рА-- 98 = 0 обращается въ 48 = 0; а какъ 9 конечно, то должно 
быть В = 0. такъ ръшенія системы (2) удовлетворяютъь уравневіямъ си- 
стемы (1). 

Мы доказали, что системы (1) и (2) тождественны. 

На этомъ началъ основанъ 


291. Методъ уравниванія коэффиціентовъ при неизвфстныхь или методъ 
сложенія и вычитанія. 


Пусть пмфемъ систему двухъ урасленй съ двумя неизвфетными 
7% + 4у=176 
112 — == 43 
` Исключамъ изъ этихъ уравненій неизвЪстное х; для этого помножимъ 
06% части 1-го ур. на коэвоищентъ при = во второмъ уравненіи, а объ части 
2-го ур. на — 7, т. е. на взятый съ обратнымъ знакомъ коэф. при = въ пер- 
вомъ ур-ній, и полученныя уравненія сложимъ. Такимъ обр. получимъ 
772 -- 44у = 836 
— 712 -|- 63у = — 301 
1020 ==: 535. 
Для исключеня у изъ спетемы (1), множимъ объ части перваго ур-пія на 
9, а об части втораго на 4 и складываемъ почленно полученныя уравненія: 
632 -- 362 = 684 
442 — 860 == 172 
1072 == 856. 
На основан! доказаннаго начала, спстема ур-вій 


10792585. и 1072=856....[2 


(1}. 








тождественна данной систем; поэтому рёшешя системы (2) будуть удовлетво- 
рять и (1). Рёшая ур-нія (2), паходимъ. 
535 


? 856 __ 
У — 107 


107=8. 
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Нетрудно провърить, Что рёшеня 
=8 и Уу—5 

дБйствительно удовлетворяютъ даннымъ үравненіямъ. 

Отсюда 

Правило. Для нахожденія одново изъ неизвьетныхь, натр. х, умножа- 
емь данныя уравненія на такія количества, чтобы коэффищенты при дру- 
10м5 неизвњстномъ (у) сдълались равными, но инъли бы противоположные 
знаки; затьмь полученныя новыя ур-нія почленно складываемъ. Такимъ 
обр. неизвпстное у исключится приведеніемь и получится ур-ніе съ однимь 
неизвестным» т, которое уже леко опредълить. Подобнымь же образом» 
найдемъ у, исключивши х. 


На практик® нужно пользоваться веъми обстоятельстаами, ведущими КЪ 
упрощевію вычисленій. Пояснимъ это прим%рами. 
1. Решить уравненія 
5% — 12у = 17 
3%2-- 8у = 11. 
Для исключешя у замфчаемъ, что нЪтъ надобности множить первое ур. на 
8, а второе на 12. Въ самомъ дл, наим. кратное чиселъ 12 и 8 есть 24, и 


даля того чтобы коэФеищенты при у сдфлались равными 24, достаточно первое 
ур. помножить на 2, а второе на 3. Одёлавъ это, найдем: 


102 — 24у — 34 
95 -Е 24у = 213; 
сложивъ почленно оба ур-нія, найдемъ 


192 = 247; 
откуда 
2213. 
Умноживъ 1-06 ур. на 3, а второе на — 5, имћемъ 
15% — 86у = 51 


—— 152 — 40у = — 355; 
сложивъ эти уравневія, получимъ 


— 76у = — 304, 
откуда 
— 304 
— — 16 — 4. 
2. Решить уравненія 
55 -- 2у = 40 
11% — 4у = 4. 


Для исключенія у достаточно первое ур. умножить на 2, а второе оста- 
вить безъ первмфны (или, что тоже, умножить на 1); найдемъ 


102 -- 4у — 80 
11; — 4у — 4; 
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сложивъ эти уравненія, получимъ 
215 —84, откуда 2 4. 
Умноживъ первое ур. на 11, а второе на — 5, находимъ 
552 -- 22у = 440 
— 555 + 20у == — 20; 
сложивъ, имфемъ: 
42у — 420, откуда у == 10. 
3. Решить ур-вія 
4х -- 9у = 127 
8+ — 3у == 28. 
Умпоживъ второе ур. на 3 п сложивъ съ первымъ, найдемъ 
282 = 196, откуда === 7. 
Умпоживъ первое на — 2 и сложивъ со вторымъ, получимъ 
— 210 == — 231, откуда у == 11. 
4. Ржшить уравненія | 
Е д-у=а 
2 — у= 0. 


Решенів этой системы ветр$чается на каждомъ шагу, и весьма просто. 
Складывая почленно оба ур-нія, получимъ 








2х —=а--6, откуда дан", 
вычитая изъ перваго второе, имфемь: 
2у=@а— Ь, откуда у=, 
5. РЪшить систему уравненій ` 


(а 0)2 -|- (а — 0)у = а? -- дар — 0% 
(2% 4 63) + (а — у а — 0:4 аа? 4 3). 
Для исключеня у зам®чаемъ, что 23 — 0 (а — 0)(а%4- ав -- 0°), откуда 


видно, что достаточно первое ур. помножить на а%-- аб 4- 0“, второе на 1, и 
изъ перваго вычесть второе. 


Сдфлавъ это, найдемъ 
1 (0-0)(а2-4- 6-5) — (а? 4-09) ао (ая 26 — 18) (аз 4-0 4-08) — 
{аи — И -- а (а -- 0) } 


206(а -- Б) = даа - Б), 


ИЛИ 


откуда 
2 — а. 
Для исключеніи 2, т. е. для нахожденія у, замфчаемъ, что а? + 0" = 
= (а -|- 0)(а% — а -- 0%), и сябд. достаточно, умноживъ первое урав. на 
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а — «0 -- 0", а второе ва 1, вычесть второе изъ перваго. По упрощенш, 
найдемъ 


у =. 
6. Рёшимъ общія уравненія 
ПЕ) с Ы) 
ат Бус... .. (2). 
Дая исключеня у умножаемъ 1-е ур. на ©’, а второе на — 0 п склады- 
ваемъ почленно; так. обр. вайдемъ 


(а — а5) = с — В,. . . . . (8) 
откуда 
фм 
ду а 


Для пеключенія х, съ цълію опредфлить у, умпожимъ 1-06 ур. па — а, 
второе на -{|- а; сложивъ почленно оба ур., найдемъ 


(а — аБ)у = а —– ас... . (4) 
откуда 
__ ас — ас 
У ара 


Уравнен!я (3) и (4) тождественны уравневіямъ (1) п (2); въ самомъ дЪ- 
1$, множители р, 0, р, 9’ имЪютъ здфеь частныя звачевія 
р, 0, а, а; 
поэтому тождество оббахъ системъ имћетъ мћсто воякій разъ, когда ай — 20 
не равно нулю. Штакъ: если (а — аб) отлично отъ нуля, система ур-нй 
ах -- бу == с 
ас 4- Вус | 
имлиемь единственное конечное и опредъленное рњшеніе: 
. 06 — фе __ ас — са 
аа У а 
292. Начало второе. Если р и 4 суть количества конекныя и отличныя 
отъ нуля, то ур-ніе 
рА 4-48 == 0 
можеть замьнитъ одно изь ур-ній 
А 0, В — (0; 


А—0 А—0 
во Е во 


ДокАлвАТтЕЛЬСТВО. ДЪйствительно: 


1°. Всякое рёшене системы (1), обращая А и В въ нули, обращаетъ рА 
п ФВ въ нули, ибо р и 9 конечны, а елъд. удовлетворяеть систем% (2). 


то есть системы 


тождественны. 


2°. Всякое рёшенше системы (2), обращая А въ поль, тмъ самымъ удовле- 
творяетъ первому ұр-нію системы (1); но если А обращается въ 0, то и рА 
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равно пулю, а какъ сумма рА -- 4В, которой одно слагаемое равно 0, также 
обращается въ ноль, то должно и другое слагаемое 9В обратиться въ 0; но 7 
конечно, слъд. В должно равняться 0. А этимъ доказано, что всякое рёшеніе 
системы (2), удовлетворяетъ и второму ур-нію системы (1). 

Тождественность системъ (1) и (2) такимъ образомъ доказана. 

На этомъ началь основаны методы: %одстановленёя, сравненія вељичинь 
неизвъетныхь и методь неонрејљленныхъ множителей или методь Безу (Вето). 

293. Методъ подстановленія. Пусть даны уравненія 


ае а. (1) 
а24|-Уу=с. .... (2) 
Опред%ламъ изъ ур -нія (1) 2, привимая на время у за извъстное; находичъ 


с— 0у 
а 


Подставзяя эту величину въ ур-віе (2), находемъ ур. 


а (== т) Ру е, 





А, 


которое и рћшаемъ: 
ас — ау | аус ас 
(а —– ауу ас – ас... .. 4) 


ПЕ ас — @с Г 
У — а а \ 


<. 


Подставляя эту величину у-ка въ Формулу (3), получимъ 


р ас — ае 
ар — аъ 
ааг Ре : 


ба — ее — Вас 4- Мес. 
= а(аЫ — а) 
190 — 00) __ е0 — 0 
7 а(а0 — аъ) а —– а 
Нужно доказать, что найденныя такимъ образомъ величины 2 и у удовле- 
творяютъ предложенной систем (1) и (2). 
Въ самомъ дл, перенесеніемъ ах и Бу въ другую часть зампяемъ ур. 
(1) тождественнымъ ему ур-емъ. 


— ав (в— 0у) = 0 
п елд. вм®сто системы (1) и (2) можемъ взять ей тождественную: 
— 92 4|- (0-— Бу) =0..... (1) 
ал -- Бус 0...0... (2). 
Помпожая 06% части ур-нія (1°) на Е. а (2) на 1 п складывая почлен- 





по, имфемъ 


у 


= [= аа (2—00) а 40у 


ИЛИ а (2—2) + бу= ес. 
















































































ОБА ЕЕЕ 


А потому, на основаніп начала втораго, можемъ систему (1”), (2), а вл. 
и данную, зам нить системою 


ах 1 бу = с 
— у , 
Ио (= 4 бус, 
которая и даетъ искомыя ръшенія. 


Ур-нія (6) позволяютъ Формулировать слёд. правило: Выводим» изъ одно- 
10 цзь предложенныхь ур-ній величину одноо изъ нензвњстныхъ, принимая 
друюе за извњетное, и подставляемь эту величину во второе уравненіе. Изъ 
полученното так. обр. уравненія опредъляемь 712 неизвьстное, которое въ 
немь содержится; а внеся найденное неизвъетное въ первое ур., получимь изъ 
ною величину и втораго неизвьстналю. 


Нужно, впрочемъ, замётить, что (4) можно замфнить ур-мъ (5) лишь то- 
гда, когда аб — Баи 20. 
Прпвоҳивъ примъры. 
1. Решить систему уравневій 
3% — 5у == 2 
4х 4- 20у = 1. 


Р%шая первое ур-е относительно х, причемъ у принимаемъ на время за 
извЪетное, находимъ: 
__ 2-6 5у. 
Е 





5. (1) 
Подставляя эту величину = во второе уравнен!е, имфемъ: 


д.80 т... (9). 





Такимъ образомъ получаемъ систему уравненій (1) и (2), которая, по дока- 
занпому, тождественна съ данною. РЪшая ур. (2), находимъ 


1 
подставляя = вмъето у въ ур. (1), получавмъ 





—— 8 е 
Б 
2. Решить систему уравненій 
а? — 65°) (55 | 80) =2а6{(4«—5}...... (1) 
аў т Ч (а 1-64 е) ве Ву 4-а (а 4-95)... (9). 


Выводимъ изъ перваго ур-нія 2х, принимая на время у за извфетное; на- 
ходиМъ 
__ Ваъ(да — 5) — 3(02 — 0%) у 
т 5(а° — 0%) | 
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Подставляя это выражене 2 въ үр-ніе (2), имфемъ: 





а?у — а да О ГОМО САА Е В ОИ В аар), 


5(а3 — 12) 2 
Освобождаемъ это ур. отъ дробей, помножая 06% его части на 5 (а* — 0°); 
найдемъ 


Ба?(а® — 0°) у — Зара — 5) -|- 200% (а -Ъ4- с) а — 5) — 8 (а — 0%) (&-- 6-1. 
- 6) Бу = 5 (а — 5 )6у- ба {а | 26 (а? — 53). 
Перенося неизвЪстные въ первую часть, а извфетные члены во вторую п 
вынося за скобки найдемъ. 
[5а? (а — 6?) — 3 (а — (ао 5 (а — 0%) 0%]. = 
бађ (а -|- 20)(а° — В) 546 (а — Б) — 200% (а 4-0 4 с)(4а — 0), 


ИЛИ 
(а — 0%) [502 — 85° — Заъ — Зве у ==ађ(5а? -|- За — 11а5* — Зас — 803 — 36%) 
откуда у = ри . 
Внося эту величину у въ Формулу для =, найдемъ 
РЕ. и 
а-ь 


294. Методъ сравненя величинъ неизв$стныхь. Пусть требуется ръшить 
уравневія 
ат 4 бу—е.... (1) 
ах --бу=е.... (2). 
Выражая изъ каждаго уравневя одно неизвфетное черезъ другое, напр. = 
черезъ у, найдемъ: 


в=°—% 000708) и а са 


од’ 





Ветавивъ въ (4) на мето х его величину изъ (3), находимъ уравненіе 
се — Уу ў 
00 0—00...) 
которое вм®етћ съ (3) и составить спстему, тождественную съ данной, Ршая 
(5), найдемъ у; а подставивъ величину у въ (3), опредёлимъ 2. 
Итакъ, надо доказать, что епстема уравненій (3) и (5) тождественна съ 
системой (1) и (2). Въ самомъ `дБлЪ, перенеся ру и б/у во вторыя части дап- 
ныхъ ур-вій, найдемъ имъ тождественныя: 








ад =с— у... .. (17) 


1 1 
Помпоживъ (17) на т» (2) на — т, И сложив, получимъ 


е— с —0у 
и... (6). 


а это ур. вмъстЪ съ (1), на основаній начала втораго, можеть замфнить систе- 


0 = 
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му (1’) и (2), а сябдовательно данную. Умноживъ объ чаети ур-нія (1”) на 
<. получимъ 


с — Бу. 
= НЕ 
а 
с — Бу 
а перенеся — —— 





изъ второй части ур-нія (6) въ первую, находимъ 


с — Бу с— у. 
а а 





ур-нія, тождественныя ур-мъ (1) п (6). Такамъ образомъ даппая спетема тож- 
деетвенна съ 





_с— ву й с— 65у 0 — у. 


а а а’ 


2 


требуемое доказано. 


Прим%неніе этого метода, согласно началу П, требуетъ, чтобы а и а были_ 
количества конечныя, отличныя отъ нуля; а ръшеніе ур-шя (5) требуетъ кром? 
того, чтобы аб’. — а было отлично отъ нуля. 


Йзъ сказаннаго выводимъ третій пріемъ ръшенія: 


Выводимь изъ обоиль данныхь ур-ній величину одною и тою же низ- 
вњстнало, напр. х и толучнныя выраженія сравниваемъ; таким» образом 
получаем одно ур. съ однимь неизвюстнымь ү, которое и опредњляемъ. Внеся 
найденную для ү величину въ одну изъ формуль для х, находимь и это не- 
извњстное. 


Иримъръ. Рёшить систему 
‚1 1,3 
24- 5 (8—9 — 1) = 4 +4 (0-1), 


1 __ 70 
5 (42-Е 3) = 74-2. 


Освобождаемъ ур-вія отъ дробей, и для этого множимъ 06% части перваго 
на 4, а втораго ва 10.— Находимъ: 


4х -- 2 (32 — у —– 1) 1-63 (у — 1), 
2 (42 -|- 3) =Ту- 20. 
По перенесені членовъ и по упрощевін, имфемъ 
102 — 50у = 0, или 22—50, 
85 — у = 20. 
Опред%ляя изъ каждаго ур-нія у, получаемъ: 
У=2х и у= 82 — 20. 
Сравнивая оба выраженія для у, находамъ 
22—82 — 20, или —65——20; откуда 


РЕР НЕЕ Ва 
тув 
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Ветавляя найденное для х число въ Формулу у =: 2х, найдемъ 
10 20 2 
у = === =6-. 
о 

295. Методъ Безу. Этотъ методъ по существу одпнаковъ съ методомъ срав- 
невя коэФоищентовъ или сложенія и вычитанія. Онъ состоитъ въ ел дующемъ. 
Помноживъ одно изъ данныхъ уравненій на произвольнаго множителя, склады- 
ваютъ съ вимъ или вычитаютъ изъ него другое, и получаютъ такимъ образомъ 
уравневів, содержащее оба пеизвъстныя и произвольный множитель. Произволомъ 
поелёдняго пользуются для исключенія одного изъ нензвЪстныхъ, и елёд. для 
получевія одного уравневія съ однимъ неизвъетнымъ. 

Приложвмъ этотъ методъ къ систечъ 

ВЕТ ее: а оаа (1) 
5а | у= 927... ... (2). 

Помножимъ первое ур. на произвольнаго множителя тт п изъ получепнаго 
ур-вія вычтемъ второе (или, что тоже, придадимъ (2), помноженпое на — 1); 
получимъ 

бтк — 5х -|- 7ту — Зу == 46т — 27, или 
(бт — 5)а -- (7т — 3)у == 46т — 27. 

Это ур., въ соединеніи съ однимъ изъ данныхъ, напр. съ (2), составляетъ, 
въ силу начала втораго, систему, тождественную съ данною. Такимъ образомъ 
вопросъ приводится къ ръшевію ур-ній 

(бт 5) | (7т — 8)у = 46т -—– 27 . . . (3) 
и р лалар оа) 

Произволомъ количества о воспользуемся для исключеня одного изъ п6- 
извЪетныхъ, напр. у. Для этого опредфлимъ т подъ условіемъ, чтобы коэфои- 
ціентъ при у обратился въ ноль, т. е. чтобы 

ВО их миа (0) 


Но значеніе э, обращающее 77: — 3 въ ноль, есть корень ур-нія (5); его 
пайдемъ, решивъ это ур: 


Е. 
Ро 


. 3 
Подетавивъ въ үр-піе (3) 7 ВмБото т, подучимъ ур. съ однииъ пеизвђ- 


СТПЫМЪ 2, именно: 
(6.7 — 5) = 46. — 27, отка 23. 


Подетавивъ найденную для х величину въ ур. (4), найдемъ 
5.3 39—27, откуда у=4. 
Приложимъ епособъ Безу къ ръшенію системы двухь уравненій въ общемь 
видь: 


ах-- 5у==с 
а -|- Уус. 
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Множимъ первое уравненіе на произвольнаго множителя т и вычитаемъ изъ 
него второе уравненіе; найдемъ 
(ат — а')к + (от — 0)у = ст —– с. 
у 


А л Б 
Для исключенія у положимъ биг — 5' = 0, откуда т—-. 


Ветавивъ это значене э въ предыдущее уравненіе, получимъ: 
аъ 2) сђ ; 

—— — == —_——— фі 

(5 0 У. 

умноживъ 06% части на 6, находамъ: 

; СЪ — сь 

(а — а) = си — сь, откуда =‘ 


ГА 


А а 
Для исключеня 2, полагаемъ ип — а = 0, откуда то —; вотавивъ эту 


Величину 7% ВЪ то же самое Ур., имђемъ: 
Ба’ са’ 
(6-00 т в; 


умноживъ 06% части на — а, получимъ: 
ас — а/с 
а аъ’ 

Полученныя Формулы для х и у имфютъ одинаковаго знаменателя, который 
легко получить, не ръшая ур-ній, слфдующимъ искуственнымъ пріемомъ: вы- 
писываемъ коэФФиціенты при неизвфетныхъ изъ перваго үравненія, и подъ ни- 
ми пишемъ коэФФиціенты втораго ур-нія: 


(ар — аЪ)у = ас — ас, откуда у= 





затфмъ перемножаемъ эти коэфФиціевты на-крестъ, какъ указывають стрћлки, 
причемъ въ произведенін, взятомъ слфва на право не измъняемъ знака (это ука- 
зывается знакомъ -|-), а въ пропзведеніи справа на лъво перемняемъ знакъ 
на противный (это указано знакомъ минусъ). Такимъ образомъ составитея выра- 
жене 
аб’ — а, 
представляющее общаго знаменателя корней. Изъ знаменателя легко составить 
числителей; для этого нужно только въ знаменател коэфоищенты опредфляема- 
го нейзвЪстнаго замфнить извфетными членами изъ соотвфтетвующихь ур-пій; 
т. е. для составленія числителя неизвЪетнаго х нужно вмћсто с и а’ подставить 
сис, а для составленія числителя у, надо въ знаменателћ буквы Би 0 за- 
мпить соотвЪтетвенно буквами си с. 
Такъ, если имфемъ ур-нія 
124 Бу = 60 
182 — 11510, 


— 289 — 
то знаменатель рЪшевій найдемъ, составивъ табличку, 


7 5 


изъ которой пм%емъ: т 11) —5 «13. 


Подетавивъ въ это выраженіе вмфето 7 и 13 соотвътственно 60 и 10, п 
вмъето 5 и — 11 числа 60 и 10, найдемъ числителей: для 2: 60.(— 11) — 5 х 10, 
а для у: 7.10 — 60 х 13. Итакъ: 








— 60:(— 11) —5.10__ — 660—50__—т110_, 
Т 7.0—11) — 5.13 7 77—65 7 — 142 *` 
__ 17.10 — 60.13 — 710—780 _— 710 _ь 
—`91(= и) 5.18 7 149 14° 


296. Веф четыре метода рёшеня үр-вій имфютъ одну и туже цёль: изъ 
двухъ уравненій съ двумя неизвъстными исключить одно изъ неизветныхъ и 
получить такимъ образомъ одно уравнене съ однимъ неизвфетнымъ, поэтому 
већ четыре методы суть методы исключенія. 

Изь вебхъ четырехъ способовъ исключенія — см0собь уравниванія коэффи- 
ціентовъ самый удобный п всего чаще употребляемый; онъ ведеть къ болће 
симметричнымъ вычисленіямъ; но неудобенъ, когда коэефищенты при неизвћ- 
стныхъ выражаются большими числами или десятичными дробями. Въ послЪд- 
немъ случа удобв%е прим%нять смособг подстановленія; этотъ же способъ удо- 
бопримънимъ и тогда, когда козоФищенть при одномъ изъ неизвъстныхъ равенъ 
единиц, такъ какъ въ этомъ случаъ выраженіе неизвЪстнаго черезъ другое не 
имћетъ знаменателя. Способъ сравненя неизвъстныхъ имфеть то неудобство, 
что какъ и предыдущій способъ, вводитъ въ уравненія дроби; но при большомъ 
числ непзвћетныхъ имфеть то преимущество, что дълаетъ рЪшеніе уравненій 
однообразнымъ. Наконецъ, способъ Безу имфетъ скоръе теоретическое, нежели 
практическое, зваченіе. 


297. Задачи. 


РЪшить уравненія: 



































1. 62 —у— 34 6 2-29 45—39 11 
Бк — 4—3. "5 4 7780 
2. 7х — Аус 18, ВЕ 72—59 31. 
32-4 2у = 18. 8 6 144 
3. 11 „9—1, 8—9 2—8 188 
т. --- А 
8х -- Зу = 68, - 2 5. 11 100 
4. 915-- 129 = 87 9—1 4—5 Зу — 80 29 
85% — 180 — 69. 6 10 4 8300 
к 4 29у За, 199 8 2% у-2 „ 99 — 10 32+7 
аар Е И 19 174 
= 4 
п 2, 
3 4 6 б 
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10. 


11. 


12. 


13. 


19. 


21. 


22. 


23 


2 
сл 


— 990 — 


























321-47 3 == 0— СДК ЕЕ Д 
10 о а с 
99 + 52 — 8 к ЕД Ж. 
е зау. +5 =1+. 
1,2345% -|- 1,3579у — 97,657 15, у = с 
7,4472 4- 5,925у = 54,815. а 
2—1 а = 2 5+9 а-я 
уе) 112/302) 16. ава 
8—82 9—8 8. рае — Бу ад. 
6—2 1—2 2 17. оху == с(6%-|- ау) 
(2 — Вх (а 0)у = с Вау — (аа — Бу). 
а — 8)(2-|- у) = а. 18. (02—0%)х-|-0(а-|-0-|-с)у=а(а-|-20) 
вак 50у _ ай 4.9% 
3 6 2 а 
2 а? (а — 5? (3% - — 80% — дар 
465% _ Е 6002 — а?) (а? — 03) (3х -|- бу) == 8а?5 — Фай, 
5 5 
__ 2%е(а3 — 24% -|- За?) 
ЕЕ еса 22° - 366? 
аба — а) 4-50 4-09) = 00а 4-0) (а—9. 
8, 444-150) _ 162у — 107 
07—851 — 5 
__ Ту? — 1228 4- 38 
Е, 
6 —8у _ 10—72 
вте 3 — 20у 4—2 
52—47 4-9 32—290 —1__ 29(=-- у) — 90, 23у 4-2-1. 
45—50 39—22 = (4х — 59)(25 — 39) 
21 105 





8 ау 2717 1 85795 
32-47 — 17 _ а ы. 








3 т, 
ВНЕ: ЗЕЕ: 
‘1щя-у ау! 3 
1 229 
1 1 4 





1=2+9 1-—=—5у 


7 №а4-0) 
а | 5 
2% і афт), ыы 
ГИ 53 В. 


аа 











‚(а — 6-м) -1- (аз 4 а Зу аа 4-0) —6(а —5) 


(«4 0)х _ (&«—Ву _ 


: - Зар. 
о ц 
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Ф 


26. а 
аё — 08 а? -|- ар -- 0° 


= ав 





аа аара 90400 
27. (ава - (а 02)у == а? -- 03 
(а — 0) -|- (а — Му=а— 03. 
аи ЭВ. 
08. 2———— и р 8 ое 
а Ра—® аб а 
фе -|- ау — аЬ. 
29. (арт | 64") - (арт -|- 6д"+1)у — арт+? |. фа" 
(ар" -- 69") | (арт | 69") у — арта -|- 0%. 
30. а(х-- у) + Ку-+ 2с) = 0х -- Зат 
а(х — 0) 4- (1 — т) = (2044-1) Ку— т. 








ГЛАВА 25. 
Рвшеніе системы трехъ уравненій съ тремя непзвъетными. 


Опред$леня. — Начала п методы. — Зэдачи. 


298. Опредленія. Всякое ур. первой степени съ тремя неизвфетными 
можно привести къ виду 
ах 4- Бу + сга, 
тд а, В, си а суть нёкоторыя цёзыя количества. Если х, у и 2 должны 
удовлетворять только одному уравненію, то очевидно, что такое ур. будетъ не- 
опредфленно, потому-что двумъ нейзветнымъ можно давать совершенно про- 
извольныя значевія. Тоже самое будетъ и въ томъ случаћ, когда три неизвъет- 
ныя должны удовлетворять двумъ ұравненіямъ. Такъ, система 
аг -|- Фу | сга 
ал46 4-с 
неолредъленна, потому-что одному изъ пеизвёстныхъ можно давать произволь- 
ныя значенія: тогда система поелужить для опредленіл остальныхъ двухъ пе- 
извЪотНЫХЉЪ. 
Но если неизвфетныя должны удовлетворять тремъ уравненіямъ 
ах -- фу-|- с2—=а 
ат бус =4 
ЕЕ Бу | сес 0", 
то существустъ, вообще, одна система ръшеній, удовлетворяющихъ этимъ ур-мъ. 
19* 
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Двъ системы называются тождественными, если они удовлетворяются од- 
ними и тёми же ръшеніями. 


299. Начало 1. Система трех» уравнений 


А— 0, В— 0, В Ау с) 
тождественна съ системою 
А = 0), рА 4-98 == 0, рА--9 0-0... ... (2) 


если количества р, 1, 7’, 9 конечны и отличны отъ нуля. 


Въ самомъ д®лъ: 1) значевія неизвФетныхь, удовлетворяющія системћ 
үравненій (1), обращаютъ каждое изъ выраженій А, В и 0 въ ноль; стало 
быть эти значенія обратятъ въ ноль и произведенія 24, 4В, р'А и 90, ибо 
р, 9, р и’ конечны; сафдовательно, величины неизветвыхъ, удовлетворяю- 
щія систем% (1), удовлетворяютъ и систем% (2). 


2) значевія неизвъстныхъ =, у, 2, үдовлетворяющія уравненіямъ (2), 
обращая въ ноль выраженів А, обратятъ въ ноль и рА и р'А, такъ какъ р п 
р' конечны; но эти значенія обращаютъ въ ноль суммы рА--9В и РА-| 90, 
сл®д. они обращаютъ въ ноль п 4В и 00; но д и ( отличны отъ нуля, олд. 
В и С обращаются въ нули при сказанныхъ значеніяхъ неизвфетныхъ. Итакъ, 
корни системы (2) удовлетворяют уравненіямъ системы (1). 

ІТримњчаніе. Можно выбрать р, 2’, (и 7 такъ, чтобы уравненія 

ФА + 9В 0 и РА--9С=0 
содержали только два изъ трехъ неизвёетныхъ; т. е. можно исключить одно 


изъ трель неизвњстнытъ изъ одною изъ данныхъ ур-ній и каждало изь двуть 
остальных». 


На этомъ началћ основаны способы исключения: чрезъ уравниваніе коэофи- 
ціентовъ, чрезъ подстановлене и чрезъ сравненіе величинъ неизвъстныхъ. 
300. Способъ уравниванія коэффиціентовъ. Пусть требуется рёшить үр-пія 
32 — 2у-|- 52==18 . . . . (1) 
52 4|- 4у— 82—95 . . . . (2) 
112 — 6у — 82 24 . . . . (3) 
удобнфе исключить изъ этихъ уравненій у. 
Для исключеня у изъ (1) и (2), множимъ первое на 2 и екладываемъ со 
(2), помноженнымъ на -}|- 1; получимъ 
112-422 51... . . (4). 
Подобнымъ же образомъ, для исключенія у изъ (1) и (3), множимъ (1) 
на — 3, (3) ва {1 и складываемъ; находимъ 
282 — 282== — 15. . . . (5). 
На основанши начала І, система уравневій (1), (4) и (5) тождественна съ 
данной; и какъ уравненія (4) и (5) содержать только два неизвФетныхь 2 и 2; 


то и опредфляемъ изъ нихъ эти неизвстныя. Для этого мпожимъ (4) на 2, 
(5) на — 11 и евладываемъ; получаемъ 


2672 =— 267, 
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откуда 
а=}, 
Подставивъ вместо 2 найденную величину въ ур. (5), им®емъ 
2х — 28 = — 15, откуда 25—23 —15=8, 

и олд. | 2 4, 

Подетавивъ въ ур. (1) найденныя для х и = величины, имфемъ 

12—2у--5 = 13, 

откуда у= 2. 

Итакъ, искомыя ръшенія суть: 





в: ИО: 8—1. 
Легко уб®диться прямою подетановкою пхъ въ ур-вія, что они дЪйетви- 
тельно удовлетворяютъ даннымъ уравненіямъ. 
301. Способъ подстановленія. Пусть требуется рЪшить уравнен!я 
ах -|- у 4 сг=а .... (1) 
а2 40у 4-е... . (2) 
а" 4-5% 4 сеа" . . . (3). 
Принимая на-время у и 2 за извћетныя, рёшаемъ ур. (1) относительно г: 


СЕ и Е 
Подетавивъ выбето х это выражеше въ уравневія (2) и (3), получаемъ: 
000) ее... . (5) 
а’(а— Бу 


а 9 ру рад" ... (6). 


Рьшаемъ уравненя (5) п (6) относительно уп г. Освободивъ ихъ отъ 
дробей и отъ скобокъ, имфемъ: 


аа — аЪу — асг -- ау 4 асе = ай 
ата — ау — в"сг-|- ау 4- асг ай", 
или | 
(а — аЪ)у-| (ас — ас). ай — ва 
(а — а Ъуу-| (ас — ас) = аа" — а". 
Примъняя Формулы $ 291, 6, имемъ 
ры (ад’ — а 4)(а6" — анс) — (аа” — а’а{ае' — ас) 
(а — а )(ас” — а"с) — (а — а)(ас — ае) 
(а — аай" — а) — (в – ат) (ад — а) 
Т (а — «(ас — ас) — (а — 0)(ас — 0с) 
Раскрывая скобки въ знаменател и въ обопхъ числителяхъ, получаемъ: 
для знаменателя выражение: 


а с! — аа" — аа’ с 4 вае — а" ас -- аа "с — вас; 
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по приведенш и по вынесен за скобки общаго множителя а, этотъ многочленъ 
принимаеть видъ 
аар" — ас" — ае — ађ'е 4 аъ Рае)... . (7). 
Для числителя Формулы у находимъ 
аСТ — аа с'а — аана 1 ааа — ас а" -1- ас а-Ё аа са" — ва", 
пли, вынеся за скобки а: 
аас" — аста — аса — аса" + а’ва- аса")... . (8). 
Раскрывъ скобки въ числител® Формулы 2, получимъ: 
ата" — ааъ" — аа Ра 4 ааа — а" | ааа -- аа "А — ва а, 
пли, по приведеши и по вынесени за скобки а: 
а(а’" — оа" — аа — аа’ ата’ ча)... . (9). 
Внося выраженя (7), (3) и (9; въ Формулы для у и =, и сокращая па 
р ) М) руу. 
а, вайдемъ: 
А ас"! — ое! — аей 225; ас ГА +. ае - са" 
У — Ф АЉ с ао 0 а 0 аб 
аа" — аа" — аа — ва’ аа’ - аъ"а 
бе" О е ат Рае Д ате 
Подставляя найденныя для у р 2 выраженія въ уравнене (4), находимъ 
1 (ас аста" —а00"-а" сааса") с(ар! а-аа ааа" а-аа" 
и асас ао 4-а ате 7 атаа ато аерата 
а 
аре" а—а 0—0" с0—а0'е-1-а с-а" саас" 1-а "а-а Ъса' 
__ 190010" — 010—0 са" — 000" +4-аса"--а'са--а' о —а сд —– ае 
ры а(а'с”— вос" пера бе). 
Сдфлавъ приведене и сокративъ на а, получимъ 
т _ Уста — Е бе 
— абс" — ав" — ас — а" а ас 
302. Докажемъ теперь, что уравнения (4), (5) и {6) тождественны даннымъ. 
Уравненіе (4) получено изъ (1) перенесеніемъ членовъ бу и сг во вторую 
часть п дЪленіемъ обънхъ частей на а, котброе предполагается отличнымъ отъ 


нуля; сл. это уравнене тождественно съ (1). 
Помножая уравнен!е 











0 == — 

















@ — у — с2__ 
Е 


на а’ и складывая со (2), найдемъ, по упрощен: 
(9—0 ва) бу сес= а. 
Умножая то же самое ур. на а” п складывая съ (3), по упрощеніи найдемъ 
- (а — бу — ег) у сте". 


А, въ силу начала 1, эти три ур-нія тождественны съ данными: требуемое 
доказано. | 
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303. Способъ сравненія величинъ неизвЪстныхъ. 
Пусть требуется решить уравненія: 


50-20-82 36. сек (1) 
824 Ту — 52—67... . . (2) 
9% — Зи 2258. . . . . (3). 


Опредляя изъ каждаго ур-нія 2, причемъ х и у на-время считаемъ извћ. 
ствыми, найдемъ 


„—35-— 52-Е 2 


5 вне Р) 
вс Ее. е 06) 
____ 58 — 92 -|- 3у 

а... . (6). 


Приравнивая первое выраженіе 2 поочередно—второму и третьему, полу- 
чаемъ: 


85—524 92у — 674-824 ту ‚35 — 52 -- 9у _ 58 — 92 -|- 3у 5 
ао. тра НЫ, . 0 
уравненія съ двумя неизвъстными = и у. 


Докажемъ, что системя уравненій: (4), (7) п (8) тождественна данной. Съ 
этою цфлью перенесемъ въ данныхъ уравненіяхъ већ члены, за исключеніемъ 
содержащихъ 2, во-вторую часть; такимъ образомъ найдемъ: 


32 35 — 55 4 2у 
— 52 = 67 — 82 — 7 
д2 = 58 — 92 -|- Зу. 











Е 1 1 
Помножая первое изъ этихъ ур-ній на =, второе на =» и третье на 


1 
м д сложивъ первое сначала со вторымъ, а потомъ съ третьянъ, имфемъ: 





0 ЕЕ ны) аяс Е ыс лан. 








3 5 
0 35252 27 58 —95-- 37 
> 8 2 
или, по перенесеніи: 
35 — 52-6 25 _ — 67 - 8х -- 77 ў 35 — 52 - 20 _ 58 — 924-37. 
з 5 3 — 2 


Эти два ур-вя, выфетЪ съ (4), на осн. начала І, составляютъ систему, 
тождественную съ данной. Освобождая ур-н1я (7) и (8) оть дробей, перенеся 
. извфетные члены въ одну часть, а неизвфетные въ другую, и сдфлавъ приве- 
деніе, дадимъ имъ видъ 


— 495 — 11у==— 316; 17 х — 5у = 104. 


Рьшивъ эти ур-нія, найдемъ: 27, а у=3. Подетавивъ эти числа въ 
үр. (4), найдемь: 2—2. 
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304. Начало 11. — Система уравненій 
Е) 
тождественна, съ системою 
А = 0 
В 0 
тА 4- „В 4-р0=0. . ..... (2) 
1дљ т, п и р—кољичества конечныя, отличныя отъ нуля. 

Въ самомъ фл: 1) Всякое ръшеніе системы (1), обращая въ ноль выра- 
женія А, В и С, обрататъ въ ноль и выраженія А, „В и 2С, такъ какъ мно- 
жители т, л и р конечны; слёд. ръшеніе первой системы удовлетворяетъ второй. 

2) Обратно: всякое рЪшенів второй системы, обращая А п В въ нули, удо- 
влетворяетъ первымъ двумъ уравненіямъ системы (1). Затёмъ при А0 л 
В = 0, произведенія тА и Вю также обращаютея въ нули, потому-что % и 2-— 
конвчны; но какъ разематриваемое ръшенів обращаетъ въ ноль выражене 
тА 4 „В + рО, котораго два первые члена—нули; то и р0 должно обращаться 
въ ноль; но р конечно, поэтому С должно обращаться въ ноль; т. е. рёшене 
системы (2) удовлетворяеть н третьему ур-нію системы (1). 

На этомъ начал% основанъ способъ Безу. 

305. Способъ Безу. — Опособъ этотъ состоитъ въ употреблени множителей, 
которые затфмъ опредъляютъ подъ условіемъ исключевія двухъ какихъ-нибудь 
изъ трехъ неизвъстныхъ. Приложимъ этотъ способъ къ общей системћ: 


а 00-4 с2=а . . .. (1) 
а2--0у е0... . (2) 
а 04 сеа"... . (3). 

Помпоживъ ур. (1) на произвольный множитель А, ур. (2) наш, а третье 
на -- 1, п сложимъ пхъ почленно; понучимъ ур. 
№4 ра а’) = -|- (6-Е 0040") у- (№ 4-и с”) а =^а-- ва’ 4-0". .(4). 

Это ур., въ силу начала П $ 304, можеть замънить въ данной системћ 
одно изъ трехъ уравненій. 

Располагаемъ произвольными множителями А д р такъ, чтобы исключить 
пзъ ур-нія (4) неизв%етныя у и 2. Для этого, очевидно, надо, чтобы коэфеп- 
щенты при у п 2 обращались въ нули, т. в. надо ноложить: 

№+4- 00 4-0 =0 РОИ Аи = — 6, (5). 
№ 4-е с = 0 №4 ие =— с 
Значеня А и 4, удовлетворнющія ур-мъ (5) найдемъ, рёшивъ эти урав- 
нешя относптельно А и м; примняя правило $ 295, получимъ: 
м0 1 БЕИ Е. 
р’ ом 
Подставляя эти значенія Л и џ въ ур. (4), мы исключимъ этимъ самымь 


р 
у и 2, и получимъ үр-ніє съ однимъ нензвъстнымъ 2: 





Уо" еф" — Ы 7 Е у м зе | 
(а вы Ао‘ Ри 9 
откуда == се 2—0) (9 0) (00 — о)" 





(ба а (07 — с) а?" 
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или, по раскрыми скобокъ: 
дЫ" — ас" - са" — ве" | Боа" — ср" А 
аро" — аъ" саб" — Бас" | Ба" — с0а" 

Приравнивая въ ур-віл (4) коэвоищенты при хи г нулю, пайдемь у; а 
опредливъ для Л и р. такія значеня, при которыхъ обращаются въ ноль коэФ- 
онціенты при 2 и у, найдемъ 2: 

ай'с" — аса" -- сага” — дас" РЁ аа" — сда" 
У ое" — аб" са" — Бае 9 Ьа" — са! 
а/а" — аъ" 4 даъ" Бай" | ва’ — Фа" 
ар — асъ 4 саб" — вас" ва" — суа" 

306. Раземотръніе общахъ оормулъ предыдущаго параграфа приводать къ 
къ слъдующему правилу механическаго ръшенія трехъ үр-вій съ З неизвъст- 
ными (такъ называемое правило Оаррюса). 

Для составленія общаго знаменателя неизвфетныхъ, выпиеываютъ к0эеФи- 
щенты при неизвъстныхъ изъ већхъ трехъ уравнешй, и подъ ними еще разъ 
кооФеншенты изъ двухъ первыхъ ур-ній; такимъ образомъ получается табличка: 








& — 








Затъмъ перемножаютъ выписанныя буквы наклонно: сначала слфва на пра- 
во, не измфняя знаковъ этихъ произведений (что указывается знакомъ -|-), а 
потомъ справа налфво, перемфнивъ при каждомъ произведени знакъ (что ука- 
зываетея знакомъ —). Такимъ образомъ получается общий знаменатель искомыхъ 
рЬшеній: 

абс а ое — са" — с0а — са. 

Для получешя числителей: 1) неизвъстпаго =х-—нужно въ знаменатель виф- 
сто коэоФиціентовъ этого неизвфетнаго т. е. вчъсто а, а и а” подставить из- 
въетные члены изъ соотв®тствующихъ ур-вій, т. ө. 4, 0 и 4”; 2) неизвъст- 
наго у—выфето его коэфоищентовь: 6, / и 0” подставить @, 4 п 4”; 3) нако- 
пецъ, неизв®стнаго =—вмЪсто с, с и с” подставить 0, б'н 4". 

Примъръ. Примфнимъ этотъ механипческій пріемъ къ ръшенію системы: 

4х — ЗУ 2—6 
7% —11у--2==9 
&-- у 32=102. 

Общий знаменатель ], составляемъ указаннымь способомъ при помощи таб- 

ЛИЧКИ: 
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Е (и) 
найдемъ: 


р == 4.(— 11).3-- 7.1.1 --1.(— 5).2 —1.(—11).1 — 2.1.4 — 3.(—5)7 
= — 189 1-7 — 104-11 —8 4 105 = — 27. 
Назвавъ числителей непзвъетныхъ =, у п 2, соотвфетвенно буквами М,, 
М, п №., вайдемъ: 


М, —=6(—11).3--9.1.1.--12.(—5).2-—12.(-—-11)4 — 2.1.6 —3.(—5).9 
= 1984-9 —120 132 —12-- 135 = — 54. 

Х, =1.(9).3--7.12.1- 1.6.2 —1.9.1 — 2.12.4— 3.6.1 
—108 841-12 —9—96 —126 = — 27. 

№. = 4—11).124-7.1.6--1.(— 5).9—1.(— 11).6 — 9.1.4 —12.(— 5).7 
== 5984-42 — 45 4-66 — 364-420 — 81. 


Птавъ: 
ну — 54 Х — 7 
ЕН, НЕН Е М — 
== 57 2; == р === 


807. Задачи. 
Р+$шить уравненія 
1. 31 — 2 | 422 9 
51 — &у — 6—1 
х-- 0 — 3221 
3. 55 — 3у 4 22 19 
4: -|-5у — 32—31 
За ту — 42 31 
3. 55 —2у--32=12 
42 4- Зу- те = 19 
7х — 49-82 — 95 
74. 232—359 -- 522—118 
24% -|- 75у — 42—58 
— 512 67у--322 —= 188 


2 у Ни 


55, у Р КЕС 

теат 
д у у 72 147 
50-5 


а 


. 182 — 30 - 12 = 58 


152 4|- 4у — 32 = 97 
82 4-82 81. 


. 1,50—9,39--22 9,5 


3,504|- 0—1,52=-1. 
22--1,50—0,52=8,5. 


8 58 —7у--2 _82--32—4 _ 119 — 52 — 44-18 





18 21 Ро 


14 


Па— 52-12 3у--72—2% 82 — 32 -|- 82 





14 18 = 
302 — у — 22 == 16. 
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32—15, 749—112 5л — 72 182 р 27у-- 112 — 30,5 

















8 т 9 БЕ 36 
6 
40—9у-4-11 59—35 —9 6у 52, 72—17 — 824-19 т 
22 | 4 — п 8 
1 
бу-- 62—17 9у4-72-4-5__ =4-9у 22-117 12118 
54 9 202707 18 
А 11. ару-2=0 
10. — =41. 
а (245) (0 9-4) 20 
2+2=9 ађх — асу -|- сё = 0. 
5 19. 02 -1- ау = 0 
2 __ ву Ве 0 
Ут 8—84. с ае 1. 
18. а-у 4 се — т? 


14. 


16. 


17. 


18. 


19. 


(а = (04-0) 0-1 (2-4-0) ат? 

(а 4-2%) 2-4- (6 4-2) у | (с4- 2) = р. 
х — ау -|- а?2 а 

а БА 

а — су | сёе — 63 


. Е О 9 


02 -|- су аг с24- ау 4 6: = 
=. 
а2 -|- Ву -- се —=0 
ах -|- 08у | се а? (Ь — с) 4-0 (с —– а) 4 с (0 — 0) 
0-924-(е-а)у 044-0) 20. 
ах -|- ву -|- се = (6 -|- с)? — а? 
бк -- су 4- аг — (с-а)? — № 
сх -|- ау-- в = (а + 5) — с. 
а2 -|- ву-- сг = 3 : 
092 су, = ОН 00000) ара) 
0 да-да = 00910000) а?а 0), 
2+9 20 и 


(0--с— а) 2-4 (04-а — 5) у 4 (64-0 — с) г 0 
аа у о аз 0—0) 40800 —а) 4-0 (0—0). 








. 24-90-20 


ар 02у 622 
а—4 Гея сд 





0 


а а 8960—10) — 00 — а). 
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‹ ГЛАВА 521. 


Ръшеніє системы уравненій первой степени съ какимъ угодно 
числомъ нензвћетныхъ. 


Общий методъ. — Методъ Безу. — Случая үпрощенія; искуственные пріемы. — О си- 
стемахъ уравненії, въ которыхъ число непзвБстныхъ не равно числу уравненій: слу- 
чап несовмстпости (условныя уравнен1я) и неопред$ленноети. — Задачи. 


Общій метолъ. 


308. Начало. — Пусть дана система р уравненій первой степени съ р 
нсизвњстными: 
А 0,380 00,00, а. 


вели т, в, т, п.,. 


...К=0, 1=0...(1) 


..› Тр пр, суть количества конечныя и 
отличныя отъ нуля, то система р уравненій 


А= 0, \ 
тА п,В 0, | 
ты А + пб = 0, о 

| 
) 


ео оо ә о 


тождественна данной. 

Бъ самомъ дъл®: 1) ршевія системы (1), какъ обращающія въ нули вы- 
раженія А, В, 0,. . ., К, 1, обращаютъ въ нули и произведеня А, э; В, 
т.А, 1,0... ., тА, п. 11, такъ какъ количества т, 01, . . . конеч-. 
ны; елд. эти рёшен!я удовлетворяютъ еистем% (2). 

2) Ръшенія системы (2), обращая въ нуль А и (#А--®,В), обращаютъ 
въ ноль и В, такъ. какъ и, конечно, и э, отлично отъ нуля; такимъ же обра- 
зомъ они обратятъ въ нуль и 0, р,. . .1; олд. эти ръшенія удовлетворя- 
ютъ систем% (1). 

309. Методъ. — Количества тл,, 2... . ., т, %,.. выбирають та- 
кимъ образомъ, что пеключить одно и тоже неизвъстное изъ (р — 1) уравненій, 
папр. изъ послъднихъ; такимъ образомъ данная система (1) замфнится новою: 


ВЕ Ор Ву О теза а < — МН аа) 
тождественною съ (1); но въ ней ур. А = 0 содержитъ већ нвизвёотныя, а 
остальпыя р — 1 уравненій содержатъ только р — 1 одинаковыхъ неизвъетныхъ. 

Подобнымъ же образомъ систему (2) замняють системою 

А0 ВО 0.0, о. Ко... 

тождественною со (2), а слъд. и съ (1); но въ этой новой систем уравненіе 


А = 0 содержить ве неизв®етныя, В, ==0 только р— 1 неизвћетныхъ, а 
остальныя уравненія содержать оди и т$-же неизвфетныя въ числ р — 2. 
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> 
Продолжая такимъ же образемъ, доствгнемъ наконецъ того, что данная ся- 
стема будетъ замънена новою, ей тождественною системою 


Д0, Ву 0 оо Во оО Е 0, 


въ которой уравнене Г,,==0 содержитъ только одно неизвестное, К, == 0 
содержитъ это-же самое неизвЪстное и еще одно, Н, „= 0 содержитъ эти два 
неизвфетныя и новое, и т. д., наконецъ ур. А 0 содержитъ ве неизвћетныя. 

Ръшивъ ур. 1, , == 0, опредълимъ то неизвъстное, которое въ немъ со- 
держится. Внеся его величину въ ур. К, ,, найдемъ изъ него еще одно неизв$- 
стное. Внеся величины этихъ двухъ неизвъстныхъ въ үр. Н,.==0, найдемъ 
третье неизвъстное, и т. д. већ непзвъстныя будутъ послфдовательно найдены. 


Примъръ. — РЪшить уравпенія 


1) 32 — 4у-- 32 4 30 — 60==11 \ 
2) 3% — Бу-- 22 —4и=11 | 
3) мы т. 
4) — 25 + 52-4 20-4- 4и—= 8 | 
5) 4х — 29 — 304 би= 6 | 


Исключаемъ изъ данныхъ уравненій неизвЪетное 2; для этого комбиниру- 
емъ ур. (1) съ каждымъ изъ остальвыхъ, за исключеніемъ (3), которое уже 
не содержитъ 2. Вычтя (2) изъ (1), находимъ: 


у4- 24 Зе — ди 0. 
Помноживъ (1) на 2, а (4) на 3, и сложивъ ихъ, имфемъ 
— 8у | 212 | 120 31. 
Наконецъ, умноживъ (1) на 4, а (5) на — 3, и сложивъ, получимъ: 
— 10у + 122 — 42и + 210 26. 


Такимъ образомъ, на основаши общаго начала, замъняемъ данную систему 
ей тождественною: 


1) 32— 4у-- Зе 3— 6и==11 \ 
2) У 2-Р 3%— = 0 | 
3) — 8у491е- 120 Е П, 
4) —10у4-12:4-210—42и==26 | 
5) 10у— 32— №- Зи= 2 } 


Исключаемъ теперь у изъ (2) уравненія системы П и каждаго за вимъ 
слфдующаго; для этого множимъ ур. (2) на 8 и екладываемъ съ (3); затћмъ 
множимъ (2) ва 10 и складываемт съ (4); наконецъ, помноживъ (2) на 10, 
вычитаемъ изъ него (5). Такимъ образомъ найдемъ систему Ш, тождественную 
П, а слЪдовательно и предложенной: 

31—49 3е-- 3%— 6и= 1 | 

У 2-4 3— = 0 | 
292 369—16и—= 31 Ш. 

222 -|- 510 — 62и—= 26 [ 

132-320 — 23и=— 2 ) 
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Исключая 2 изъ трехъ послёднихъ уравненй, найдемъ: 


3% —4у-- 324 3— 6н= И | 

у 2 3— и о! 
132-- 32%— 23и=— 2 [Ү. 

— 460% -|--459и = 461 | 

410 -- 300 = — 382 ) 


спетему, тождественвую данной. 
Пеключая накопецъ и изъ послъднихъ двухъ уравненй системы 1Ү, на: 
ходимъ тождественную ей систему; 


1) 832 — 4у 4-8 24- 80 —– би 1 | 
2) У 2+ 30 — 2и 0! 
3) 134-330 2380 2 Ц 
4) 404-3000 — 382 | 
5) 1568190 = — 313638 ) 
Посл%днев ур. этой системы прямо даетъ: 0: — 2. Подставляя вмЪето г 
число — 2 въ ур. (4), находимъ: «== — 1. Подставляя найденныя для ии ~ 


величины въ ур. (3), находимъ: 2=3. Наконецъ, изъ втораго п перваго ур. 
получаемъ: у= 1 и 222. 


Методъ Безу. 


310. Начало, — Если а, 8, ү,. . . ., № суть количества конечныя и 
отличныя отъ нуля, то уравнене 


Е ВЕ р, 


можеть замтънить одно изъ п уравненій системы, 





АО В 9—0. Е == 18 
т. е. системы 
А=0 ү 2А ВВС... . №0 \ 
В — 0 В==0 | 
00. 
І и | П 
[ 
| 
Ф | 2 
1—0 ) = 0 
толжедественны. 
Въ самомъ д®л%®: 1) всякое рёшеше системы 1 удовлетворяетъ уравненямт, 
системы 11, такъ какъ В, С,. . ., |, а также и сумма 2А -- ВВ +. „ЛЬ 


обращаются въ нули; 2) обратно, всякое ръшеніе системы ПШ, обращая въ 
нуль выраженія В, 0,. . ., 1, удовлетворяетъ всЪмъ уравненіямъ системы 
1, кром% ур-нія А = 0; а обращая въ нуль, вмъст съ выраженіями В, 0,. .,1, 
также и выражене 2А -- В -4-үб--. . . 4-Х, приводить первое ур. систе- 
мы П къ виду 2А == 0, откуда и А == 0, ибо х отлично отъ нуля. 


— 308 — 


зп. Примфнен!е метода Безу состоитъ въ выбор неопредёленныхъ мно- 
жителей такъ, чтобы изъ ур-нія 2А - 88 +4. . . -- №. 0 исключить ве 
неизвфетныя, за исключеніемъ одного; а это всегда возможно, потому-что при- 
равнивая нулю коэФФиціенты этихь ж -– 1 неизвФетныхь, получимь и — 1 
ураввеній, которыя умфемъ рЪшать. 

ПримърЪ. — РЪшить систему уравненій: 


ху 324- 4н 27 (1) 
82 4- 5у 4 Че-- ш==48 (2) 
5а -- 80 -- 102 — 20 65 (3) 
72 4- бу-- 52 &и = 53 (4). 
Помноживъ первое ур. на 2, второе на ж, третье на р, четвертое на 1 
и сложивъ ихъ, найдемъ: 
(т-|-3%+-5р4-7)4-(2т--5к--8р--6)у--(3ә--7и--10р4-5)2--(4т--и—2р--4)н 
—=27т-|-48т--65р--58 . . . . . (5). 
Приравнивая нулю коэфоищенты при =, у и г, находимъ первую вепомо- 
гательную систему уравневій: 
т Зи 5р=—7 
2т + 5 8р —– 6 
3 | 7 -|- 10р = — 5. 
РЕшивъ эту систему, найдемъ: 0—17, = — 8, р = (). Подетавивъ эти 
величины въ уравневіе (5), получимъ: 64—128, откуда и — 2. 


Подетавивъ найденную для ‹% величину въ первыя три изъ данныхъ урав- 
пеній, найдемъ систему уравненій съ тремя неизвфетными: 


х4 20у -- 32=19 (6) 
3%--5у-- 72==46 (7) 
52: -4- 8у | 102 == 69 (8). 
Умноживъ первое изъ этихъ уравненій на 7, второе на 9, третье па 1 и 
сложивъ ихъ, имфемъ: 


(у За-5)-Н(9+- 5-8 )у-Е(Зи-Е54-10).=19--464--69... . (9). 
Приравпивая нулю коэофищенты при хи у, получаемъ другую вепомога- 
тельную систему уравненій: 


т 39 == — 5 
274 59 == — 8; 
ръшая ев, находимъ: х=1, 9 — 2. Подставляя эти величины г и 4 въ 


уравпеніе (9), находимъ: 2—4. 
Подетавивъ найденную для 2 величину въ ур-вія (6) и (7), имћемъ 


а-у - 10) 
32-4 5у==18. .. . (11). 
Умноживъ ур. (10) на $ и сложивъ съ (11), имфемъ: 


(8-4 3) + (28 -- 5)у 78-18. . , . (0). 
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Положивъ $--3—0, откуда === — 3, и подставивъ эту величину $ вЪ 
ур. (12), имфемъ | 
—у—— 3, или у= 3. 
Подетавивъ З вместо у въ уравнене (10), найдемъ: 2=1. 


312. Случаи упрощеня. — Изъ предыдущаго видно, что процесеъ ръшевія 
системы уравненій вообще довольно сложенъ, особенно если число неизвъетныхъ 
велико. Но иногда его можно упростить; случаи для үпрощенія представляютея 
тогда, когда не већ неизвфстныя входятъ въ каждое уравневе, или же когда 
уравненя предетавляютъ нћъкоторую симметрию по отношенію къ неизв»стнымъ. 


Когда не веъ уравненія содержать већ неизвфетныя, тогда начинаютъ съ 
исключен!я того нензвЪфетнаго, которое входить въ наименьшее число уравненій, 
ибо тв уравненія, въ которыя это неизвъствое не входить, можно считать ре- 
зультатами его исключешя. 


ПРимМЪРЪ 1. — Рёшить систему уравненій 


2х — 524 4и== 7 
— 04| бе — Зи = 3 

— 72 -4|- 4у —=10 
— 52 — бг ==90. 


Исключая и, которое входить только въ первыя два уравнешя, получаем 
ур-ніе 
65 — 4у -- 92 = 38, 
которое вмъетћ съ уравненіями 
— 962 —Зи= 3 
— 72-49 ==10 
— 5х 4 62 001 
составляетъ систему, тождественную съ данною. 
Исключая во второй систем у изъ перваго и третьяго уравненій, полу- 
чаемъ систему 


— у 62 —Зи= 3 


— & 4+ 92 =:43 
— 72 -4- 4у —10 
— 52 + 6= —20 


тождественную со второю, а слёд. и съ данною. 


Исключая въ ней х изъ втораго и четвертаго уравневій, находимъ тожде- 
ственную данной систему: 


— у4- 62—3Зи= 3 

— 72-49 = 10 
— & 4- 92 — 43 
392 — 195. 


Изъ послъдняго уравненія находимъ: г = 5. Ветавивъ выфето 2 его вели- 


чину въ третье уравпеніе, найдемъ: х=2; затћмъ 
чимъ: у == 6; наконецъ, изъ перваго: 027. 


изъ втораго урав. полу- 
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Примъръ П. — Решить систему уравненій 


у- 32 =11 
2 41 4и—19 
09 
#4 67—11. 


Выражая изъ пятаго уравневія # черезъ х, имфемъ: #—11 — ба. Ветав- 
ляя вмъсто # его величину въ четвертое ур,, получимъ: и = 29 — 5/11 — ба) = 
— 26-302. Вставляя вместо є полученную величину въ третье ур., най- 
демъ: 2=123 — 1202. Подобнымъ же образомъ, изъ втораго ур. имфемъ: 
у= — 858 -- 3602. Ветавивъ вместо у найденное выраженіе въ 1-06 ур., най- 
демъ изъ него: х=1. Ве остальныя неизвъстныя выражены черезъ х, а 
потому ихъ легко теперь вычислить. Найдемъ: == 2, 2=3, и==4 п #—5. 


Примъръ. Ш. — Решать систему уравненій: 


249 --2--и=а 
0-1-2 4-04 ё 
и с 
4-24-20 
нау 2=е. 


Въ этой систем неизвфетныя выходять симметрично — каждое одинаковое 
число разъ; это обстоятельство позволяетъ найти сумму веђхъ неизвфетныхъ: 
для этого етоитъ только сложить ве уравненія и результать раздфлить на 4. 
Такимъ образомъ получимъ 


ду аи 0700. СЕ 


А какъ въ каждое уравненіе не входптъ по одному только неизвфотному, 
то вычитая изъ ‘уравневія (1) послъдовательно каждое изъ данныхъ, опредћ- 
лимъ већ неизвЪстныя. Получинъ: 


Раа 04-с--4-4-е— За , 
— 4 А 
24-42 4-е —– 8 
ие Ке 
04 5-а 4-е Зе 
анте а 
а4 +4 с--е-— за 
в == 1 


=> 2+4 0— 3е 
4 











8дћеъ сумма вехъ неизвстныхъ, съ опредъленія которой мы начали, 
представляла вспомогательное неизвестное, позволившее скоръе опредёлить 
каждое пеизв%стное въ отдльности. Вотъ еще примфры употреблевія вепомо- 


гательныхъ неизвжетныхъ. 
20 
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Примъръ. [№. — Рёшать систему уравненій 
МЕ ЛЕЕ ЕНЕ МЕНЕЯ у 
2+9 2—59 
МК ТЕЗЕ 20 Г. 
ву‘ 2—5 
Освобождая уравненя отъ дробей, мы нашли бы уравнепія, въ которыхъ 
нфкоторые члены содержали бы вторыя степени неизвфетныхъ; но легко избђ- 


жать полученія уравневій второй степени, введя вспомогательныя неизвЪетныя, 
и именно полагая: 


ВЕ 1 
у ° 2—5 
Данныя уравненія примутъ видъ: 
аи Е Е е, ан 4 ео =. 


Ршая ихъ, найдемъ: 





=. 



































се — ЪР а? — са 
ера “ 0 ае ъ4` 
Подставивъ вићсто и и о ихъ выраженія черезъ 2 и уу, найдемъ 
1 сер З 1 а — са 
фу ае 2—9 ев’ 
откуда 
пау 08 а е 005 
И сеъ У— рва 
Сначала складывая, а потомъ вычитая эти үр-нія, найдемъ: 
рии ы у (22—08 _ 4—01 
о {се — Ш! оғ — сӣ 9—5 се — Ъў те} 


Примъръ \. Решить систему уравненй 


ах т (у 24 и) =а 
бут (2-а) = В 
ва | т(и ау) = ү 
йит (уг) ==. 
Введемъ вепомогательное неизвфетное, положивъ: 2 -|- у 4- 2-|- и = 8; дан- 
ныя уравневія примутъ видъ: 


ах-- т (8 — 2) = а 
ву т (8—0) = 


ва т (8 — 2) = чү 








дит (8 — и) =. 
Выводя изъ перваго ур-нія =, изъ втораго у и т. д., найдемъ: 
__ а — т8 _ Ё — т8 __ 4—8 _ 6 — т 
о И. Е В" # — ет, и — аж“ . о 1) 


Окладывая почленно эти уравненія и замфчая, что въ первой части полу- 
чаетея 2 4- у 24-и или №, найдемъ: 


_а—т8 , В —т8 | у — т8 0 — 8 
5= а—т Зд ът с с— т ЕЗ а—т 
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Изъ этого уравненія-—первой степени относительно 5, найдемъ это вепо- 
могательнов неизвъстноё; зная его, изъ уравненій (1) найдемъ 2, у, 2 и и. 

Приведемъ еще примъры искуственныхъ пріемовъ, облегчающихъ рЪшеніе 
уравневій. 

ПримърЪъ №1. Ръшить епетему уравненій: 


у 1, 22 1 92 __1 


а 5° аг феъ) аи а, 
Обращая дроби, найдемъ: 


а Ф а с р с | 
ЕР и Е УР 


Складывая эти үравненія и обозначая, для краткости, сумму а 4-0 -|- сче- 
разъ 25, находимъ 





а [А с 
ео. 
Вычитая отсюда поочередно каждое изъ предыдущихъ уравненій, находимъ: 
с ь а 
==$—6 у=8—& ==8— а; 
откуда 
а= а Е 8 с 
ИЕР БЕДИР Е 
Примъръ УП. Ршить систему уравненій: 
а ау ах 030 
24 Бу - 5° 4-02 =0 
24 су 4- с | с 0. 
Можно-бы было рЪшить эти уравненія способомъ исключевія черезъ ело- 
женіе п вычитан!е, но проще употребить слъдующій искуственный пріемъ. Дан- 
ныя уравненіл выражаютъ, что полиномъ 
ХХ УХ е 
обращается въ нуль при подетановк выфето Х количествъ а, Би с; сл. онъ 
дфлитея на произведене (Х — а)(Х —5)(Х — с), причемъ частное равно 1, по- 
тому-что первый членъ дёлителя есть ХЗ. Итакъ, имфемъ тождество: 
Нах рух е=(Х —– а)(Х — 0)(Х — с), 
или, по раскрытіи произведеня: 
Х3-|- 2% 4-0Х е8 — (а 6 - 0)Х° 4 (а ас -- %6)Х — аре, 
откуда, приравнивая коэфоиціенты при одинаковыхь стеценяхъ Х, находимъ: 
дс=— (44-04 6); у=аб-ас-Ре; 2 — ае. 
313. 0 системахъ уравненій, въ которыхъ число неизвстныхъ не равно 
числу уравненй. Когда число уравненій равно числу неизвЪстныхъ, то система 


имфетъ, вообще, одно опредленное рёшене. Раземотримъ теперь случаи, когда 
число неизвћетныхъ не равно числу уравненій. 


314. Теорвмл, — Система уравненій, которытъ число меньше чи- 
сла. неизвьстныхь, неопредъленна. 
20* 


— 308,— 


Пусть имћемъ 22 уравненй, содержащихь тж--р неизвфетныхь. Можно 
дать произвольныя значен!я р нензвЪстнымъ; тогда получится система 2 урав- 
неній, изъ которой опредфлятея остальныя әт неизвъстныхъ. Ол%д., система 
имБетъ безчисленнов множество рёшенй, что выражаютъ однимъ словомъ, го- 
воря, что система неопредъленна. 


315. Теорема. — Система уравнений, число которыхъ больше чи- 
сла неизвьестныхь, вообще невозможна. 

Пусть число уравнени превышаетъ число неизвЪетныхъ; пусть напр. им%- 
емъ т -|- р уравненй съ 2 неизвћстными. Взявъ 2 изъ числа данныхъ урав- 
неній, въ которыя входили бы т неизвћетныхъ, и ръшивъ ихъ, опредфлямъ 
эти 1% неизвфетныхъ. Если окажется, что найденныя величины удовлетворяютъ 
п остальнымъ р уравненіямъ, то заключаемъ, что система имћетъ одно опредћ- 
ленное рёшене. Если же окажется, что значенія, найденныя для 7% неизвћст- 
ныхъ, не удовлетворяютъ остальнымъ р уравневіямъ, это будетъ значить, что 
система не имфеть ръшеній; въ такомъ случа% говорятъ, что она невозможна, 
или что уравненія несовмъстны. 


Примъръ 1. Ршить систему трехъ уравненій съ двумя неизвћетными: 


3= 4 29 — 5=0 
71 — 304 2 == 0 
— 24 Ту —– 12 0. 

Ръшаемъ послъднія два уравненія и находимъ, что имъ удовлетворяютъ: 
ВЕ 9 и у 5 . Ветавивъ эти величины въ первое уравнеше, замфчаемъ, 
что оно обращается въ тождество. Олд. система возможна и имфемъ р шение: 

Е 
2 55° 9-25 
ПримърЪъ П. РЪшить систему 
62 + 70 == 46 
52 4|- 3у = 271 
= 2914. 


Первыя два уравневія пмъютъ ръшеніе: 2:= 3, у= 4. Но эти значенія не 
удовлетворять третьему уравненю, слъд. предложенная система несовмЪетна. 

Когда число уравненій превышаеть число непзвъстныхъ, и ур-нія имъютъ 
буквенные коэофищенты, то можно предложить себъ вопросъ: при какой завия- 
спмости между коэооиціентами найденныя дла т: неизвћетныхъ величины бу- 
дутъ удовлетворять и остальнымъ р уравненіямъ? Әти р условій обыкновенно 
называютъ условными уравненіями. 


Прамъры. І. 62 7у=—46, 52 4- Зу 27, аз |- 214. 


Первыя два уравневія удовлетворяются при х=3 и у 4. 

Для того чтобы већ три уравненія были совмъстны, необходимо, чтобы т 
же значенія хи у удовлетворяли и третьему уравненію, т. е. чтобы существо- 
вало тождество 

3а |- 8—14, откуда а= 2. 


Птакъ, система совмфетна при а — 2. 
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П. а 400-0; ав буре =0; ве 07у | с =0. 
Рёшая первыя два уравненія, найдемъ: 


ма рс! — сЬ __ са — ас 
= сър У а һа 
Для того чтобы система была совмфстна, необходимо, чтобы тћ же рёше- 
нія обращали въ тождество и третье уравненіе, т. е. чтобы (по освобождени 


отъ знаменателя) 
а" (с — с) 4- 0 (са — ас) 4 с (а — Ба!) = 0, 
изи ае" — ас! -- ваъ" — Ба!" Неа" — а" == 0). 


Легко вид®ть, что первая часть этого условя есть ничто иное какъ знаме- 
натель значенй неизвфетныхь, удовлетворяющимъ тремъ уравненіямъ сь 3 не- 
 извћотными въ общемъ видф. 


Ш. Пусть даны шесть уравневній съ 3 неизвфетными: 

х+у4 2== 9 

3: — у | 22==10 

2х 47у — 32= 8 

ах — Бу | с2==20 

ах 4- Бу 4 се = 44 
10ах -- Зву — сг = 20. 

и требуется опредълить, при какихъ значеніяхъ коэоФиціентовъ о, и с эти 


шесть уравненій будуть удовлетворены одними п тми же значеніями не- 
ИЗВЪСТНЫХЪ. 


Рашивъ первыя три уравненія, не содержащія а, б и с, найдемъ: #=1, 
у==38, г==5. Эти величины должны удовлетворять тремъ послъднимъ уравне- 
ніямъ, т. е. должны существовать равенства 

| а — 30 -|- 5с== 20 
а-- 35 4- 5с = 44 
10а -- 90 — 56—26. 
РБшивъ эти уравненія относительно а, б и с, находимъ, что они удовие- 


творяются при а=2, 0—4, с==6: прп этихъ значеніяхъ коэФоищентовъ 
шесть предложевныхъ уравненій совмћстны. 


816. Задачи. 


РЪшить уравнсша: 


1, 24| 39 | 2211 4. 60 — 45 =32—7 
224-5 4 32—14 Ба — д == 89у — 82 
32 -|- 20у 4- 2—11. 0 — 222= 8у — 22. 

2. 5а — 6 42== 15 2 
ата 5. З 2-4-5 == 58 
2% уф 62—46. бой. 

3. 24 3у--32=6 Рот 

- 22 | 49 -|- 22— 8 у 72__ 174, 


824-3 -- 8# = 101. и 


а 





























6. 3,142—7,13у--2,052=7,431 16. 1 75 у 
0,95 4 4,21у — 1,042 8,998 22-3 82-42 о 
2,574—0,849--2,112=10,418. 30 ЕЕЕ: аль 

7. За — 4у | 5218 82-542 бу 92 
95—15 — 32 —6и 322 _ 8 —5 
7у — 82 | 4и == 91 30+ 92 22--3у 
19 — 32 -|- 4и — 102. 17. 2% т 

82—20 19—З2--4у 32 —9.-42 5 ву 5 

8. нар; — ———-——— — —— в: 1 
6 4 5 З СЕВ 

52—82 _ 89—32 42—3у—13_ 13 «+. 6 
4 2 5 50 ЕЕЕ У 

919—5у 14—32 72—58, 17 уг 7 
Я ЕЕЕ 
5 6 4 48 18, 20 — 20 

9. 70—924 3и=17 4у — 82 
49 — 22-11 Е 
5у — 32 — 90 8 22 — 3 
4у— 80 | 4—9 — 9 — 15, 

32 | 8и — 33. 4у — 52 


19. 24у 20-4 -+- с 

а су |- ага? -|- 08 4- с 
сх -- ау 4- Ве — а 4|- 02-|- с. 
аж Ву сг (Ъ-4- с) — о? 
02 4 су-- ав (с 4-а) — 0% 
сх ау 4-02 (а 5)? — с. 


ах 4- Бу — са 9а 


10. 2 —Зу--2=5 
20 — 32 --у == 5 
бу — 22 -|- 380—6 
42 — 524 и = 6 20. 
21 — Зи — 40: — 17. 


11. 22 — За и—3 
ЗУ 22—217 21. 


13. 


14. 


15. 


42 —у— 2и — 4 
Бу — Зы 2—6 


2-4 2 =7. 
. 2% —Зу=9 
5у | 42 — 9и 3 
бе — 7и = 9 
8и — 35 — 12. 
4% — 3# —10 
9у — Би== 5 
8-Е 30 — 19 
32 у=13 
29 — 8и 11. 
лаш р 
а 7 97 
1 1 2 1 
тута 6 
5 1 4 1 
Е ЕЕ 
6% ре. =. 36 


32 4- 2и — 5у — 18 
32 -|- у —4и== 9 
2-72 — 60 == 83 


52 — 92 — 80 -- 2015. 


у | сё — ах — 2% 
са + ах — ву == 200. 
22. ах - Ву-- ве =0 
ах озу се=а(6—с)-|-0(0—а)-|-с(0-—0) 
92+ еду @- = 
23. аа зу-- се —=3 
04 = (4 ау 4 (04-0) = 
Ъо(0 -1- в) -- са(с а) 4- а(а -|- 0) 
абс 
(0—4 (е а)у @а—ве= 
Бе(ђ — с) 1 са(с — а) + аа — в) 
ађе 
и 0—0 1 2—0 
2 ро а стары (а 0 
29-е ца +0). 
25. 241-0 | 2==0 
(04-с а)2-|-(с--а—5)у-4-(а--0—е)г==0 
ав 4-с аЬ—6) Р а) Беа). 
26. 24-9 4-20. 
а?2 Бу , 022 
а араса 


а 1 Е ааа). 














0) 
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27. 2-0 4-2-- и зи 29. ку у2-- 25 = 9102 
(а--35)а-|- (а-РВ)у--2(а—5):—=4(а— 362) 02-4 220 — Зау = — 4хуг 
38 29 4-2 — и = 5а — 136. Зуг — 220 | ху == 4х2. 


24-20 -|- 32 — Зи = За — 115. РЕ 


28. дру—2=а—1 (х 0) — (#&—уе=22% 
уа—и—2а— 8 (у 2)с — (у — &)@ = 220. 
аи —о—а--4 
и+о—х—6а--2 
о —у—5а-- 3. 


31. ру == (94-6 -- с)? 
ау | 52 -- са — 3(а6? -|- с? -|- са?) 
ав | у -|- са аз -|- 03 4-с? -- бабс. 
‚ 24 ау |- а? а#=т 
х4 0у + 92-54 —= п 
= се -|- бе сі р 
д ау-- 4% -- 41: 4. 


38. 24-у-4-24-#4- 0-4-0 (0-0 4 с) 


о? 
2 


24-94 = (@- 0)? 
4-0: | ао == бабе 

(2— %)(0 +- с) == 20(у — г) 

(и — 0)(а + 0) с=90(2 — у) 

ах 4-Ъу + се == 0:4 с. 


34. 24-04-2401 
ад -- ву -- сг -|- дир 
ах 4 02у -|- с22 -- ди — КЗ 
азх | 08у У с? -- зи = #3. 














пе “ 


36. или -|- хїн -- хуи -- хузи -- ху — хуи 
уе ~|- ха | хую. хуго -|- уг == хуг 
020 -- печь | уно -- уго -- хуги == тугиь 
уни | ани Е хуи -- куш | у == дуо 
ар | био -- епо -|- хе | хи == ден 
ашо | уни —- угио -|- уго -- уси — узи. 


37. а2-|- 000 | 2—0) = а -Г 308 Же 
ау 24 1—2) == 200 З 0 
аа а 2 — у) = а -|- Зар — 902 = 
04-50040 — 2) = а — ар. а 

38. (а 4- 1)2 4 ау | (&—12=а Р ЕЕЕ 
(а пу а24- (а—1=а-2 ы 


(0-4 1)2 4-а 4|- (а —– 1)у 7а — 2. а и 
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40. Указать, какія изъ нижеслФдующихь системъ пеопредъленны, п какія несо- 


метны: 
І. 32 — ЗУ 52—14 П. 80 — 29- 52=14 Ш. 32 — 90 4|- 52-14 
2 у —– 8210 224 у— 82=10 2024 у—82=10 
” 64 —4у-- 102—297 61 — 4у—102—28 81 — 30 | 22—38. 
ІҮ. 35 — 2у | 52—14 У. 92— ЗУ #2—=20 ҮІ. 52-4 — 72 4 
6% —4у— 22—15 6х — 9и-- 32=60 31 — у--22—= 5 
94 —бу— 72—20. 8% — 12у 4|- 42—19. 1124-29 — 82 12. 
‚41. При какомъ усховіп уравневія 
62 4|- ту = 46, 52 -|- 30у = 27, и а22-4|-0у14 
совмЪстны? 


42. Доказать, что уравненія 
у==а2-|-5, у=0г |Ы, уа" -- о’ 
совы стны при условіи 
а’ — Ба! -|- Ба" — в" -|- а" — Ба" = 0. 
43. Показать, что уравнен1я 
ах — Ву = с, 6% — ау = а, о(02 — ду) == с 4 

совмъстны при условіп 0(с2 -|- 4?) — 2абсӣ. 

44. При какомъ условіп совмфстны уравненія 


22 4 Зу | с==0, 40 — 5у 4-с 0, 78 — Чу’ = 0? 
45. При какомъ условін совмъстны уравненія: 
9Ау 4- Ва -|- 0 = 0, Ву 4- 262 --Е 0, ру +4- Ех -|- 28 0? 
46. Тоть же вопросъ относительно системы 
ах 4 ву = с, а2х 4\- 02у == с, азл Е ЫЗу — с3. 


47. Тотъ же вопросъ относительно спетемы 
(1— те-- (т — п) | п –1=0, 
12 -- ту | т = 0 
та: -- ту 1—0. 
48. ОпредЪлить коэффищенты а, 6 п с такъ, чтобы слфдующя шесть уравненй 
удовлетворялись одними и т$ын же значеніямп т, у п 2: 


ах — Бу 4-с = 3 5% — 30 — 122 1 
сх -- 0 -|- 2 == 95 7х — бу-|- 82 == 42 
ба — ау — с2 == 39 32-Е 8у — 152 = 84. 
5 49. При какомъ условіп совмЕстны уравненія: 
а2=0ғ-|-р, ус=0 4-9, аса -|-р, у= 024-0, 


50. При какомъ условін совыфстны уравненія 
(А — 8)2 + В"у-Е В 0, 
В" 4- (А — 5)у 4 В 0, 
В -- Ву -|- А" — 5 = 0. 
51. Найти при какихъ условіяхъ 5 слъдующихъ уравневій 
А А’ А" В В В" 


\ 14-22 140% 1-2 уе 4 ху 
удовлетворяются одною и тою же системою неизвфетныхь 2, у и 4. 
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полное количество серебра — Формулою 





6 5 65 
19° 1 1871 1902 ГР; 


а количество мди равно у 
8 7 9 


Но по условію, четвертый слитокъ долженъ содержать 79 тр. золота, 118 — 
серебра и 162 —мъди; такимъ обр. имћемъ три уравненя: 


5 3 35 
19° 1 157 1 190° 





2—19, 


224 54 КЫРЕ 118. 
па 74 5.222169, 
пли, по освобожден отъ дробей: 
505 + 380 4- 352 15010, 
36х +- 38у -- 392 13452, 
1202 -- 133у-|- 1352 = 46170. 
Исключивъ изъ первыхъ двухъ уравнешй у, получимъ ур: 


7% — 92119, 
а исключивъ у изъ втораго и третьяго: 
42 -- г 608. 


РЪшая эти уравнешя, находимъ 
02133, 2= 16 гр. 
Подставивъ эти величины въ первое уравненіе, получимъ: 
у—150 гр. 
ПримърЪ 11. Бъ бассейнь проведень три трубы: 


1-ая и 2-я, будучи открыты вмисть, наполняють бассейнь въ 12 ч.; 
2-ая и 5-%я, ‹ « < < « ‹ 20 ч., 


3-я и 1-я, ‹ ‹ « 6 < « 25 ч, 


Во сколько чоасовъ воњ три трубы, открыипыя одновременно, наполнять 
бассейн»? 


Пусть первая труба, будучи открыта одна, наполняетъ бассейнъ въ 2 ча- 
совъ; вторая, дъйетвул также отдфльно, наполняетъ бассейнъ въ у ч., а тре- 
тья — ВЪ 2 часовъ. Въ такомъ случа» 


1-ая труба въ 1 ч. наполнить — часть бассейна; 
2-ая « « « 


< < 


3-я < < < 


ајы «|на [= 


— 316 — 


слфдовательно, вс три трубы, дЬйствуя вмъстъ, наполнять въ 1 чась часть 
бассейна, равную 


пут, 
• 2 у 2? 
а потому весь бассейнъ наполнитея во столько часовъ, сколько разъ дробь 


С м 
тие заключается въ объем$ цфлаго бассейна т. е. въ 1. Итакъ, время 


необходимое для наполненія бассейна тремя трубами, выражается Формулою: 
1 


Е 1 Е 
Гу га 
это и есть искомое задачи. 
Для его опредёлешя мы изъ условій задачи имћемъ три уравневія 


Е Б 
Ри 19’ 
1011 
а 20’ 
рт 
21215 


Складывая ихъ, находимъ: 
1 1 1 1 1 1 
тт 
откуда 
1 1 1 1 
Рут 
1 1 1 
а потому 1: а. =)=10. 
Для наполненія бассейна нужно 10 часовъ, что нетрудно провфрить. 


ПримърЪъ Ш. Опредълить время изобрњтенія Гуттенберюмь книгопе- 
чатанія на основаніц сльдующихь данныхь: 1) цифра десятковь 10да, въ ко- 
торый совершилось это событие, вдвое меньше цифры единиц; 2) цифра 
тысячь равна разности между цифрою сотень и цифрою десятковъ; 3) сумма 
встть четырехъ цифръ искомало числа равна 14; 4) если увеличить искомое 
число на 4905, то получится число обращенное. 


Обозначимъ, по порядку, циоры единицъ, десятковъ, сотенъ и тысячъ бук- 
вами 2, у, 2, #. Первыя три условія прямо даютъ слъдующія уравненія: 
И е) 
—2—у... (2) 
2494-24-214... (3) 
Искомое число изображается вормулою: = | 10у-|- 1002 -- 10007; обращен- 


ное число — Формулою 1000х-|-100у-- 102-25. Четвертое условіе выражается 
уравненіенъ 


2-10 + 100 -- 10007 -- 4905 = 10004 + 1007 4-10 -- 8, 
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или, короче: 
111=-Ё 10у — 102 — 1117 545 . ... (4). 
Вычтя (2) изъ (3), находимъ 
вру 2=14 —2|у, 

откуда 22-14 — 22. 

Въ такомъ случа ур. (1) дастъ 

ду = == 14 — 22, 

откуда у= 7 — 2; 
а слд. Ёс 2 — у= да — 1. 

Подетавивъ въ ур. (4) вместо =, у и Ёихъ выраженія черезъ 2, находимъ: 

111(14 — 22) -- 10(7 — 2) — 102 — 111(22 — 7) = 545, 

откуда 2 —=4; 
а потому: 2—6, у—3, #—1. Итакъ, книгопечатан!е изобрътено было въ 
1436 году. 


Примъръ [\. Два свъчныхь завода конкуррирують друљ съ друюм». 
Бторой открыть 40 днями позже перволо, и на немь работает» 70 че- 
ловњкь по 12 часовъ въ день, между тъмъ какь на первомь только 60 рабо- 
чить, занятылъ по 10 часовъ въ день. Черезъ сколько дней оба завода прио- 
товять одинаковое число свњчей, полазая, что каждый рабочій на той и дру- 
10й фабрикњ изотовляеть одинаковое число свтњчей въ чась? 


Пусть искомое число дней, считая со времени открытія перваго завода, бу- 
деть 2; пусть, кромћ того, каждый рабочій изготовляетъ въ часъ у свёчей. 60 
рабочихъ перваго завода, работая по 10 часовъ въ день, изготовятъ въ х дней 
у.10.2:.60 свЪчей; 70 рабочихъ втораго завода, работая по 12 часовъ въ день, 
изготовятъ въ 2 — 40 дней у.12.(х —40). 70 свъчей. По условію, оба числа 
свћчей равны, слъд. получается уравненіе съ двумя неизвъстными: 


у.10.2.60 == у.12.(2 — 40).70. 

06% части уравненія длятся на произведене 7.10.12; это дъленіє позво- 
лительно, такъ какъ у, по смыслу задачи, отлично отъ нуля. Сокративъ, найдемъ 
52=7(х — 40), 

откуда 2==140. 


Примњчанќѓе. Для составленя уравневія пришлось ввести вспомогательное 
нензвњстное у, котораго величина остается неопредфленною. 

Приводимъ еще одну задачу, въ которой составлене уравневй требуетъ 
введенія двухъ всмомозательныхъ неизвьстныхь; это — исторически извћстная 
задача Ньютона. | 


ПрРимърРЪ \. Задача Ньютона. Площади треть луювъ равны соотвът- 
1 
ственно: 85 десятинамь, 10 и 24 десятинамь; причемь на встхь трехъ лу- 


за2ъ трава имњетъ одинаковую высоту и растетъ равномърно съ одинаковою 
быстротою. Первый лую прокормиль 12 быковь въ продолженіи четырехь не- 
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дъль, второй 21 быка въ теченін 9 недъль. Сколько быковь можеть прокор- 
мить третей лую въ теченіи 18 недъль? 


Пусть искомое число быковъ равно =. Для облегченія составленія уравне- 
ній нужно ввести два вспомоательнытъ неизвњстныхъ, именно: высоту травы 
на каждомъ лугу, которую обозначимъ буквою у, п скорость, съ которою трава 
растетъ, т. е. количество, на которое увеличивается ея высота въ недълю; пусть 
это неизвестное будетъ 2. 


1 
На первомъ лугу количество травы вначалъ было у ЖЗ 3 ИША я, а прп- 


1 40 
ростъ ея въ 4 недёли равенъ 2х 3 = х4, пли =. Полное количество травы, 


съфденной 12-ью быками въ 4 недЪли, равно 


10 40 1 42 
гуа 32, паи 100-140). 


слъд. одинъ быкъ въ 1 недфлю съфдалъ 


10(у 4 4) 


ее Е ИЛЯ 


50-а), 
72 


Подобнымъ же образомъ найдемъ, что объемъ травы, съъденной однимъ бы- 
вомъ въ одну недфлю на второмъ лугу, равенъ ) 


1009 4- 9) уд 106 1-92). 
9х 91° 2189 ° 
а на третьемъ онъ равенъ 


24(у —-13г) ЕЕ 40 + 18) С 
8% 


18хх ' 


Выражая, что количество травы, пофдаемой на каждомъ лугу однимъ бы- 
комъ въ одну недфлю, одно и тоже, получимъ уравненія: 


5-42) _ 10 95), 








12 189 
5(у-- 42) _ 4(у-- 182) 
72 = 3х 


Такимъ образомъ получили два уравнешя съ тремя неизвфетными, сл. имъ- 
емъ случай веопредфленноети; но здесь неопредЪленны только у и =, между 
тЪмъ какъ главное непзвћеное л: имфеть величину вполнъ опредъленпую. Въ 
самомъ дЪаФ, два полученныя уравненія даютъ возможность опредЪлить отно- 


КД 


шевів вепомогательныхъ неизвъетныхъ > и главное неизвЪетное 2. ДЪйетви- 


. : 2 а 
тельно, раздфливъ объ части каждаго уравненія на г и положивъ = и, най- 


демъ два уравнен!я съ двумя неизвестными 7 и и: 


5(и-- 4) _ 10(%-- 9) 
Пе 189 


504-4) 4и 4-18), 
Т2 35 
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изъ которыхъ и можно опредълить эти неизв$етныя. Изъ перваго үуравненія най- 
демъ: и—12; ветавивъ выфето м его величину во второе, найдемъ: 2 = 3. 
Сл%д., третій лугъ могъ прокормить 36 быковъ въ течени 18 недьль. 


818. Задачи. 


1. Н%которую сумму денегъ дфлятъ поровну между нЪсколькимп лицами. Ееля- 
бы было 3 лицами больше, каждое получило бы 1 рублемъ меньше; а еслибъ было 2 
лицами меньше, каждое получилобы 1 рублемъ больше. Сколько было лищь п какъ 
велика раздфленная между ними сумма? 


2. Двузначное число втрое больте суммы своихъ дифръ, а квадратъ этой суммы 
равенъ утроенному искомому числу. Найти это число? 


3. Изъ двухъ пгроковъ А и В, А выпгрываетъ въ первую игру 8-ью рублям 
меньше того, что онъ имфеть; п такимъ образомъ у него оказывается вдвое больше 
денегъ, нежели остается у В. Во вторую игру В выпгрываетъ 4 рублями меньше т0- 
го, что у него осталось; н такимъ образомъ у него оказывается столько же денегъ, 
сколько н у А. Сколько денегъ пмълъ каждый: 1) начиная игру, и 2) окончивъ ее. 


4. Два лида А и В должны уплатить равныя суммы: А — черезъ 3, В —черезъ 
11 м%сяцевъ; вмфсто этого они теперь же платятъ: А— 3528 р. 50 к., а В—3319 р. 
50 к., при одиваковомъ 9%; учета. По скольку руб. должны были они заплатить, п 
сколько 0/) тодовыхъ составляетъ учетъ2 


1 
5. Два капитала, изъ которыхъ одинъ отданъ быль по 5%, а другой по 45%, 


принесли въ годъ 284 р. 12 в. продентныхъ денегъ. Но еслибы первый каппталъ 
быль отданъ по стольку 9%, по скольку второй, а второй—ио сколько первый, то 


процентныхъ денегъ получилось бы 4 р. 50 к. меньше. Какъ велики были оба ка- 
питала? 


6. Хозяйка наняла двухъ служанокъ съ жалованьемъ по 40 р. въ голь, и съ 
обязательствомъ давать ежегодно каждой по 1 платью и по 1 парф обуви опредЪлен- 
ной стоимости. Одна изъ служанокъ, получивъ впередъ платье, оставила службу че- 


1 
резь 8 м$сяцевъ, причемъ по расчету ей пришлось получить жалованья 26 5-руб. 
1 
Вторая, получившая влередъ пару обуви, оставила службу черезъ 9-- мБсяцевъ, при- 


1 
чемъ жалованья ей пришлось получить 35-- руб. Во сколько цфнилось платье и во 
сколько пара обуви? 


7. Разстояніе между точками А н В равно 301 метру. НЪкоторое тфло движет- 
ся сь равномърною скоростью изъ А въ В, п не останавливаясь въ В, возвращает- 
ся въ А, съ тою же скоростью. 11-ю секундами позже второе тло начинаетъ дви- 
жевніе изъ точки В въ А, съ равномърною, но меньшею, скоростью, и черезъ 10 се- 
кундъ отъ пачала своего двпженія встрЪчаетъ первое тёло въ первый разъ, а черезъ 
45 секундъ отъ пачала своего движенія ветръчаетсл съ нимъ во второй разъ. Сколь- 
ко метровъ въ секунду проходить каждое тло? 


8. Бупепъ, имя два сорта нъкотораго товара, продаеть одинъ сортъ съ при- 
„былью въ 89), а другой съ убыткомъ въ 129). Онреджленныя количества того и дру- 
гаго сорта продаеть онъ купцу В, получая прнэтомъ 20-ью рублями больше, чфмъ 
ему стоили проданныя количества товара. Другому кунду С онъ продаеть перваго 
сорта втрое, а втораго въ семь разъ больше количества, проданнаго лицу В, призтомт 
получаеть 84-мя рублями меньше, чмъ этп количества товара стоили ему самому. 
Сколько заплатлль ему В за оба сорта товара? 
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9. Въ 300 фунтамъ сплава, состоящаго изъ 2 частей цинка, 3 частей мди и4 
частей олова, прибавлено 200 ф. другаго сплава, состонщаго изъ тёхъ же металловъ; 
въ полученномъ сплав оказалось: цинка—3 части, мди 4, а олова 5 частей. Въ ка- 
комъ отношеніп были эти три металла въ прибавленномъ сплавЪ? 


10. Водоемъ, содержащій опредфленное количество воды, черезъ одну трубу на- 
полняется водою, между тБмъ какъ другая служить для спуска воды. Черезь первую 
трубу въ каждую минуту втекаетъ 4-мя ведрами больше, чЪмъ изъ второй вытекаетъ. 
Если открыть 06% трубы, но первую часомъ раньше второй, то въ извфетное время 
водоемъ получитъ 1760 ведеръ. Если же вторую трубу открыть часомъ раньше пер. 
вой, то въ тоже самое время водоемъ потеряетъ половину того количества, воды, ка- 
. кое онъ въ первомъ елучаБ получиль. Какое количество воды даетъ каждая труба въ’ 
минуту, и сколько времени оба раза каждая труба была открыта? 


11. Найти три числа, которыхъ сумма, разность и произведен1е находятся въ 
отношенін 5 : 1 : 182 


12. Два вупда А и В въ разное время вели совместную торговлю. Въ первый 
разъ вапиталъ А находился въ оборот 4 м®сяца, а капнталъ В пять мфеяцевъ, при- 
чемъ общая прибыль составляла 3458 р. Во второй разъ капиталь А находился въ 
оборотф 7 мФсяцевъ, а капиталь В—4 мфеяца, общая же прибыль была 3591р. На- 


. Ж 3 
конецъ, въ третій разъ капиталъ А, съ прибавленіемъ 500 р., быль въ оборот 7-- 
месяца, а В—11 м$еяцевъ, общая же прибыль составляла 7651 р. Опредфлить ка- 
питалы А и В, если извфстно, что во всфхъ трехъ случаяхъ прибыль была, относи- 
тельно, одинакова? 


13. Четыре игрока А, В, С и р играютъ на слБдующихъ условіяхъ: каждый про- 
пгравшій платить всфмъ остальнымъ по столько рублей, сколько каждый изъ вихъ 
имћетъ въ концё этой игры. Первую игру проиграль А, вторую В, третью С и чет- 
вертую 0, посл чего у каждаго оказалось по 32 р. Сколько каждый имфль перво- 
начально? 


14. Н%кто, помфетнвъ свой капиталь на извфстные И, черезъ годъ прибавляетъ 
къ капиталу 1000 р. и получая 1%) больше, увеличиваетъ этимъ получаемую прибыль 
на 80 р. Еще черезъ годъ онъ прибавляетъ къ капиталу 500 р., получаетъ еще 1% 
больше, и увеличиваетъ тавимъ образомъ доходъ 70-ю рублями. Опред%лить первона- 
чальные-—капиталь п проценты? 

15. Кәпиталистъ помфетиль капиталы х, у и 2 слъдующимъ образомъ; на пер- 
вый капиталь онъ пріобр%лъ 3-хъ процентныя бумаги по курсу 69 р., на второй —4-- 
пронентныя бумаги по курсу 94,5, на третій капиталь— жел$знодорожныя облитащи, 
приносящія каждая по 15 р. дохода, по курсу 285 р. Весь доходъ его составлялъ 
8495 р. Если-бы на пріобрътеніе первато рода бумагъ онъ употребилъ капиталъ 2, 
на покупку вторыхъ =, а на покупку третьихъ у, то его доходъ былъ бы 8375 р. 
Наконець, если бы капиталъ х онъ употребилъ на покупку 5/-хъ бумагъ, капиталъ 
у на покупку желёзнодорожныхъ облигацій, приносящихъ каждая 25 р. ренты, по 
курсу 475 р , а капиталъ 2 на покупку пятипроцентныхъ бумагъ по курсу 70 р., его 
доходъ быль бы 10292 р. Опредфлить 2, у и #. 


16. Опред®лить четырехзначное число на основаніи слёдующихъ условій: 1) циф- 
ра сотенъ равна сумм цифръ десятковъ и единиць; 2) цифра десятковъ равна удво- 
енной сумм цифръ тысячъ и единицъ; 3) раздБливъ число на сумму его цифръ, на- 
ходимъ въ частномъ 109, а въ остатк 9; 4) вычтя искомое число изъ обращеннато 
числа, находимъ въ остатећ 819. 


ры 


17. Пассажирскій поћздъ идеть изъ А черезъ В въ С, остававливаяеь въ: В на 
5 минутъ. Черезъ 14 минуть посл выхода изъ В онъ встръчаетъ курьерскій поЁздъ, 
идущій ему на-встрфчу со скоростью вдвое большею. Кӯрьерскій пофздъ вышель изъ 
точки С въ тотъ моментъ, когда пассажирскій находился въ 25 верстахъ отъ А. Извъ- 
стно, что курьерскій пофздъ употребляетъ 2 часа на перефздь изъ С въ В, и что, 
еслибы, придя въ А, онъ, не останавливаясь въ этой точ, тотчасъ же отправился 


3 
бы въ обратвый пүть, то пришелъ-бы въ С черезъ бт часа, посл прихода туда пас- 


сажирскаго пофзда. Сколько верстъ каждый пофздъ дБлаетъ въ часъ и какъ велики 
разстоявія между станціями А, Ви С? 


18. НЪкто, умирая, оставиль четыремъ своимъ сыновьямъ, изъ коихъ первому 
было 11 лёть, второму 17, третьему 19, а четвертому 20 з$тъ, сумму въ 46200 р., 
съ тёмъ, чтобы части во®хъ четверыхъ наслЬдниковъ, помфщенныя тотчасъ же на 5%, 
составили равныя суммы ко времени соверщеннол {я ихъ, т. е. ко времени, когда 
каждому исполнится 21 годъ. Какъ раздфлить завЪщенную сумму? 


19. Разстоянія планетъ: Марса, Цереры и Юпитера отъ солнца можно вычислить 
приблизительно слъдующимъ образомъ: вообрэзимъ, что сперва Марсъ и Церера, за- 
тёмъ Марсъ и Юпитеръ, наконець Юпитеръ и Церера отодвигаютея отъ солнца на 
столько, на сколько они удалены отъ него; и что въ тоже время третья планета каж- 
дый разъ на столько миль приближается въ солнцу, на сколько дв другія планеты 
вмфет удаляются. Такою перемфною веб три планеты были бы приведены къ оди- 
наковому разстоянію отъ Солнца, равному 64 милліонамъ геогр. миль. 


20. Пофздь и почтовая карета выфзжаютъ изъ двухъ мёстъ А и В, послъдняя 2-мя 
часами раньше перваго, на-ветр%чу другъ другу, и встрЪчаютея черезъ 6 часовъ пос- 


1 
л% выхода поёзда. Если бы они дзлали въ каждый часъ 170 мили больше,то встр - 


1 1 
ча произошла бы черезъ 5-> часовъ; а еслибы профзжали въ часъ -г-ю мили мень- 


ше, и карета выфхала бы 2-мя часами позже, то они встрътились бы черезъ 7 ч. 5 м. 


посзъ выхода пофзда. Сколько проходить поћздъ и сколько карета въ часъ, и сколь- 
ко миль между А и В? 


21. 4 металла сплавлены въ отношени 1:3:5 : 7. Если въ этому сплаву при- 
Е з а 
бавить другой, вБсащій въ 2-5 разъ больше и состоящій изъ тфхь же металловъ 


сплавъ, то отношеніе металловъ будеть — 3 : 4 : 5 : 6. Въ какомъ отношеніи нахо- 
дятся металлы въ прибавленномъ сплавъ? 


22. Въ бассейнъ, наполненный до нЪкоторой высоты, проведены три трубы; пер- 
з 
вая труба можетъ его наполнить въ 7, вторая въ 5, третья въ 84- часа. Если бу- 


деть открыта первая труба и если брать по 28 ведеръ въ часъ, то бассейнъ опорож- 
нится въ 40 часовъ. Если же открыть вторую трубу и брать по 39 ведеръ въ часъ, 
то онъ опорожнитея въ 120 часовъ. Черезъ сколько часовъ бассейнъ будетъ опорож- 
ненъ, если открыть третью трубу и брать по 23 ведра въ часъ? Сколько ведеръ со- 
держить бассейнъ и сколько ведеръ даетъ первая труба въ часъ? 


23. Учитель предложилъ тремъ ученикамъ перемножить два числа, По умножени 
множимаго на различныя цифры множителя, одинъ изъ учениковъ при сложеніи ча- 
стныхъ произведеній забылъ удержать въ ум одну единицу н$которато разрлда; раз- 
дВляя, при повре, результать на меньше число, онъ нашолъ въ частномъ 971, а 
въ остаткћ 214. Второй въ сказанномъ разряд не сдфлаль ошибки, но при сложени 
цифръ слЬдующаго высшаго разряда забылъ придать двойку; дзлая повћрку такимъ 
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же образомъ какъ и первый, онъ получилъ въ частномъ 965, а въ остатЕЪ: 198. Тре- 
тій едлалъ подобную же ошибку на 1 при сложеніи цифръ слъдующаго выешаго раз- 
ряда, и получиль при пов®рк%--въ частномъ 940, а въ остатк® 48. Опред®лить дан- 
ныя для умноженія числа, и указать, на какихъ мфстахъ были сдфланы ошибки? 


24. На двухъ колесахъ, которыхъ окружности относятся какъ 5 : 3, намотаны 
двф веревки; разность между длинами веревокъ 28-ью метрами больше разности меж- 
ду окружностями; сверхъ того, большая веревка дЪлаетъ на большемь колес 19-0 
оборотами больше, ч$мъ меньшая веревка на своемъ колесъ. Наконецъ, если первое 
колесо будеть вертфться втрое скорфе другаго, то объ веревки размотаются въ оди- 
наковое время. Найти длины: веревокъ и окружностей колесъ. 


25. Пакетботъ, выйдя изъ Дувра съ попутнымъ вфтромъ, пришелъ въ Кале че- 
резъ 2 часа. На возвратномъ пути дулъ противный втеръ, велфдств!е чего судно дћ- 
лало въ часъ одною милею меньше, чфмъ въ предыдущемъ перефздф. Пройдя поло- 
вину пути, оно снова пошло съ попутнымъ втромъ, увеличившимъ его скорость на 
4 мили. Благодаря этому, судно пришло въ Дувръ скорфе, нежели оно могло бы прид- 
ти туда въ томъ случа, еслибы вЪтеръ не пзмнился во второй разъ въ отношеніп 
5:7. Каково разстояніе между Дувромъ и Кале и каковы скорости пакетбота на, об- 


ратномъ пути? 

26. Государственныя подати увеличились по случаю войны въ отношеніи 2+ :1 
и чрезъ это, по уплат® расходовъ по взыманію и процентовъ съ долговъ, государ- 
ственный доходъ увеличился въ отношения 3-2 : 1. Но еслибы, при тхъ же обсто- 


- . 7 : 
ятельствахъ, подати уменьшились бы въ отношеви 1-- : 1, то по исключен рас- 
9 , 


2 . 
ходовъ, доходъ уменьшился бы въ отношении 7-;- : 1 и составляль бы 4 милліона 


рублей. Какъ велики были первоначально подати и проценты долга, если принять, 
что расходы по взыманію пропорціональны квадратнымъ корнямъ изъ увеличенныхъ 
податей? 

27. Число № имфетъ первоначальными множителями два послфдовательныя іф- 
лыя числа. Если показатель перваго множителя увеличить на 2, а показатель втора- 
то на 4, то новое число №' будеть имфть 50-ью дфлителями больше. Если же первый 
показатель уменьшить на 3, а второй увеличить на 5, то новое число № будеть имЪть 
только десятью множителями больше чЪмъ №. Найти №, № н №. 


ГЛАВА 35 1тТТ. 
Теорія пропорцій. 


Пропорція ариеметичёская. — Пропорція геометрическая; производныя и сложныя 
пропорція; свойства ряда равныхъ отношеній. — О пропорціональностп величинъ. — 
Гармоническая пропорція. — Приложенія. — Задачи. 


319. Въ этой главъ мы займемся изучепіемъ особаго вида равенствъ, на- 
зываемыхъ эроморціями; изучеше свойствъ этихъ равенствъ важно въ вилу 
многочисленпыхъ и разнообразныхъ ихъ примъненій. 
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Пропорція ариеметическая. 


320. Разность двухъ количествъ а и Б называется разностнымь или 0риө- 
метическимь ихъ отношенемь; письменно оно выражается такъ: а — Б. Коли- 
чества а и № называютея членами отношеня: а — предыдущимь, 6 — послъду- 
ющимъ; Числовая величина а —6 наз. разностью отношенія. 

Если два арпеметическія отношен1я а —6 и с — 4 равны, то соединяя ихъ 
знакомъ равенства, получимъ равенство 


а —6==с— 0, 
называемое разностною или ариеметическою пропорилею. 

Пропорція читается такъ: а относится къ 0, какъ с къ 4. Количества а, 
Ъ, си называются членами пропордів: а — первымъ, Б — вторымъ, е — 


третьимъ, 4 — четвертымъ; кром$ того, @ и 4 называются крайними, и с— 
средними. 


321. Главное свойство ариеметической пропорціи. — Если въ равенетвъ 


а — = — 4 
перенесемъ @ въ первую, а $ во вторую часть, то получимъ 
а--а=ь-е, 


т. е. 60 всякой ариометической пропорціш сумма крайнихь членовъ равна 
сумм среднихь. 


Обратно: взявъ равенство 


а--а=ф-с 
и перенеся 0 въ первую, а 4 во вторую часть, найдемъ 
а—6—с— 0, 


т. е. если сумма двухъ количествь равна суммъ двуть друшхь, то эти че- 
тыре количества ариометически пропоризональны. 
322. Опредленіе неизвфетныхъ членовъ. — Перенеся въ пропорщи 
а—6—с—4 
членъ 0 во вторую часть, найдемъ: 
а==( 4-с) —@..... (1). 
Опредъляя изъ той-же пропорцій 5, находимъ 
$—(а-9-—с..... (2). 
Равенство (1) показываетъ, что крайній член ариом. пропорцім равенъ 


суммњ среднихъ безь друиио крайняю; а равенство (2), что средній члень ра- 
венъ суммъ крайнихь безъ друмио среднязо. 


323. Непрерывная пропорція. Ариеметическая середина. — Если въ ариемети- 
ческой пропорцій равны оба крайніе, или оба ередніе члена, то пропорція на- 
зывается яепрерывною. Таковы напр. пропорція: 5 —3=7—5; 2 — 10==10 — 
— 18; вообще 

0—60 е п р—9—=и-р 
21* 
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суть пропорціи непрерывныя. Въ первой 6, а во второй р называютея афиеме- 
тическими срединами двухъ пругихъ членовъ. 

Примфняя главное свойство къ одной изъ этихъ пропорцій, напр. къ пер- 
вой, находимъ: 

а с. 
25—а--с, откуда = 

т. е. ариометическая средина между двумя количествами равна иль полусуммъ. 

Обобщая этотъ выводъ, называють ариометическою срединою нъсколькить 
количествъ— сумму ить, дљленную на число ить. 


Такимъ образомъ, если имфемъ я количествъ 





Опредлен!е ариометическихь срединъ весьма важно для наблюдательныхъ 
наукъ. Пусть напр., опредфляя угломфрнымъ приборомъ нъкоторый уголъ въ 
нЪеколько пріемовъ, нашли: при первомъ изм%реніи 28°52/36”, при двухъ слё- 
дующихъ 28°51'52” и при четвертомъ измфренш 28°51”24”. Какова величина 
угла? Такь какъ вс четыре изыфреня не согласуются между собою, то остается 
одно средетво—взять среднюю величину: 


Е 2805236" | 28051'52" х 2 -|- 2805194” 
= 4 





— 2851/56". 


Пропорція геометрическая. 


А а 
324. Частное отъ разд®ленія двухъ количествъ т Наз. кратным» или 10- 


метрическимь отношещемь а къ 6; численная величана отношенія наз. знаме- 
нателемь отвошенія. 

Равенство двухъ геометрическихь отношеній называется кратною или гео- 
метрическою пропорціею, напр. 


а с 


ВЕ ен 


325. Главное свойство геометрической пропорціи. — Во всякой зеометриче- 
ской пропорции произведеніе крайнихь членовь равно произведению среднихь. 

Въ самомъ дфлф, приведя въ вышенаписанной пропорщи дроби къ общему 
знаменателю и откинувъ его, найдемъ 


аа—%е . . . (2). 
Наоборотъ, есле произведеніе двулъ количествъ равно произведенію двухь 
друшаъ количествъ, то такія четыре количества тропорціональны. 
Въ самомъ дъ2%, раздъливъ 06% части равенства ад = Бс на а, найдемъ: 


а с 


$ а 
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326. ОпредЪленіе неизвЪстныхъ членовъ. Если 0б% части равенства (2), 
вытекающаго изъ пропорщи (1), раздёлимь на @, то найдемъ: 


фе 


с... (8). 


Раздливъ же 06% части (2) на с, находимъ 


а, 


=... (4). 


с 


Равенство (3) показываетъ, что в0 всякой зеометрической пронорціш край- 
ній члень равень произведению среднихь, дъленному на друюй крайній; а ра- 
венетво (4), что неизвьстный средній равень произведению крайнихь, дњлен- 
ному на друюй средний. 

Опред®леніе неизвфстнаго члена, когда остальные три члена извфетны, на- 
зывается рющенемь пропорціи. 


327. Непрерывная пропорція. Геометрическая средина, Когда равны оба 
крайне, или оба средне члена, пропорція называется непрерывною; папр. 
12:6—24:12, или 2:4—4:8. 

Каждый изъ равныхъ членовъ непрерывной пропорція наз. среднимь 2е0- 
метрическимь между двумя другими. Приравнявъ въ непрерывной пропорціи 
а:5—6:а произведеніе среднихъ произведевію крайнихъ, получимъ 5% = 04, 
откуда 

$ — /аа; 


олд. зеометрическая средина двухь количествь равна квадратному корню изъ 
ить произееденя. 


По аналоги съ этимъ выводомъ, среднимъ геометрическимъ нфеколькихъ 
количествъ называють корень порядка, равнаго ихъ числу, изъ ихъ произведе- 
нія. Потому, геометрическая средина э» количествъ: а. а, а... . ., а, будеть 





л 
Мар а Баа 


328. Производныя проперщи, Если пропорція получается изъ другой про- 
порщи посредетвомъ н®которыхъ преобразован, то первая называется мроиз- 
водною отъ второй. Ознакомимся съ различными видами производныхъ пропорцій. 


Г. Взявъ пропорцію 
а с 
па 
приравняемъ въ ней произведеніє крайнихъ произведению среднихъ, и раздълимъ 
полученное равенство «4 = Бе послъдовательно на: с4, оф и ас, по сокращеніи 
Найдемъ: 
а [7 а в а Ь 
=. (8) ===... + (4). 
Переставивъ въ каждой изъ этихъ четырехъ пропорцій самыя отнощенія, 
найдем'ь еще четыре пропорціи: 
ь 


=... (8) 2%... (6) 2=3.. (0) 2-4... (8). 
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Такимъ образомъ вә каждой пропорщи можно перенњнять мњета: сред- 
нихъ членовъ, киайнихь, и тњаъ и друшить вмљетњ. Чрезъ это всякую пропор- 
цію можно представить въ восьми различныхъ видахъ. 


П. Придавъ къ обфимъ частямъ равенства += 6.05 (1) по 1, ашо- 








р 
томъ вычтя по 1, получимъ по приведеніи каждой части къ общему знаменателю: 
а са 2—5 с— 
=. -› @) и 0 0—4 . (3). 


Пропордіи (2) и (3) повазываютъ, что: сумма или разность чљеновъ пер- 
вало отношенія относится кь своему посльдующему такъ, какъ сумма или 
разность членовъ вторало отношенія къ своему послљдующему. 


Раздфливъ цочленно каждую изъ пропорцій (2) и (3) на (1), найдемъ: 


а аа А 
а в ‹ (4) : а ТИВ (5) 





т. е.: сумма или разность членовъ первало отношенія относится къ преды- 
дущему тоо же отношешя тажь, какз сумма или разность членовъ вторало 
отношенія къ предыдущему тою же отношенія. 


Перемънивъ въ пропордіяхъ (2), (3), (4) и (5) мета среднахъ членовъ, 
имЂемъ: 


о\-ъ Ъ а—в аъ а а-—0 а 
=... (6), —— г. —=——... 
со (6), =9= ов = (и; —5=....() 
т. е. сумма или разность членовь первало отношенія относится къ суммь 
или разности членовь вторало отнотшенія такъ, какъ предыдуиий къ преды- 
дущему или послњдующій къ посльдующему. 

Разд®ливъ пропорцію (2) на (3), найдемъ 


а с4а 


а—в с—8 








• (10) 
т. е. сумма членовъ первао отношенія относится къ и разности, какъ 
сумма членовь вторало отношенія къ ихъ разности. 

Перем%нивъ въ пропорщи (1) мъста среднихъ членовъ и примфнивЪ къ новой 


. @ Г, 2 А 
пропорцій —- — „- преобразованія, указываемыя равенствани (2), (3) ит. д., найдемъ: 








ъа —с 6—4 24-а — 0 
ае а 11), 604 013), 604 (13), 960—0 4), 
ас але с д Ке асе _а 
а= а (15), 945 (6), рат 07), ЕРО 
Изъ сравненя же (15) съ (16) имфемъ 
а--с ас ава 


ИТ АЕ т; а ао 
Вред А асте тр 
Результаты, выражаемые этими равенотвами, нетрудно выразить словесно. 


329. Сложныя пропорци. Пропорція, выводимая изъ пъеколькихъ другихъ 
пропорцій, называется сложною. 
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Г. Поемотримъ, при какихъ условіяхъ возможно почленное сложене или 
вычитан!е двухъ пропорцій. Пусть данныя пропорціи будуть 
а с а с 
и рф 
6 4 |’ 4 
изелфдуемъ, при какихъ условіяхъ возможна пропорція 
аа се 
ви да“ О 
гд знакъ (--) относится къ почленному сложевію, а (—) къ почленному вы- 
читанію. Преобразуемъ испытуемое равенство, приравнявъ произведене край- 
нихъ членовъ произведенію среднихъ; сдфлавъ это, найдемъ: 
(а-=а/)(а==4) (60) 0). 
Выполняя умножен!е и замфчая, что верхніе знаки надо брать съ верхними, 
а нижніе съ нижними, находимъ: 
ааа а | а ес Ыс. 


Но изъ данныхъ пропорцій имфемъ: а4 == Бс и а'@' = 6с; отнявъ по-ровну 
изъ обоихъ частей, найдемъ 


аай ==" 6с. 


ЗдЪеь совокупно написаны два равенства: въ одномъ членамъ предшеству- 
етъ знакъ -|-, въ другомъ — всфмъ членамъ предшествуетъ (—); помноживъ 
06% частм втораго на (—1), увидимъ, что оно ничёмъ не отличается отъ пер- 
ваго, такъ-что оба равенства приводятея къ одному 


а-ай ==6с-- 0, 
а это значитъ, что почленное сложенів и почленное вычитане двухъ пропорцій 
возможны при однихъ и тёхъ же условіяхъ. Затвмъ, пользуяеь данными про- 
порціями, исключимъ изъ послъдняго равенства @ и 4’, чтобы уменьшить этимъ 
число входящихъ въ него буквъ и такимъ образомъ упростить его. Съ этою 


цфлью опредфлимь изъ данныхъ пропорцій 4 и 4’ и ихъ выраженія подставимъ 
въ предыдущее равенство; такимъ образомъ найдемъ: 


ађе , абс 
Е = == 5с |00, 
или, освободивъ отъ дробей, 
а 4 а? — вас аа. 
Перенеся ве члены въ первую часть и вынося за скобки въ 1-мъ и 3-мъ 
членахъ а'с, а во 2-мъ и 4-мь ас’, найдемъ 
а (а — а) — ас (а — а) = 0, или (06 — а)(ис– ас) =0... (2) 
Это равенство замъняетъ собою пепытуемое, а потому при какихъ услові- 
яхъ возможно (2), при такихъ же условіяхъ возможно и (1). 





Но равенство (2) требуетъ, чтобы произведеше двухъ множителей равнялось 
нулю; а это возможно только тогда, когда одинъ изъ нихъ равенъ нулю, по- 
этому слЪдуетъ положить 


или 0 — а == 0), или @с— ас =0. 
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Обративъ ихъ въ пропорціи, имфемъ 


ГА СА 


“а | а 
Ы Ъ се 


Итакъ, почленное сложеніе или вычитан!е двухъ пропорцій возможно только 
тогда, когда будетъ удовлетворено или первое, или второе изъ этихъ равенетвъ. 


ТА 


а а . : 
Замфтивъ, что =; и 7- суть знаменатели отношеній данныхъ пропорцій, заклю- 


чаемъ, что: ипочленное сложенѓе или вычитаніе двусъ пропорцій возможно, кода 
А 


Е а ГА 
изъ знаменатели отношеній равны. Замћчая, что ту И = буть знаменатели 
отношенй пропорцій, выведенныхъ изъ данныхъ перемъщеніемъ среднихъ чле- 


новъ, заключаемъ, что искомое преобразованіе возможно еще тода, кода зна- 


менатели отношеній равны въ пропорщяль, выведенныхь изъ даннытъ перг- 
мњьщеніемь среднижь членовъ. 


Если знаменатели отношеній давныхъ пропорцій равны, то, назвавъ общую 
ихъ величину буквою 9, имфемъ 
а а 
+=9 и 929 откуда: а=09 и @а’=54 


Складывая или вычитая эти равенства, находимъ: 





а а а а 
ажа = (0-0), откуда тар =0= у=ъ‘ 
аа ; 
Отсюда слфдуетъ, что (какъ УИ есть зн. отн. сложной пропорція ) зна- 


менатель отношенля сложной пропорщи, полученной чрезъ почленное сложе- 
ніе или вычитане двухъ пропорцій, имюющихь равныть знаменателей отно- 
шений, равен» знаменателю отн. дан. пропорцій. 

30 5 


А 10 15 
Примъръ 1. Такъ изъ пропорцій: т =15 й == 5 П0Лучаёнъ чрезь 


Т 45 ‚, 8 15 
почленное сложене: $ — 18? а чрезъ почленное вычятан!е: --=—-- — пропор- 


2 6 
ци, имфющія такого же знаменателя отношенія какъ и данныя. 
.. 10 30 7 21 
Примъръ П. Изъ пропорцій т тў И 5 =<5, Получаемь чрезъ почлен- 
А А 2217 81 3 9 
нов сложене и вычитаня вфрныя пропорщи: == и = = 


6 18 276 
П. Можно перемножать почленно какія угодно пропорцім; знаменатель 
отношенія полученной сложной пропорціи будетъ разень произведенію знамена- 
телей отношеній данных пропорцій. 
Пусть даны пропарци 


а с А 
з которой знаменатель отношения равенъ 4, 


(А С 


а с 

ЕЯ» ‹ и Д 
д" РА 5 
р < К 14 9 
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Помножая почленно эти равенства по правилу умноженія дробей, найдемъ 
ааа" с.с." 
5.5.5” а.а.а" 
В аа СА а а’ а" т 
Знаменатель отношенія этой пропорцін равенъ тр р" = 444 
т. е. произведенію знаменателей отвошеній данныхъ пропорцій. 
Ш. Можно одну пропорцію раздълить почленно на друцю; знаменатель 
отношенія сложной пропорцій будетъ равень частному отъ раздњленія зна- 
менателей отношеній даннытъ пропорцій. 


(А 


Раздъливъ пропорцію === на = по правилу дфленія дробей 
найдемъ: в 
ар са. 
а сӣ 


Раздъливъ оба члена первой части на 27, а оба члена второй на с, по- 
лучимъ 


0 4:1 
Знаменатель отношенія полученной пропорція равенъ 
аа о а а 


74 а. 
2 Ха ъ 7:9 


если знаменатели отпошеній данныхъ пропорцій обозначить соотвътетвенно бук- 
вами 9и 0. 

ГҮ. Если въ двуть пропорціяхь предыдуиие члены равны, то изъ посль- 
дующихъ можно составить троториію; если же послљдующіе равны, то 
предыдущіе пропорціональны. 

Въ самомъ дЪлФ, если въ пропорціяхъ 


& с а __ с 
ЗЕТ ЧА 5 = 9 
перемъвимъ мЪета среднихъ, то найдемъ 
вы? н мод: 
са са 
откуда 
ДЕЕ шаи. 
иш е0 та 
Такимъ же образомъ, взявъ двф пропорщи съ равными поелфдующими членами 
А88 Л Б ЕЕ 
ьа ъа 
и перемфстивъ въ нихъ средне члены, найдемъ 
аЬ м а _6 
са ги 
откуда 
а а 


[Я 
—— ИЛИ —=— р. 
с 
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У. Если имъемь рядь равныхь отношений, то сумма всъть предыдущихь 
относится къ суммъ всъль посльдующиль, какь гобой изъ предыдущить къ 
своему послъдующему. 


Пусть даны равныя отнотевія 


в 0а _@ — 4. 
ъъ ы В, 


если назовемъ общаго знаменателя этихъ отношеній буквою 9, то: 
С у 2% ал 


а арр саа ага ре Е. 
в 0 9 а 


ъ 


Выражая дЪлимое чрезъ дфлителя и частное, имфемъ: 
#1: =6.9; @. —6 0; а, —=60 са. а) 


Сложивъ почленно эти равенства и во второй части вынеся за скобки а, 
найдемъ; 


а а, 4-а 4...0. 4 а=(6,4-, 0,4... . +84. 


Раздливъ 06% части на 2, -|-5,--. . . . |2, и сокративъ вторую часть 


А 


на это выраженіе, получимъ во второй части 9, или $, у ит. Д 
а 94-0 --. Ба а а 
ПА и б, 


что и требовалось доказать. 

ҮІ. Если имњемь рядь равныль отношеній, то сумма всњхъ предыдущить, 
умноженныль на какія утодно количества, такъ относится къ суммь встть 
посльдующихь, умноженныхь соотвњтственно на тњ-же самыя количества, 
какъ любой изъ предыдущихь относится къ своему посльдующему. 

Умноживъ равенства (1) пункта Ү соотвётетвенно на 01, 05, 045 о т, 
а затБмъ поступая по предыдущему, найдемъ: 





алт -- азть -|- т. ат, ИСС. ЕЕН ел 
Бит, ть та 1... Дт Ы 8 
._ @ а, 
ҮП. Возвысивъ равныя отношенія = 0505 = въ тую 
1 2 т у 
степень, найдемъ 
"а" 4"... а" 
ы" 0" 5.“ Е 7р." 


откуда (на осн. У), получаемъ 
ааа... Ба" а" а" _ 
4059 6 0... 0,9 ы 0" 
а по извлеченій корня 2-го порядка: 
"ац" | а" аз" -- . 6 а __@ __ 0 
"з 09.0... 5 а Ш 
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0 пропорціональности величин». 


330. Опред+ленія, І. Когда дв величины А и В зависятъ одна отъ другой 
такъ, что отношеніе двухъ какихъ угодно значеній первой равно отношенію 0. 
отвтотвующихъ значенй второй, то такія величины называются прямо пропор- 
щональными или просто пропорціональными. | 

Согласно этому опредфленію, если изобразимъ буквами а, а’, а”, а"",..... 
поелфдовательныя значенія величины А. а буквами Б, Б, 0”, 0",.... соотвЪт- 
ствующія значевія величины В, то А и В— прямо пропорціональны, если 

а ьа $ а ь аа а" 


а Ь’ р то", (хх ИЛИ вии ак 
Примъры. Цна провизіи пропорціональна ея вфсу; жалованье рабочаго 
пропорціонально времени его работы; окружность круга пропорціональна его діамет- 
ру; вћеъ однороднаго тћла пропорціоналенъ его объему; пространство, проходимое 

равномфрно движущимея тђломъ, пропорціонально времени движенія; и т. п. 


П. Вотда двъ величины А и В находятея въ такой зависимости одна отъ 
другой, что отношеніе двухъ какихъ либо значеній первой равно обратному от- 
ношенію соотвЪтетвующихъ значешй второй, — такія величины называютея обрат- 
но пропорціональными. 

Согласно этому опредёленію, если буквами а, а а" а”, . . . . назовемъ 
нфкоторыя значешя величины А, а буквами 0, В, 0”, Б”, . . . . соотвћтетвую- 
щія зпачепія величины В, то А и В обратно пропорціональны, если 
а а и а р" 


= Реа И ИР 
=» рр тро 6. ИИ а.а. = а". а" = .... 


Примъры. Время, необходимое для окончавія нфкоторой работы, вообще 
обратно пропорціовально числу рабочихъ; скорость равномфрнаго движенія обрат- 
но пропорціональна времени, необходимому дя прохржденія опредфленнаго раз- 
стоявія; объемъ газа, при постоянной температуръ, обратно пропорціоналенъ 
давленію, подъ которымъ газъ находится; и т. п. 


331. Какимъ образомъ доказывается пропорціональность величинъ. Въ ићко- 
торыхъ случаяхъ пропорціональность величинъ очевидна, или принимается за 
таковую, напр. пропорщональность капитала и прибыли, платы рабочаго и вре- 
мени, въ теченіл котораго онъ работалъ. Зат%мъ, пропорціональность нћкоторыхъ 
величинъ строго доказываетея въ тЪхъ наукахъ, къ которымъ величины эти 
спеціально принадлежать; такъ въ геометріп доказывается пропорціональность 
сходетвенныхъ сторонъ подобныхъ треугольниковъ, пропорціональность окружно- 
стей ихъ радіусамъ, и т. п.; въ Физик доказываетея цропорціональность плот- 
ности газа и давленія, и т. п. 

Если же изучевів разематриваемыхъ величинъ не подлежитъ спеціально ни- 


какой паук, то въ ихъ пропорцюнальности (прямой или обратной) убЪждаются 
слъҳующимъ образомъ. 


І. Если окажется, что въ то время какъ величина А принимаеть значенія 
въ два, три, четыре, . . . . разъ большія или меньшія, другая величина В, 
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соотвфтетвенно этому, принимаетъ значенія также въ два, три, четыре,.... 
разъ большія или менышя, то величины А и В прямо пропорціональны. 


Въ самомъ д®л® пусть соотвтственно значеніямъ А, равнымъ а, 20, За, 


1 1 А 
аа за, < < < < величина В принимаетъ значене $, 20, 36, 


1 1 


. . 5-6, 3-5, ‚ .. 5 Требуется доказать, что если А приметъ значе- 


А Б , : 5 
нів равное = а, то соотвътетвующее значене В будетъ т 6. Для доказательства 


. 5 А 
можно принять, что А получаетъ значене равное 74 въ два према, т. е. что 


1 1 5 
сперва изъ а обращается въ 74% а затмъ изъ -=-а превращается Въ га. Но 


: г: 
по усдовію когда А получиетъ значеніе 7 2, ВЪ 7 разъ меньшее а, то В 10- 


1 : 

лучаетъ значеніе 70, въ 7 разъ меньшее 5. ЗатЪмъ, опять по условію, когда 
1 5 

А изъ тт @ превращается въ 7 9 увеличиваясь въ 5 разъ, то В увеличиваетея 


1 5 
во столько же разъ, и слфд. изъ 70 обращается въ 78. Такимъ образомъ тео- 


рема доказана для вефхъ случаевъ, когда одна изъ величинъ измъняетоя въ со- 
измъримое число разъ. Но еели величина А изъ а обращается въ о. /2, изм%- 
няяеь въ несоизмримое число разъ, то легко доказать, что соотвЪтетвенно это- 
му и В изъ обратится въ 6. /2; въ вамомъ дфа®, замбняя /2 приближен- 
ными соизмљримыми дробями (1, 4; 1, 41; 1, 414 ит. д.) веограноченно при- 
ближающамиея къ предълу /2, каждый разъ будеть находить, что во сколько 


разъ измфняется А, во столько же разъ и В; это заключен!е върно, слЪд., и 
въ предълћ. 


П. Если окажется, что соотвётетвенно значеніямъ А, равнымъ а, 2а, Зо, 


1 1 2 
Ф 34, 5 5 * - , Величина В принимаеть значенія, во столько 


1 


е : 1 
же разъ меньшія или большія, т. є. ё, 5 0, 35, в а ЙЕ Ваа з 


то величины А и В обратно пропорщональны. 


т: 
Требуется доказать, что если А приметъ значеніе ту @, то соотв тетвующее 


: ( 
значене В будетъ $5. Въ самомъ дфдЪ, когда А, вначалъ имбвшее величи- 


1 А 
ну а, обращается въ 7 9 т. е. уменьшается въ 1 разъ, то В, по условію, 
во столько же разъ увеличивается, и слфд. изъ 6 превращается въ 75; за тъмъ, 


1 5 
когда А изъ 79 обращается въ 7%, увеничиваясь въ 5 разъ, то В, соотв%т- 


7 
ствеино этому, уменьшается въ 5 разъ, и потому изъ 76 превращается въ = 0.. 


Теорема такимъ образомъ доказана для воћхъ случаевъ, когда отношен!е соизм$- 
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римо; а отсюда, по способу пред®ловъ, легко заключить, что она распростра- 
няетоя и на случай отношеній несоизи$римыхъ. 

Примеры. 1. Если принять, что для исполненія работы въ два, три, 
четыре и т. д. разъ большей или меньшей нужно рабочихъ въ два, три, че- 
тыре и т. д. разъ больше или меньше, то заключаемъ, что и во вефхъ елу- 
чаяхъ количество исполненной работы пропорціонально числу рабочихъ. 

2. Въ изик доказывается, что когда давленіе, подъ которымъ газъ на- 
ходитея, увеличивается или уменьшается въ два, три и т. д. разъ, объемъ га- 
за уменьшается или увеличивается во столько-же разъ; заключаемъ, что во већхъ 
случаяхъ объемъ газа обратно пропорціоналенъ давленію. 

382. Пусть будуть Х и У дв прямо—пропорціональныя величины, напр. 
вћсъ товара и цфна его. Пусть будутъ, затмъ, хи 2” два частныя значенія 
первой, а 7 и у” два частныя зваченія второй величины, соотвътетвующія 2 
и =’. По опредъленію прямо пропорціоназьныхъ величинъ, отношен!е двухъ 


какихъ-либо значеній первой величины равно отношенію соотвфтетвующихь 
значеній второй, елд. 


а’ У’. 
д” — у? 
перем нивъ м%ета среднихъ членовъ, имфемъ 
хх’ 
У 


Такъ какъ разсматриваемыя значенія совершенно произвольны, то можно 
сказать, что отношенае цвухъ какихъ угодно соотвътственныхъ значенй про- 


порціональныхъ величинъ яостоянно. Обозначивъ эту постоянную величину 
буквою К, имфемъ 

Х.к, откуда ЕК. 
т. е. изъ двуть прямо— пропоршональныхь величинь одна равняется друюй, 
умноженной на постоянное количество, называемое коэффищентомь тропор- 
ціональноети. 

Опредёливъ изъ опыта или наблюдевія два соотвтетвенныя частныя зна- 
чевія разематриваемыхъ величинъ, и взявъ ихъ отношенів, найдемъ коэФФи- 
ціентъ пропорціональности, т. е. числовую величину отношенія, связывающаго 
дв величины. 


Если Х и У— величины обратно—пропорціональныя, то, по опредфлению, 
имћемъ 


или приравнявъ произведене крайнихъ произведенію среднихъ: 
у — 2". 
Такъ какъ взятыя значенія произвольны, то можно сказать, что роизве- 
денёе цвухъ какихъ угодно соотвтетвенныхь значеній двухъ обратно-—пропор- 


ціональныхъ ведичинъ — яостоянно. Обозначивъ это постоянное буквою К, 
имфемъ 


Х.У =К, откуда х= 5, 
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т. 6. изъ двухъ обратно-пропорилональныхь величинь одна равна постоянч 
ному коэффиціенту, дъленному на друцю. 

Коэооиціентъ опредляется опытомъ или наблюдешемъ. 

Раземотримъ теперь нЪеколько величинъ. Когда измфнеше величины зави- 
ситъ отъ измфненя нфеколькихъ другихъ величинъ, то, говоря, что разематри- 
ваемая величина прямо или обратно пропорціональна другой, разумћютъ при 
этомъ, что вов другія велачины въ моментъ сравненія двухъ взятыхъ вели- 
чинъ Остаются постоянными. 


Примъръ 1. Говоря, что яростыя процентныя деныш прямо—про- 
порилональны капиталу и времени обралценля, разумБютъ подъ этимъ, что 
процентныя деньги, приносамыя въ опредфленное время, измфняютея въ томъ 
же отношенін, вакъ и капиталъ, и что процентныя деньги, приносимыя однимъ 
и тёмъ же капиталомъ, изизняютея въ томъ же отношеши какъ продолжи- 
тельность обращения его. 


ПРИМЗРЪ П. — Говоря, что обгемь заза прямо пропоришоналень ею въ- 
су и биному расширенія и обратно пропорионалень давлению, разумЪютъ 
подъ этимъ, что: при данныхъ—-температур% и давленія объемъ газа измъняет- 
ся въ томъ же отношеніи какъ его въсъ; при данныхъ— температурв и вћъсъ 
объемъ газа находится въ обратномъ отношени къ давленію; наконецъ, при 
данномъ давденіи и данномъ вће®, объемъ газа прямо пропорціоналенъ биному 
расширенія. 

_  Обозначимъ разематриваемыя величины буквами =, А, В, Ри 0, и пусть 
д прямо пропорціоваленъ А и В и обратно пропопордіоналенъ Р и 0. Пусть 
два ряда соотвфтетвенныхъ частныхъ значеній этихъ величинъ будуть 

2, а, 0, р, 0 

а", а”, Б", р", ТА 
и выразимъ х” черезъ остальныя величины. 

Разематривая величины хи А, полагаемъ, что остальныя величины оста- 
ются безъ перемфны, т. е. въ то время какъ хи А измёняются, тв величины 
сохраняютъ неизмнныя значеня 5’, р, и 0’. Въ то время какь А изъ а’ пе- 
реходитъ въ а”, величина х переходить изъ 2 въ такую величину Х, которая 
удовлетворяетъ равенству 

, 
5—9, < откуда 1—2. Шо е О) 
ибо хи А прямо пропорціональнч. 

При измћненіи 2 и В другія величины сохраняютъ значенія а’, р’ и 9; 
при переход В изъ В’ въ Б”, х переходить изъ Х, соотвЪтетвующаго количе- 
ству 0”, въ таков значеніе Х’, которое уцовлетворяетъ пропориїи 

А С С 
= откуда т-р. оче А (К 
такъ какъ х и В прямо пропорціональны. 

Разсмотримъ хи Р. Другія величины сохраняютъ значенія а”, 0”, 4’; при 
переход Р изъ р въ р”, х перейдеть изъ Х’, соотвътствующаго 2’, въ Х”— 
удовлетворяющее пропорцій 


И А р 
7 == ул Откуда а РГЕ) У 


ибо х и Р обратно пропорціональны. 


Наконецъ, разомотримъ 2 и 0, причемъ остальныя величины сохраняютъ 
значенія а”, 5”, р”. При переходъ ( изъ 4’ въ 4”, х переходить изъ Х” въ 
такую величину 2”, которая соотвЪтетвуетъ ряду 4”, 6”, р”, 9". Эта величина 
д’ удовлетворяетъ пропорція 


и 9 __@ 7 
7—7 откуда "= 5° очама Е 


ибо хи { величины обратно пропорціональныя. 
Для исключенія вепомогательныхъ неизвёетныхъ Х, Х/, Х”, перемножимъ 
почленно равенетва (1), (2), (3) и (4); найдемъ 
Х.Х ЖИ ат Х.И. 6.0000... 
ара 
Сокративъ на Х.Х”.Х”, получимъ 





п “М.В 4 
ЕА еу 2 • а 74 р" 9" 
Положивъ 
27.1'.9’ 
а.Б =К, 


ТВ 2, а, 0, р и 9 представляють рядъ соотвтетвенныхъ частных зна- 
ченій разсматриваемыхъ величинъ, найдемъ 


Е К а’ Й 
НИ (А 
0" 
Такъ какъ это равенство относится къ ряду какихъ угодно соотвЪтетвен- 


ныхъ значеній взятыхъ величинъ, можно зам нить эти частныя значеня об- 
щими символами, и написать 


. а 


АВ 


Опредфливъ изъ опыта или наблюденія рядъ частныхъ соотвътетвенныхъ 
вначеній данныхъ величинъ, найдемъ численную величину хоэффишента К, 
связывающаго данныя величины. 


Если-бы разсматриваемыя величины были только х, А и В, то имъли-бы 
& — К.АВ, 

т. в. ебли величина прямо пропорціонадьна нъеколькимъ другимъ, то она рав- 
па ихъ произведению, умноженному на постоянный коэоФищентъ. 

Если бы взяты были только величины =, Ри 0, то имъли-бы 
к 
Рф 
т. в. величина, обратно пропорціональпая нъсколькимъ другимъ, равна поетоян- 
ному коэффиціенту, дфленному на произведепіе этихъ величинъ, 


Ф = 
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Наконецъ, изъ Формулы 

АВ 

РО 

слёдуетъ, что величина, прямо пропорціональная одноку ряду величинъ, и 0б- 
ратно—пропорщональная другому, равна постоянному коэоФищенту, помножен- 
ному на произведеніе перваго ряда величенъ, и дЪленному на произведеніе 
втораго ряда. 


я = К. 


Гармоническая пропорція. 


333. Если три количества о, 6 и с удовлетворяютъ пропорціи 
а: =(@а— 5): (6 — с), 

т. е. если первое такъ относится къ третьему, какъ разность между первымъ 
и вторымъ къ разности между вторымъ л третьемъ, то они называются гармо- 
нически — пропорціонаљнымни; приэтомъ 6 называется гармоническою среди- 
ною между а и с. 

Приравнявъ произведеніе крайнихъ произведению среднихъ, найдемъ аб — 
— ас==ас — Ье; а раздливъ объ части этого равенства на абе, найдемъ 


И В 
с ъъ а’ 
1 1/1, 1\ 
Изъ этого слЪдуетъ, что если 6 есть гармоническая средина между с и с, то 
1 1 





• ө 


-> есть ариеметическая средина между 2. я = 
334. ТЕОРЕМА. Ариөметическая, зеометрическая и зармониче- 
ская средины двутз какить-нибуфь чисель составляють непрерывную 
зеометрическую пропорцію. 
Пусть 2, у и 2 будуть: гармоническая, геометрическая и ариеметическая 
средины чисель ос и 0; т. е. 


а:6—(а— =): (2—5) уа; а=“ 





Ь 

2 

Приравнявъ въ первой произведеніе крайнихъ произведенію среднихъ на- 
ХОДИМЪ . 
ад — аф — а — Ыя; 
прибавивъ къ обфимтъ частямъ по бе - аб, находимъ 

ал -|- Ба: == а; иди 220 — 2%; или 25 =, 

откуда д: усу: 8. 

Принъчане. Поводоиъ къ назван ю разематриваемой пропорщи гармони- 


2 Ў 
3 предотавляющія длины 


струнъ, дающихь совершенный аккордъ (0#, 7, 507), удовлетворяють этой 
пропордіи. 


2 4 
ческою послужило замфчан!е, что числа 1, 5 и 
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Приложения. 


335. І. Раздёлить число А на части пропорціональныя даннымъ числамъ 
а, 6, е? 

Это значить найтн три такія числа, которыхъ сумма равнялась бы А, к 
которыя удовлетворяли бы равенствамъ 


Г А 


в ве 
По свойству равныхъ отношеній им%емъ: 


292 я-а. 


аъ е ао е 
по 2-4-0 4-2 == А, елд. для опредъленія 2, у п 2 имћемъ три равенства 





2 А У __ А . ё __ А _ 
а аЬ е 6 п аь о с та +ъ4-е 








откуда 
Аа АЪ Ас 
=, = = т. 
ань--с 24-04- с 24-4 с 
П. Три купца внесли для общей торговли капиталы: А, А’ и А”, находив- 
шіеся въ оборот: первый —# лётъ, второй — #, трети — #° лћтъ. Сколько 
каждый купецъ долженъ получить изъ общей прибыли В? 
Части каждаго должны быть прямо пропорщональны капиталамъ и време- 
намъ ихъ обращения; а слъд. эти части должны быть пропорщональны про- 
изведеніямъ капиталовъ на соотвфтетвующя времена; итакъ, имћемъ 





= р 
ВРУ РАВ 8. Ар 
откуда, подобно предыдущему, найдемъ 
И и о. ВА 
а= Арле ҺАТ > АДА — 





АТАА. 
Ш. Ршить уравненія 


а: 40у 4 е2, = = 


м |ә 


Умноживъ оба члена перваго отношевія на а, втораго на 6, третьяго на 
с, Получимъ | 
аду сё 
ат т 
Отеюда, по свойству равныхъ отношеній, выводимъ: 
д уе асе а 


ттр ати 4-р т те’ 





а отсюда: 
РСЗ. РЕ И ИРЕ ГИЗИ 
7 ат 4- тер’ У тор 7 ат -|- 0% -- ср 
22 
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ГҮ. Рашить сястему уравненій 
О ИЕ р еа О) 


1 1 1 1 1 
Еа Ра нета), 


Уравненія (1) можно представить въ видћ 
205 с а 


ООО 
Но въ раду равныхъ отношеній сумма вефхъ предыдущихъ членовъ отно- 


ситея къ сумм послвдующихь, какъ одинъ изъ предыдущихь къ своему по- 
слфдующему; такимъ образомъ, замћчая, что въ силу ур-нія (2), сумма поса% 


1 
дующихъ членовъ равна Р получимъ: 





откуда 


2=(а с 05 
у= (242-449 
а=(0+0+с- а), 
ш=(04+2-4-40)5. 


\. — Решить уравневіе 
Ма =-- уа2 6 
Маа —Уа-= с 
Во воякой пропорщи сумта членовъ перваго отношения относится къ ихъ 
разности такъ, какъ сумма членовъ втораго отношенія къ ихъ разности; слћ- 
довательно 
Ма 20-е 
Ма == 0—6 
Возвысивъ 06% части въ квадратъ, для освобождевія неизвЪетнаго изъ подъ 
радикала, получаемъ ` 


а __ (04-с)? 


а—# 6—6 








Примћнивъ снова тоже самое свойство пропорцій, найдемт 
а __ бои а 
(610—660 2%’ 
откуда 
2—2 
ме 
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886. Задачи. 


. 6 с А 
1. Изъ процорцін во вывести слЪдующія: 


а _ (а--5)% тате Мас (а — с)(10%-|- тае 4-те) аз — сз 
ва (е0) т--па у 6—0): тат) 2 — а? 
2. Если пмћемъ рядъ равныхъ отношеній 








а ГА Р Г 4 


то доказать, что 


Ма Уса + У ЬЕ 4 М Мае ао Д7): 


3. Доказать, что пропорція 





та 4|- пс та -|- те 
то -- 4 т-та 
имфеть слЬдствіемъ одну изъ пропорцій: 





а с Ве т т 
—=—> —=—. 
(7 а п 


4. Найти два числа, которыхъ разность равнялась бы 0, п которыя были бы 
пропорцюнальны о и $. 


5. Найти три числа, которыя были бы пропорціональны а, бис, и которыхъ 
сумма квадратовъ равнялась бы данному числу №. 


6. Опытъ показываеть, что если на вертикальный стержень, котораго одинъ 
конецъ укрЕпленъ, дйствуеть нЪкоторый грузъ, растягивая стержень, то перемфнное 
сопротивленіе, противопоставляемое стержнемъ, пропорціонально его сБчевію и отно- 
шенію приращенія длины къ первоначальной длин. Составить алгебраизеское выра- 
женіе сопротивленія Е для нЪкотораго съченія А, если первоначальная длина = 1,, 
ә перемЗнное удлинненіе :— =. | 


7. На желфзной дорог® тяга локомотива должна побъждать трене колесь о 
рельсы и сопротивлен!е воздуха. Треніе пропорціонально вЪсу пофзда, но не зави: 
ситъ отъ его скорости; сопротивленіе воздуха, будучи незавясимо отъ вЪса пофзда, 
пропордіонально квадрату его скорости, Составить формулу, которая выражала бы 
тягу для какихъ угодно—вћса п скорости, если величина тренін для давнаго всэ 
Р равна Е, а величина сопротивленія воздуха для скорости У равна К. 
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глАВА ХУ. 
Неравенства первой степени. 


Опредфленія. — Общія начала. — Начала, относящіяея къ совмфствымъ неравен- 

ствамъ. — Провёрва нерэвенствъ. — Доказательство пЪкоторыхъ замфчательныхъ не- 

равенствъ. — РЪшеніе неравенствъ первой степени съ однимъ и со многими непзвф- 
етными. — Задачи. 


Опредфленія. 


337. Если разность двухъ количествъ а и 6 равна положительному числу р, 
то изъ равенства а — 0 == р находимъ: а —=6--р, откуда видно, что количе- 
ство а превышаеть 6 на р единицъ. 

Если же разность между о и 6 равна отрицательному числу —р, то изъ 
үсловія а — б == -— р находииъ: а=6— р, откуда видно, что а меньше № на 
р единице. 

Отсюда вытекаеть опредњленіе: количество а считается бољьшимъ Ф, 
каковы-бы ни были ихъ знаки, если разность а — положительна; на0бо- 
ротъ, а считается меньшим» $, если разность а — В отрицателна. 

Обратно: если а больше $, то это значитъ, что а равно $, сложенному съ 
положительнымъ числомъ р: а=6--р, откуда а— 0 == р; если а меньше $, 
то это значить, что а равно 6 безъ нЪкотораго положительнаго числа р, т. е. 
а=ф— р, откуда а— == — р. 

Итакъ: каковы-бы ни были знаки количествъ а и Ъ, если а больше 6, 
разность а— В положительна, если же а меньше Ъ, эта разность отри- 
цательна. 

Олъдствія, Изъ данныхъ опредъленій можно вывести већ свойства от- 
носительно сравнительной величины положительныхъ и отрицательных чиселъ. 

1. Изъ двухъ положительныхъ чиселъ то больше, котораго абсолютная 
величина больше. 

Такъ, -- 10 больше -|- 6, потому-что разность -- 10—(--6) равна поло- 
жительному числу -|- 4, 

2. Всякое положительное число больше нуля. 

Тавъ, 4-5 2> 0, потому-что разность -|- 5 — 0 равна положительному 
числу -|- 5. | 

8. Всякое положительное число больше веякаго отрицательнаго. 

Такъ, --2> —7, ибо разность | 2 —(— 7) положительна и равна -- 9. 

4. Изъ двухъ отрицательныхъ чиселъ-то больше, котораго абсолютная ве- 
личина меньше. 

Напр. — 3 больше — 8, ибо разность — 3 —(— 8) равна положительному 
числу +- 5. 

5. Ноль больше веякаго отрицательнаго числа. 

Такъ, (>> — 4, ибо разность 0 —(— 4) равна -|- 4, числу положительному. 


а 


Отсюда вытекаетъ, что если написать рядъ положительныхъ и отрицатель- 
пыхъ чисель, такъ чтобы ихъ абсолютныя величины шли возрастая въ 06% 
стороны отъ нуля: 


—00,...,—4, — 3, — 2, —1, 0, +1, 42, +3, 4-4, . . . +оо, 
то любое число, взятое въ этомъ ряду, больше каждаго числа, находящагося 
влћво отъ него, и меньше каждаго числа, стоящаго справа отъ него. 

Если подразумъвать въ этомъ ряду между цфлыми числами и дроби и не- 
соизмримыя числа, то получимъ ряд» всевозможных» дьйствительныдъ» чиселъ. 

Такъ какъ всякое положительное число больше нуля, а всякое отрицатель- 
нов меньше нуля, то желая выразить, что число а положительно, пишутъ, что 
опо больше нуля: 

а > 0; 


а желая выразить, что число 6 отрицательно, пишутъ, что оно меньше нуля: 
$ < 0. я 


338. Соединеше двухъ неравныхъ величинъ знакомъ неравенства назы · 
вается неравенствомь, такъ 


7>5, а<ь 


суть неравенства. Выражснія, находящіяся по ту и по другую сторону знака 
неравенства, называютея частями неравенства: находящееся слфва отъ этого 
знака, называется иервою частью неравенства, а стоящее справа — второю 
частью его. 

Подобно равенетвамъ, неравенства бываетъ двоякаго рода: одни, какъ напр. 
а -- 0% > дар, имфютъ м%ето при веякихъ частныхъ значеніяхъ буквъ, въ вихъ 
входящихъ; другія, каково напримъръ 2а42* 4-52 -|- с> 0, имфють м%ето толь- 
ко при нъкоторыхъ частныхъ значеніяхъ этихъ буквъ. 

Такимъ образомъ, по отношеню къ неравенствамъ подлежатъ ръшенію два 
вопроса: 1) провърка такихъ неравенствъ, которыя справедливы при већхъ 
значеніяхъ буквъ; и 2) опредфлене тћхъ значеній неизветныхъ, которыя 
удовлетворяютъ веравенетву, имфющему мето при частвыхъ значеніяхъ буквъ. 

РЪшевіе этихъ вопросовъ основано на слфдующихъ началахъ. 


Общія начала. 


339. ОпредЪленіе. — Два неравенства называются тождатвенными меж- 
ду собою, если второе есть слъдствіе перваго, и обратно — первое есть слъдствіе 
втораго. 

340. Начало 1. — Неравенства 


и) И А—В>0.... (2) 
тождественны, каковы бы ни были знаки количествь А и В. 
Въ самомъ дЪлЪ: 1) если А больше В, то разность А — В положительна 


т. е: больше нуля; елфд. неравенство (2) вытекаетъ изъ (1); 2) обратно, если 
разность А — В больше нуля, т. е. положительна, то количество А больше В: 
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значить, неравенство (1) есть слъдетвіе неравенства (2). Тождественность не- 
равенетвъ (1) и (2) доказана. 


Покобнымъ же образомъ доказывается, что неравенства 
а <Ъ И а—5< 0 
тождественны, каковы бы ни были знаки количеетвъ а и 5. 
341. Начало И. — Придавая къ объимь частямь неравенства одно и 


тоже количество, положительное или отрицательное, и не перемьняя знак 
неравенства, получимь новое неравенство, тождественное съ данным. 


То-есть, вели данное неравенство есть 
А Ву сна) 


и М — произвольное количество, положительное или отрицательное, то требует- 
ся доказать, что неравенство 


А-МЬВ-М..... (2) 
тождественно съ (1). Въ самомъ дЪл5; 
1) Если дано, что 
А> В, 


то это значить, по опредёленю, что разность А — В положительна, и са%д., 
изъ (1) вытекаетъ неравенство 


А—В> 0; 


прибавивъ къ первой части М и вычтя изъ нея М, мы не измънииъ разности 
А — В, а потому п 


АМ — (8 4-0) > 0, 
откуда, по опредёлевію, пыфемъ | 
А-М>В-М. 
Итакъ, неравенство (2) есть слЪдетве перваго. 
2) Если дано, что 
А--М>В+ М, 
то разность между первою и второю суммою положительна, т. в. 
Ам) — (8+ Ш> 0, 
Или А—В> 0, 
откуда, по опредфленію, 
. АВ, 
т. е. неравенство (1) есть сл детв!е вторато. 
Тождественность неравенствъ (1) п (2) доказана. 
Подобвымъ же образомъ доказали бы, что вычтя изъ обЪихъ частей одно 
и тоже количество, найдем неравенство тождественное данному. 
Сльдствте І. — Можно переносить члены изъ одной частн неравен- 
стза въ друцую, перемњняя у переновимыхь членов знаки. 
Такъ, имфя неравенство 


ак —02> 024-4... .. (1) 
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и придавъ къ обфимъ частямъ его по — с2 -|- Б, найдемъ 
ат — 0 — 2-4-0 > 624-4 — с&- 6, 
или, по приведения подобныхъ членовъ, 
ад —сх>а-ь..... (2). 


По доказанному, неравенство (2) тождественно (1) и слъд. можетъ его зам%ъ- 
нять. Сравнивая ихъ, замфчаемъ, что членъ —6 перешолъ изъ первой части во 
вторую со знакомъ -|-, а членъ сх изъ второй части въ первую со знакомъ —. 
Такимъ образомъ, правило перенесенія членовъ изъ одной части неравенства въ 
другую ничъмъ не отличается отъ правила перенесенія членовъ изъ одной ча- 
сти уравненія въ другую. 


ОлъдствіЕ Ш. — Всякое нерлвенство можно привести къ виду 
А> 0, 


т. е. къ неравенству, вторая часть котораго есть ноль. 


Въ самомъ длЪ, достаточно для этого вс члены собрать въ первую часть. 
Такъ, неравенство 


202 — 724-12 24% + 3=--4 
ла неравенетву | 
321 —10%—3>0. 
` за. Начало 1, Ломножая обњ части неравенства на одно и тоже ко- 


личеетво — существенно — положительное, 2 не перемъняя знакь неравенства, 
получимь новое неравенство, тождественное сь даннымь. 


Требуется доказать, что неравенство 
А>В..... (0 
тождественно съ неравенствомъ 


АМ > ВМ... .... 0) 

при условіп: М> 0. 

Въ самомъ дъл%: 1) неравенство А >> В тождественно съ 

АВ > 0; 
помноживъ положительное количество А — В на положительное количество М, 
получимъ и произведен!е положительное, оя%д. 
(А –- ВМ 0, или АМ—ВМ>0, 

откуда АМ > ВМ. 

Итакъ, доказано, что изъ неравенства (1) сяфдуетъ (2). 


2) Обратно: перенеся въ неравенств АМ > ВМ вторую часть въ первую, 
пайдемъ 
АМ —ВМ> 0, или (А —– В)№ 20; 
но множитель М положительнаго произведенія (А—В)М положителенъ, елд. и дру- 
той множитель долженъ быть положителенъ, т. е. 
А—В>0, откуда А2 В; 
т. е. изъ неравенства (2) вытекаетъ (1). 


Вт 


Тождественность неравенствъ (1) и (2) такимъ образомъ доказана. 
ОлъдствіЕ 1. — Помножая обњ части неравенства на одно и тоже 
существенно — отрицательное количество и перемьнивь знак неравенства, п0- 
лучимь новое неравенство, тождественное съ данным». 
Т. е. неравенство 2. 
А>В..... (1) 
тождественно съ неравенствомъ 


АМ < ВМ... . (2) 
при условін: М < 0. 


Въ самомъ дБл®, если М отрицательно, то — М положительно, а потому, 
на основаніи начала Ш, помноживъ 06% части неравенства (1) на — М и со- 
хранивъ тотъ же знакъ, получимъ неравенство 


— АМ > — ВМ, .... (3) 
тождественнов съ (1). Перенеся въ (3) члены изъ одной части въ другую, да- 
димъ ему видъ 

ВМ > АМ, или АМ < ВМ. 


Заключаемъ, что неравенство (1) тождественно со (2). 


ОлъдствіЕ П. Умножая обњ части неравенства на такою множи- 
теля, котораго знакъ неизвфетенъ, лолучимь неравенство, котороло смысль 
неизвњстен» , т. е. неизвьстно—больше-ли ею первая часть второй, или меньше. 


Это очевидно, потому-что зизкъ неравенства сохраняется, когда множитель 
положителенъ, и измЪняетея въ противный, когда множитель отрицателенљъ. 


Итакъ: Нельзя умножать объ части неравенства на такою множите- 
ля, которазо знакъ неизвњстенъ, 


ОлъдствіЕ Ш. Раздњливъ объ части неравенства на одно и тоже 
количество М, и не перемънивь знакь неравенства при М > 0, и перемњнивши 
ею знакь при М < 0, найдемь неравенство тождественное съ данным». 


1 
Въ самомъ дъл®, раздълить на М — все равно-что помножить на зг а я 


случая умноженя теорема доказана. 


343. Приложенія. Начало Ш съ вытекающими изъ него слъдетвіями им% · 
етъ важныя приложенія при вычисленяхъ надъ неравенствами, а именно при 
сокращении неравенствъ и при освобожденіц ихъ отъ дробей. 


Пусть, напр., требуется освободить отъ дробей неравенство 


р. В 
>85. °' . (1). 


Собравъ его члены въ первую часть, найдемъ тождественное ему неравенство 


ІЗ о... (2). 


В 
97520 ИЛИ 08 


Умножить об% его части на ($ нельзя, когда знаки количествъ 0 и 8 не- 
извЪстны, потому-что въ такомъ случаћ неизвћстенъ и знакъ произведенія (05. 
Но каковы бы ни были знаки ( и $, квадратъ произведенія 05 всегда будетъ 
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положителенъ, а потому умноживъ 06% части неравенства (2) ва (05° и со- 

хранивъ знакъ неравенства, найдемъ 
З) о вши 08008 — 01) > 0, 

неравенство — тождественное съ (1) и представленное въ цфломъ вид. 

Пользуясь сл®детыемъ Ш, можно сокращать неравенство, дфля объ части 
его на общаго множителя; но эта операція возможна, когда извћетенъ знакъ 
того множителя, на который сокращаемъ. Такъ напр. если въ неравенств за- 
мфчаемъ множителя, имфющаго видъ квадрата, или суммы квадратовъ, такихъ 
множителей можно сократить, не измфняя знака неравенства; въ самомъ дъл®, 
квадратъ веякаго количества и положительнаго, и отрицательнаго — всегда п0- 
ложителенъ, а елд. и сумма квадратовъ — такова-же. Такъ, имћя неравенство 

8(0% — 22 4- 2)(2% 4-22 4- 1)(= — 5) > 0. 

Замфчаемъ, что множитель 2*-- 22-1 есть ничто иное какъ (2 -|- 1)°, п 
потому существенно — положителенъ; затъмъ, множитель 2* — 22 -|- 2 равенъ 
(а — 224-1) +1, или (х — 1) --1, т. е. представляетъ сумму двухъ квад- 
ратовъ, а потому, при всякомъ х, существенно-положителенъ. даключаемъ, что 
и произведеніе 8(2% — 22 - 2)(2*--22--1), при всякихъ значевінхъ 2, су- 
щественно-положительно; сокративъ на него данное неравенство, замфнимъ 619 
простъйшимъ неравенствомъ 


2—5 > 0. 
Имя неравенство 
— 5а*( — 2) < 0, 
и заифчая, что а?, какъ квадратъ, всегда положителенъ (каковъ бы знакъ ни 
имфло количество а), заключаемъ, что — 5а? — существенно отрицательно; а по- 


тому, раздливъ неравенство на — 5а? и перемфнивъ знакъ < на >>, найдемъ 
неравенство 


2—22 0, 
тождественное съ даннымъ, но имфющев простёйпий видъ. 


344. Начало 1. Если объ части неравенства положительны, то возвы- 
шая изъ въ одинаковую ињлую положительную степень ш не перемњняа знак 
неравенства, получимь неравенство тождественное данному. 


Разсмотримъ сначала простъйшій случай—возвышеня въ квадратъ. Если 
дано неравенство 


АВ, кин 
въ к0т0ромъ А>0 и В 0, то доказать, что неравенство 


А*>№..... (9) 
тождественно данному. 


Въ самомъ дълъ: 1) Изъ неравенства (1) выводимъ: 
А—В> 0; 
но какъ А и В положительны, то и 
А+-В>0. 
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Перемноживъ два положительныя количества, найдемъ и произведеніе по- 
ложительное, слЪд. 


(А — В) (А-В) >0, ван А: В 0, 
откуда 


А? > В, 
2) Обратно, если А*2> В?, то 
А? — В1>0, или (А + В)(А — В) > 0; 


слфдовательно оба множителя: А-В и А — В должны быть одного знака; но 
какъ А--В положительно (ибо А> 0 и В>> 0), ти А — В > 0, окуда" 


АВ. 


Тождественность неравенствъ (1) и (2) доказана. 


> Сльдствте І. Если объ части неравенства отрицательны, то возвы- 
сивъ ить въ квадрать и измънивь знакь неравенства, получимь неравенство, 


зпождественное данному. \ 5 
То-есть, если дано неравенство а а ча 
ПЕТА А 
причемъ А< 0 и В < 0), то доказать, что неравенство дм 


АВ. 2. (2) 
тождественно данному. 


Въ самомъ дъл®, умноживъ объ части (1) на — 1, найдемъ ему тождествен- 
ное неравенство 


—А<-—В, 
ГВ уже — А п — В положительны, а потому, по доказанному, «возвысивъ въ 
квадратъ и не измфнивъ знака неравенства, получимъ 
АВ, 
тождественное съ —А<—В, а слъд. п съ А> В. 


041% ДСТВТЕ П. Если объ части неравенства имъють противополож - 


ные знаки, то нельзя ить возвышать въ квадрать, не зная ихь численной 
величины. 


Въ самомъ дълъ, пусть имћемъ неравенство 
146 А>0 и В <0, п требуется доказать, что результатъ возвышенія въ квад- 
рать можеть быть иди А? >> В, или А — В*, или А* < В*, 
Дъйствительно: | 
А? — В —(А--ВА— В); 
при условін: А>0 и В < 0 будеть А — В положительно; но мы не знаемъ зна- 


ка суммы А-В, а потому пеизвъстенъ и знакъ разности А? — В*; поэтому не 
можемъ сказать, будетъ-ли Аї > В“, пли А* = В*, или А <, 


— 347 — 


Наприм%ръ: 
неравенетво -|- 3 >> —2 приводить къ --9> 4 4; 
‹ > —5 « ‹ -9< + 25; 
« +3>—3 ‹ « --9==--9. 
Слькствте Ш. Нельзя возвышать въ нвадратъ такое неравенство, въ 
ноторомъ знаки частей неизвфстны. 


Это непосредственно очевидно изъ предыдущаго. 


345. Обобщене. Если обњ части неравенства положительны, то воз- 
вышая ить въ одинаковую цњлую положительную степень и неизмъняя при 
этомъ знакъ неравенства, получимь неравенство тождественное данному. 


Требуется доказать, что если А> 0 и В>2 0, а ж — цвлое положительное 
число, то неравенства 


А>В.... (1) н А>№..... (2) 
тождественны. 


Въ самомъ дфлф, такъ-какъ В > 0, то раздъливъ объ части на В, найдемь 


А 
321 


что означаетъ, что 4 есть неправильная дробь; но »»-ая степень неправильной 
дроби есть также дробь неправильная, елъд. 
т 
2921, 
откуда, множа объ части на положительное количество В", находимъ 
А> В". 
Обратно, изъ неравенства (2) можно вывести (1). Въ самомъ дъл%: 
А" — В" — (А — В)(А%:4- А-В --....-- В"). 
Въ силу неравенства (2) это произведеше >> 0; но второй множитель, какъ 
сумма положительныхъ членовъ, положителенъ, селд. п А — В > 0, откуда 
АРВ. 


Олъдствія. — 1. Если количества А и В оба отрицательны, то воз- 
вышая обњ части неравенства А > В въ уълую положительную степень т, 
и не измњняя знак неравенства при т нечетномь, и напротив измюняя во 
три т четномь, получимь неравенство, тождественное съ диннымъ. 


Дано неравенство 
АВ ен . 
въ которомъ А < 0 и В < 0. Положив А =— А’ п В= — В’, ГВ уже Ап 
В’ положительны, помножимъ обЪ части неравенетва (1) на —1; найдемъ 
—А<-- В, ши АВ. 
Такъ какъ А’ и В’ цоложительны, то по предыдущей теорем имфемъ 
А" < В’. 
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Изъ равенствъ А==—А’и В=— В’ имфемъ: А’==(—1).А и В'(— 1).В, 
откуда, по возвышения въ 2-ю степень, находимъ: А” —=(— 1)"А" и Б"= 
(— 1)".В". Подставляя въ посл%днее неравенство, получимъ . 

(—1)".А" < (— 1)".В", А 

Если т-—четное, то (— 1)" есть число положительное; а потому, разд%- 
ливъ на него послъднее веравенство, не должны перем нять знакъ неравенетва; 
напротивъ, при т нечетномъ, (— 1)" < 0 и дёлене неравенства на это число 
поведетъ за собою перемЪну знака неравенства. Такимъ образомъ, неравенство 
(1), въ которомъ А<0 и В < 0, тождественно съ 

А" < В" 
при т — четномъ; и съ г 

А" > В" 
при 1% — нечетномъ. 

П. Когда части неравенства имфютъ различные знака, то слъдуетъ разли- 
чать два случая: 

1) когда возвышаемъ неравенство въ нечетную степень, то степени сохра- 
нятъ тб знаки, какіе июЪлп части неравенства, а потому и знакъ неравенства 
сохранится. Напр. 
изъ 22 — 7 слдуетъ (-- 2) 2 (— 7)°, или --8> — 3438. 

2) Когда возвышаемъ неравенство въ четную степень, то нельзя дать ни: 
какого правила: знакъ неравенства можеть измёниться, или же сохраниться, 
или даже неравенство можеть перейти въ равенство. Такъ: 

8 > — 2 приводитъ къ (-- 3)*> (— 2)*, или --81>- 16; 

+22 —5 › › (2): (— 5)*, или --16 < - 625; 

+22 — 2 › » (4 2)1=—(— 0)*, ша --16 = 16. 

Ш. Если объ части неравенства положительны, то возводя ихъ въ цт- 
лую отрицательную степень и перемьняя знакъ неравенства, получим не- 
равенство, тождественное съ данным». 


Требуется доказать, что если 
А-В 
гъ А>0и В>0, то неравенство 


АВ... (4) 
тождественно съ (1). 


Такъ какъ э — число положительное, то неравенство 
А В а 2108) 
тождественно съ (1). Раздёливъ обф части на положительное количество А.В", 
найдемъ неравенство 
> или В^> А", или, наконецъ, 
А" <В", 
тождественное съ (3), а потому и съ (1). 
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346. Начало У. — І. Каковы бы ни были знаки объихь частей неравен- 
ства, извлекая корень нечетнало порядка, должно сохранять знакъ нера- 
венства. 


Это есть прямое слЪдствіе правила знаковъ при извлечеши корня. 


Такъ: | 
Изъ неравенства -|- 27 >> -— 8 имфемь: УЕ 27 > УЕ 8, или -- 8 > 4-9; 
, с СТР 5. ЕМУ. но 
› — 82—27 ь У 824097, щи 22 — 3. 


2. Если же показатель корня—четный, то во-первыхъ необходимо, чтобы 
06% части неравенства были положительны (въ противномъ случа® корни были- 
бы мнимые, и не могло бы быть рёчи о ихъ сравневін); въ такомъ елучаћ 
каждый корень имћетъ два значенія, равныя по величин®, но противоположныя 
по знаку; и неравенство сохраняетъ знакъ, или измфняетъ его, смотря потому, 
беремъ-ли положительныя, пли отрицательныя значенія корней. Такъ: 





неравенство 4-49 > -- 25 " е А 
| /29> УЕ, ви 17-5: и 
даетъ 

— 14-49 < — /-1 25, ит —7<- 5. 


Но если взять корни съ различными знаками, то очевидно, что отрица- 
тельный корень всегда будетъ меньше. Такъ 


неравенство -- 49 > 4- 25 
/49 > — /25, ви --7> – $; 
49 < + /25, ии —–7< 4-5, 


даетъ | 
2 


Начала, относящіяея къ совмфетнымъ неравенствамъ. 


- 34:7. — Есди въ двухъ или нЪсколькихъ неравевствахъ первыя части р 
больше вторыхъ, или первыя части меньше вторыхъ, то они называются не- | | 
равенствами одинаковало смысла. Такъ, неравенства | 


382—2 и а>в 
суть два неравенства одинаковаго смысла. 


Если же въ одномъ неравенств первая часть больше второй, а въ другомъ 
первая меньше второй части, то. ихъ называютъ неравенствами #/077ивонолож-. | 
нало смысла. Таковы | : в. 

а> фі в: с< 4. 

348. Начало ҮІ, — Складывая почленно два или нњсколько неравенствь 
одинаковољло смысла, получимъ неравенство тоо же смысла; но оно не мо- 
жеть замљнитљь одною изъ данных. 

Пусть данныя неравенства будуть 


А> В и АВ’. 


=, 


ж 
= 

и их 
|9 


= 950 — 


Йзъ нихъ следуетъ, что разности А — В и А’— В’ положительны, а 10- 
тому и сумма ихъ положительна; лёд. 


А -В4- А — В > 0, 
откуда, перенеся В и В’ во вторую часть, найдемъ 
А-А >ВУ+.- В. 


Но это неравенство не можетъ замфнить одного изъ данныхъ, иначе гово- 
ря, система: 


А+ А>В-+-В 
не имфетъ необходимымь слЪдствіемъ: 
А> В’. 
Въ самомъ дёлБ, изъ неравенства 
А-А>В--В, 
перенесенемъ членовъ въ первую часть выводимъ: 
(А — В) 4- (А — В) 2 0; 

и хотя изъ условія А> В мы и зваемъ, что А — В >> 0, однако отеюда нель- 
зя заключить, чтобы и 


АВ 


А’ В > 0. 
Сльдствте. Нельзя почленно складывать два неравенства различналю 
смысла, ибо нельзя предвидеть, которая сумма будеть больше. ДЪйстве въ 
этомъ случа® возможно только въ численныхъ примфрахъ. Такъ: 


1) 5>3 2) 5> 3 - 3) 553 
2<3 1< 7 3<5, 
76 610 8—8 


349. Начало УП. — Л/ожно сдњлать почленное вычитане двухь нера- 
венствь различно смысла: полученное неравенстзо будетъ одинакозало смыс- 
ла съ первымь; но оно не можеть замњнить одного изь данныть. 


Пусть данныя неравенства суть: 
А> А’ и В <В". 


Мы завлючаемъ изъ нихъ, что равности: А — А’ п В — В 06% положи: 
тельны, а потому и сумма ихъ положительна; елЪд. 


А-А --В В 0, 
ии: А В> А — В. 
Но система 
А> А 
А—В>А—В } 
не имфетъ необходимым слфдотыемъ В < В’, и потому не необходимо тожде- 
ственна данной. 


Въ самомъ д®лЪ, изъ неравенства А — В >> А’— В’ имћемъ 
—^№--®-—В)>0, 
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и хотя знаемъ, что А—А’>> 0, но отсюда нельзя заключить, чтобы необходи- 
мо было и В’ —В > 0. 


СлъдствтЕ. — Нельзя дњлать почленнио вычитанія двухъ неравен- 
ствъ одинаковало смысла, ибо нельзя напередъ знать относительную величину 
разностей; такъ 


1) ТЪБ 2) 7>5 3) 7> 5 
3>2 $>1 3> — 6 
4 > 3. 4—4. 4< 11. 


350. Начало УШ, — Перемножая почленно два или нњсколько неравен- 
ствъ одинаковало смысла, части которыть положительны, получимь нера. 
венство тою же смысла; но оно не можеть замънить одною изъ даннылљ. 


Пусть данныя неравенства суть: 
А>В и АВ, 
причемъ: А, А’, В, В’— положительны. Изъ данныхъ неравенствъ имфемъ: 
А—В>0 п А_В’>0, 
а такъ-какъ А’ и В положительны, то и 
(А — В) А> 0 и (А — В) В > 0; 
складывая, находимъ 
(А — ВА” + (А' — В)В > 0, или АА’— ВВ’ 0, 

откуда АА > ВВ’. 

Но изъ того, что 

А>В 

И АА’> ВВ’ | 
нельзя заключить, чтои А’> В’, ибо сумма (А — В)А' -|- (А’— В)В можеть быть 
положительна, хотя бы А’— В' и было отрицательно. 

Эта теорема справедлива для какого угодно числа неравенетвъ. 

Докажемъ ее, напр., для трехъ неравенствъ 

АВ, А> В’ И А” >В”, 

примфияя новый пріемъ доказательства, который полезенъ намъ будетъ и впо- 
сабдетвш. Премъ этотъ основанъ, на томъ замфчанш, что неравенство А> В 
всегда можно замфнить равенствомъ А = В -|- 2, г 22 0; въ самомъ дёаф, 


это равенство означаетъ, что А больше В на 2. Итакъ, данныя неравенства мо- 
жемъ замфнить равенетвами 


А—=В-х 
АВ 2 
А" == В” 4-2”. 
Перемноживъ ихъ, имъемъ: 
ААА —(В-- ==)" =”); 
откуда, раскрывъ скобки и перенеся членъ ВВ’В” въ первую часть, имЪемъ: 
ААА" — ВВВ” = ВВ’ -- ВВ” 4 В" | ВВЕ" | В’ | Ва" ах". 
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Такъ-какъ вторая часть, какъ сумма положительныЫхъЪ членовъ, положи- 
тельна, то и заключаемъ, что 


ААА” > ВВ'В”. 
Примљчаніе. Для пругихъ случаевъ нельзя формулировать никакого 0б- 
щаго правила. 
851. Начало ІХ. — Можно раздљлить почленно одно на друое два нера- 
венства разна смыєда, если вет четыре части положительны, сохранивь 


такой знакъ неравенства, какъ въ дълимомь; но новое неравенство не можеть 
замюнить одного изъ данных. 


Пусть даны неравенства 
АВ П С<р, 


тд А, В, Си р — положительны. Помноживъ А > В на р > 0, по предыду- 
щей теорем найдемъ: 

АР” > ВС; 
откуда, раздфливъ 06% частн на положительное количество С), имфемъ: 


А В 
о 
Другое доказательство. Замфнивъ первое изъ данныхъ неравенствъ равен- 
ствомъ: А = В - 2, а второе равенствомъ с = — у, и раздёливъ первое ра- 
венство на второе, имЪемъ: 
А _В-ая, 
Сс О 





В 
вычтя изъ обфихъ частей по > получимъ: 


А_В_В- 2 В 
Стр Оф р’ 





ИЛИ 


А В 
Вторая часть положительна, елћд. С больше 5. 


Примњчаніе. Для пругихъ случаевъ нельзя хормулировать общаго правила. 


Провърка заданныхъ неравенств». 


352. Для провфрки данныхъ неравенствъ не существуетъ никакого общаго 
правила; укажемъ методы наиболфе употребительные. 

|. Методъ возвышешя въ степень. Если въ подлежащемъ провъркъ не- 
равенств® ветр®чаетея радикаль, его изолируютъ и затфиъ возвышаютъ 06% 
части неравенства въ степень, изображаемую показателемъ корня. Пусть напр. 
требуется доказать, что среднее ариөметическов двухъ положительныхъ количествъ 
а п больше ихъ средняго геометрическаго, т. е. ‘что 


а 





Ке 
9 > Ма. 
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Такъ какъ объ части неравенства положительны, 70 возвысивъ ихъ въ 
квадрать и сохранивъ знакъ неравенства, замфнимъ данное неравенство ему 
тождественным ь 


ет 


>а; 


или, умноживъ 06% части на 4 и а вс члены въ первую часть: 
(а 5) — АаБ > 0, или (а — Б)? 0. 
Такъ какъ квадратъ веякаго количества положителенъ, то повлфднее нера- 
венетво върно; поэтому вфрно и тождественное съ нимъ данное неравенетво. 


358. И. Методъ разложенія на множителей. Переносятъ већ члены въ одну 
часть и разлагаютъ полученный полиномъ на множителей: справедливость про- 
вфряемаго неравенства дфлается очевидною. 


Пусть, напр., требуется доказать, что 
804-22 --а%) > (14-44 а*)*. 


По перенесеніи въ первую часть, по раскрытіи скобокъ и по приведені 
зам няемъ данное неравенство ему тождественнымъ: 


24 — 202 — 204-22 0, 
или, по разложеніи ва множителей, неравенствомъ: 


90а — 1) (а-а 1) > 0; 


1 
или, придавъ къ триному 4*--а--1 и вычтя изъ него —› найдемъ 


4 
(а — 04(а +- 1 + 3)> 0 
у 
2 Ў 
(а — 1), очевидно, положительно; биномъ (а нЕ 5) 4 5, какъ сумма 


двухъ положительныхь кодичеотвъ, также положителенъ, а отсюда еправедли- 


вость послёдняго неравенства, а потому и тождественнаго съ нимъ. перваго, 
очевидна. 


354. Ш. Методъ превращеня полинома въ сумму нвадратовъ. Переносятъ 
већ члены въ одну часть и разлагають полученный полиномъ въ сумму квад- 
ратовъ: справедливость неравенства длаетея очевидною. 


Примъръ І. Доказать справедливость неравенства 
а 4-0% 4 с — аф — ас -- 04-12 0. 
Его можно представить въ видћ: 
(ай — Заъ 4-09) + 2009 — Эе 4 е8) (а — Зас |а?) 0-12 0, 


или ет 0—6) 0 102—010, 


что очевидно, 


Примъртъ ПИ. Доказать, что если 5° — 4ас << 0, то справедливо неравенство 
(00 — са’ -{ ас’) \* — (08 — 40000 — 400) > 0. 
23 
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Раскрывая и располагая по степенямъ количества ©’, можемъ этому нера- 
венству дать видъ: 


ас? — са | ась -| (си ас) 4-а (0° — Аас) > 0, 


ИЛИ 





‚__ ба ав) * | (4—8), пра 
а [и — 5 У чае (4 ве 254). 


Изъ даннаго условия 0% — 4ас < 0 выводимъ, что 4ас >> 9*, а потому ас > 0, 
равно и 4ас — 0° >> 0; отеюда видно, что первая часть послЬдняго неравенетва 
положительна, и стало быть оно в%рно; поэтому върно и тождественное ему 
заданное неравенство. 


355. №. Неравенства симнетричныя относительно данныхъ буквъ. Когда нера- 
венетво симметрично относительно нъкоторыхъ буквъ а, б, с, то предваритель- 
но условливаютея въ относительной величин этихъ буквъ; пусть, напр., а 
есть наименьшее изъ трехъ данныхь количествъ: въ такомъ случаћ, 0 и с м0- 
жно представить въ видъ: 5—0 4-2, сс=0-|- 0, Т 2220 вур 0. 

Пусть, напр., требуется доказать, что если а, № и с положительны, то имъ- 
еть мЪсто неравенство: | 


абс > (04-0 — в) 6-е — а)(а 4-с — 0). 

Положивъ 0а 4-2 и са - у, и подставивъ въ испытуемое неравен- 

ство, приводимъ задачу къ провъркъ неравенства 
а(а--=)(а-- у) > (а-- + — уа- =--у)(а-Ру—=), или 
ааа 9) у) {92 — (#—у} 4-29) >0, ши 
ату + (а--2--9)(х — 9)* > 0; 

справедливость этого неравенства очевидна, такъ какъ оба его члена положи- 
тельны. 


356. У. Иногда справедливость заданнаго неравенетва можно доказать, по- 
казавъ, что оно есть елЪдствіе равенствъ или неравенетвъ уже доказанныхъ или 
легко доказуемыхъ. 


Примъръ. Доказать, что если а, Би с положительны, то имфеть мЪето 
неравенетво 
аз -- 93 -[Р с3 >> Заре. 
Такь какъ о, Ви с входятъ въ это неравенство симметрично, то мы мо- 


гли бы примфнить къ нему предыдущій способъ. Но можно доказать справедли- 
вость даннаго неравенства, исходя изъ неравеяствъ: 


а? -|- 5° 2 даь (1), 0%4- с> е (2), с%4- а ас (3). 


Справедливость этихъ неравенствъ легко обнаружить; въ самомъ дълћ изъ 
очевиднаго неравенства (а — 5)*>0 или а*--5— дар >> 0) прямо имфемъ 
а%-|- 5% >> 2а6. Такимъ же образомъ докажемъ (2) и (3). 


Сложивъ неравенетва (1), (2) и (3), получимъ: 
а? 1-12 | с? > аһ --+- ас; 
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помноживъ 06% части этого неравенства на положительное количество 2 4-0 -- с, 
найдемъ, по упрощеніи: 
а3 4-54 с? 2 Зас, 
что и требовалось доказать. 
357. ҮІ. Методъ занлюченія отъ я къ ж -|- 1 и наоборотъ. Пусть требуется 

доказать, что если а и № положительны, всегда пмютъ мъето неравенства 

2 (0-09) > (2-0), 

2° (а% 1-0) > (а--0), 

23.04: -4-0%) > (а--0)*, 


и вообще · 2%-1.(а" 4-0") > (а У|- 5)", 
ТА л — цёдое положительное число. 
Первое неравенство доказать не трудно; въ самомъ дъяЪ, перенеся (т -!- 0)“ 
въ первую часть, раскрывъ скобки и едфлавъ приведені, найдемъ: 
а? — 2а 4-20 или (2—0) > 0, 
что вЪрно. 
Второе неравенство приводится къ виду 


4а? 4-09) — (24-520, 
или, замфтивъ, что 
а= (а-- 5) (“ — а 4-0%) и (04-0) (0-- 0)(9° 4 200 -- 5), 
даемъ неравенетву видъ 
4(а-- 5) (2—6 +5) —(а-Н (а 25-9?) > 0, или 3(0--0)(9%—200-|-0%) > 0, 
или 3(а 4 0)(а — 0) > 0, 
что очевидно, 


Чтобы доказать общность закона, выражаемаго этими неравенствами, допу- 
СТИМЪ, ЧТО ОНЪ вЪренъ для показателя я, т. е. что неравенство 


9%-1(а" 5") > (а 5)". ... (1) 
справедливо; и докажемъ, что въ этомъ предположении будеть в®рно и неравен- 
ство для показателя 2 4-1, т. е. 
Ват 4 97) >> (а | 0)... . (2). 
Въ самомъ дл, умножая об® части (1) на положительное количество е -|- 0, 
пайдемъ | 
2 Ца 5") (а В) > (4-0). 
Слфдовательно, достаточно показать, что 
"(а | 01) >> 2"-Ка" -- $”) (а-Е 5). 
По сокращеніи на 2"!, по раескрытін скобокъ во второй части и по упро- 
щенш, получимъ 


а" + ръ+1 > ар" + а", 
ИЛИ аа — 8) = Ба — 0) = 0, 


23* 
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или (а" —– "(а —) > 0, 
неравенство очевидное, потому-что оба множителя 4” — 0° и а—6 всегда имф- 
ютъ одинаковые знаки. 

Итакъ, какъ скоро неравенство (1) провърено для н%котораго значенія л, 
мы можемъ заключить, что оно также върно и для величины я, на единицу 
большей. Но мы доказали, что оно в®рно для юн = 2; селд. оно в%Ърно и для 
п—3; будучн же в%рно для и — 3, оно върно и для 9—4 вт. д. 

Доказанное неравенство можно написать въ вид? 

а" |- 0% а 1-0\%* 
анаа 2), 
въ этой Форм оно показываетъ, что ориөметическая средина п-хъ степеней 
двухъ чисель больше п-ой степени ариеметической средины этитъ чисел. 

Можно распространить эту теорему на какое угодно число р пеложитель- 
ныхъ количествъ а, 6, с, 4,. . .Ё, 4. 

Взявъ четыре количества а, 6, с, @, имфемъ тождество: 

а--ъ с-а," 
(еерее ( 2 -- а | 
4 лс КР ОВИ ' 


2 











и слЪд. по предыдущей теорем им%ћемъ: 


«Боер (7) (5), 
2 
( і арна = Е Бар "ре, 
(етар селитете, 














но мы им%ли: слЪд. 





Такимъ же точно образомъ докажемъ, что предложен!е върно для 8, 16,.., 2 
положительныхъ количествъ. Чтобы доказать справедливость теоремы вообще, 
употребимъ пріемъ, впервые введенный еранцузекимъ математикомъ Коши; прі- 
емъ этотъ разнится отъ пріема Бернулли тмъ, что дЪлаетея заключеніе пе отъ 
р къ р--1, а обратно: 0тъ р-|-1 къ р. Итакъ, допуетивъ, что теорема спра- 
ведлива для р-|-1 чиселъ, докажемъ, что она будетъ върна и для р чиселъ. 


Имфемъ тождеетво 
(НН) =) реф. у я 
р. д 


ртт — р-1 ЕЕ 
слћдовательно 
Бе. у еве, Е Ф016 Е у т 
- _ % 
Р+1 
Но, по допущенію, теорема в®рна для р -|-1 количествъ; поэтому вторая 
часть равенетва (3) меньше 


ие... ее.) 
ра. ; 
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а слъд. и 
А 
а454-с... НА а 4-:4-е4-.. И Аана .. Вы. 
( р р Г. , 
р +1 
а потому и 
аа атаа сана 
р р 


358. Доказательство нфкоторыхъ замфчательныхъ неравенствъ. Приведемъ до- 
казательство нъкоторыхъ теоремъ, имфющихъ примфнене въ элементарной мате- 
матик, или же представляющихъ интересъ въ самомъ способ ихъ доказатель- 
ства. 


а а 
859. І. Если дроби $ в, сс 2, которыхъ знаменатели по- 
1 





а" в’ >В, 
ина... а, 
ложительны, идуть увеличиваясь, то дробь | заключается 
еек ее 0. 


между крайними дробями, т. е. между наименьшею и наибольшею изъ нихъ. 


Пусть 5—4. 
В, 
Въ такомъ случаф: 
а, а, а, 
29 &>2%`**°, т 9. Помножая объ части перваго неравенства 
2 З ъ 
на 6,, втораго—на 6, ит. д. и замфчая, что умножене на положительное 
количество не измняетъ смысла неравенствъ, найдемъ: 
д.60. >В > сео ее. 
Складывая почленно эти неравенства и придавая почленно равенство @=5,4, 
найдемъ: 
а, | а -- а% -- а Села ее на, > (0,45, --5,-4- Е +4 6,0, 
или, раздъливъ 06% части на положительное количество 0, |- 0-4-0; --... +06, 
получимъ: А 
@ 1-а | а Аа (7 а, 
а-га. а. > 4, т. е. больше =" 
ыы... 4а, Р 


П аљ 4 
оложивъ -"— 9”, выводимъ отсюда 








ъ, 
, а. а , 
з оо аа ч 7. <’, откуда 
А 0; Я п 
Е ОРОО Р ЯРИВ А А 


Складывая и для 06% части полученнаго неравенства на 0,-|-0,--0,-- . . . 
| 0,, найдемъ: 


а Баа... Ча, а, 
< 0, Т. 6, меньше — • 
печери ОГ 5, 


Требуемое такимъ образомъ доказано. 





360. П. Теорвмл Коши. Среднее ариометическое п положител- 
ныхз количеств м, а,, а, . . . а,, которыя не всъ резны между со 
бою, больше ить среднязо зеометрическало. 


ЕРЕЦ В 
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Для двухъ количествъ теорема уже доказана выше; сл®к. 


— 2 |а 
Маа аА 
Затфиъ, имфемъ тождество 


— _ @_ Е дансан: 
Увааа, = Муаз аза, 





елд. 
а а; | 034-9 
4 «Уча уа Уаз Е . 
Увназазах а < бк) 
2 
—— --- а -а+а 
итакъ: Ма,аыаза, < а-аа, 





Такимъ же образомъ, замфчая, что 








8 — [4 а 

У ааа, ааа, — Ма, ваза. Ува, аа, з 
докажемъ, что теорема вфрна для 8 количествъ; и вообще, что она справедлива 
для 2% чиселъ. 


Чтобы доказать, что теорема справедлива для какого угодно числа данныхъ 
количествъ, Коши доказываетъ, что если теорема врна для р -|- 1 количествъ, 
то она върна и для р количествъ. 


Иифемъ тождество: 








| ан. 0 ООО: прп 
Аалаа... а= Мааа . . ар. Уваа,.... ау 
но, по условію, творема върна для р-|-1 количества, слЪд. 
и ни а а... а ад. . а 
Мааа... а аа . . . ар < эт 


Замфчая, что первая часть —=\/а,а.а.....а„, находимъ: 


р Уа,а,а, . а < а -- а, -|- аз -|- и 


откуда Малаа... . а, есе ПА аваа нир, 











что и слёдовало доказать. 


Впрочемъ, обобщеніе теоремы для случая, когда число ® данныхъ количествъ 
не есть степень двухъ, можетъ быть сдфлано инымъ пріємомъ. Пусть 4 будетъ 
целое число, которое надо прибавить къ 2, чтобы получить степень двухтъ. 

а 46 4... Ҹо, 
п 

селъ буквою 6. Присоединивъ къ этимъ числамъ 4 чиселъ, изъ которыхъ каж 

дое равнялось-бы 6, получимъ љ -|- д чисезъ; 





Обозначинъ ариеметич. средину данныхъь я чи- 





Такъ-какъ число #--9 есть степень двухъ, то по доказанному 


ааа... 6-98 


т-1-9 





+ 
"аады... ан. 
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Но а, а та ....-а,=.6; подотавивъ въ послъдвее неравен- 
ство, найдемъ: 
ЕЯ > аа... гай, пни 6 22 "ааз... . чафо 
п 
откуда 
0" > ааа... . 0.0, 


а по сокращен на б“, по замн 0 его величиною п по извлеченш изъ 0б%- 
ихъ частей »-го корня, находимъ: 


ааа... п 
-— > Ма ала ао бы. 








361. Ш. Формула дъленія при цъломъ положительномъ 2: 
ое ЕТО а" р отт 25 -- ат" 51 
р = а Вт 
позволявтъ вывести слёдующия неравенства. Если а> 0 > 0, то подставивъ во 
вторую часть вм%сто Р количество а, мы этимъ вторую часть увеличимъ; елд. 


а" — 0% 
И а 00) 
2р < та". (1) 
Напротивъ, подетавивъ во второй части $ вм%сто а, мы ев уменьшимъ, и 
получимъ 
м. т —1 
ав 2 т.р о Ч), 
Помноживъ неравенство (1) на положительное количество а — Б и вынеся 


за скобки а”-', найдемъ: 


[а — т(а — 5) а" 0%... . (3). 
Подобнымъ же образомъ изъ неравенства (2) найдемъ: 
а" > 6--та— 6)|6"-1. 2... (4). 


Если а — т(а — 0) будетъ количество положительное, то раздфливъ нера- 
венство (3) на а — т(а — б), найдемъ: 

р" 
а— т(а — 5 
саъд. это неравенство возможно при условіи 


ааа 





т — 1 
> т(а — 0), ии Б о“ 
Положивъ »=—и--1, получимъ: 


ъ 2 фт+1 


Уа аы) ’° (5). 


а 





ГВ а> фо Ета 1:4 
Воспользуемся неравенствомъ (3), въ которомъ а > Б, для вывода слфдую- 


щаго неравенства: 
Е 


а = ы 
С раро т ут) 
тд = произвольное, а # — цёлое положительное число. 
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Положивъ въ (3): а=т-Е1 и 6— ж, найдемъ: 
> 1)%+1 
(т 4 1)" < т", откуда ссн. — < (т -|-1).% 


Подставляя сюда выЪето 2» посл%довательно 2, 3, 4, . . . . Е — 1, имфемъ: 


92—92 
33 
< 3" 
41 
а 
КЕ 
Рае .% 
(11 <. 
Перемножая эти неравенства, получимъ 
< 93,38848 0... 18, 
откуда, по извлеченіи квадратнаго корня, находимт: 
Е Е ЕРОС" 
или (У): <1. 2. 3. 4... . Е. 
Отсюда ясно, что 
г" К гк 2 ү 
ИЛЕ Ор СВР а <() | 


Ръшеніе неравенствъ первой степени съ однимъ неизвћетным». 


362. Неръдко случается, что неизвестное вопроса, по свойству самой за- 
дачи, должно заключаться между извЪестными предфлами, и слъд. должно удовле- 
творять въкоторымъ неравенствомъ. Отсюда задача о ршеніи неравенствъ. 

Ришить неравенство значитъ найти предълы, между которыми должны за- 
ключаться значевія неизвфетнаго, для того чтобы неравенство было удовлетворено. 

363. РЬшеніе одного неравенства первой степени съ однииъ неизвЪстнымъ. 
Всякое неравенство первой степени съ 1 непзвъстнымъ, по уничтожевіи дробей, 
по перенесені извъетныхъ членовъ въ одну часть, а неизвъетныхъ въ другую 
и по приведеніи, можетъ быть представлено въ видћ 

об, не (0 

Чтобы найти отсюда предблъ значенй 2, нужно 06% части раздфлить на с, 
а приэтомъ нужно знать зпакъ коэоФишщента а. Отсюда два случая: 

І. Если а>0, то раздъливъ объ части ва є, слдуетъ сохранить знакъ не- 
равенства; такимъ образомъ найдемъ 
ГЛ 
Р 


На 


Заключаемъ, что въ этомъ случа неравенству (1) удовлетворяють већ зна- 


А . 0 (2 
ченія 2, большія > а ШОтому < называется нисшимь предњаом» нвизвћстнаго г. 
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И. Если а < 0, то раздливъ объ части неравенства (1) на отрицательное 
количество а, должны перемфнить смыслъ неравенства; найдемъ 


р 
2 < Р. 
| . В 
хт. е. что неравенетву удовлетворяють већ значенія х, меньшия -_; въ этомъ слу- 
|! 
чаъ т будеть высшим» предњломь неизвъетнаго. 


Приводимъ прим%ры: 
Примъръ І. Бакъ нужно взять 2, чтобы удовлетворить неравенству: 
4 1 & 

Для освобождевія неравенства отъ дробей множимъ объ части на положи- 
тельное число 24: знакъ неравенства отъ этого не измънитоя и мы получимъ 
320—6 4 72 < 1202 — 2 — 456, 

или 3224 66 < 1192 — 456. 

По перенесен членовъ и по приведеніи, найдемъ: 

522 < 872 
откуда, раздёливъ 06% части на положительное число 87, имфемъ 
2> 6. 
Итакъ, всф числа большія 6 удовлетворяютъ данному неравенотву. 
Примъръ П. Ръшить неравенство 
х а 5, а Б. 
ан ата 0-4-0 

Для уничтожевія дробей нужно бы было умножить 06% часта неравенства 
на (а--5)(&—5) или а? — $; но какъ мы не знаемъ знака этого количества, 
то помножимъ 06$ части ва (2° — 5*)*, т.е. на положительное количество; при- 
этомъ знакъ неравенства не перемфнится, и мы получимъ: 
(22 — 5*)(а—5)5 — 4—9 (а-5)> (®— 0%)(а -- 9 — (и — 0%)(а — 0). 

Перенеся неизвестные члены въ лервую часть, а извъстные во вторую и 
одфлавъ надлежащія упрощенія, найдемъ: 

‚ — 20(а° — 0%) > (а — 5°)(а* 4-0%). 

Дадфе приходится дфяить 06% части на коэооищенть при х, а при этомъ 
надо знать знакъ количества 6(4* — 5"); отеюда два случая: 

1) Если 6 (а — 0%) < 0, то — 26(а* — $?) будеть количество положитель- 


ное, и елд. для на него 06 части неравенства, слъдуетъ сохранить знакъ 
неравенства; такимъ образомъ получимъ 


ан нЕ 
* 22 бам? , 
или, по сокращенш дроби на а — 6°: 
а? -|- 2 
>-— 25° 





— 369 — 


2) Если 6(а* — 5) > 0, то раздёляя 06% части неравенства на отрицатель- 
ное количество — 20(0° — 5*), нужно измнить смыслъ неравенства, такъ-что 
въ этомъ случа, по сокращени, найдемъ: 


а 
а, 





Провфримъ найденные для х предёлы на самомъ неравенств$. 
Мы нашли, что при условін: $(а? — 5°) < 0 неравенству удовлетворяютъ 


| А : аз 4-03 
ве значенія х, большія — ор 3 61. дшя повърки должны положить 


. а= — иь 


гдЪ А 2> 0, и это значене х подставить въ данное неравенотво. Одёлавъ это, 
найдемъ: 

















ааа Е 12, и А : 
о О 

паи ОЕ в о Е. 
| 25-5)  @—5 2%(а—%) а 


помноживъ 06% части на количество 26(а--5)(а— 5), по условію, меньшее ну- 
ля, найдемъ по упрощения 
— 25% < 25% ..... (2) 
Но ри 5? положительны, слёд. — 25? отрицательно, а-|- 25*№ положи- 
тельно, и потому неравенство (2), а слёд. и тождественное съ нимъ (1) върно. 
Такимъ же образомъ уб®димся, что при условіи 0(0* — 0*) >> 0 данному не- 


а -|- 52 
25 ` 





равенству удовлетворяютъ већ значенія =, меньшія — 


364. РЪшеніе нЬскольнихъ неравенствъ 1-й степени съ 1 неизвфстнымъ. 


Пусть, напр., имфемъ два неравенства 1-й степени съ однимъ неизв*- 
СТНЫМЪ: 
а> и а>. 


1. Пусть мы нашли: изъ перваго: > т, а изъ втораго: 2 > р. 


Если, приэтомъ, р 22 т, то очевидно, что даннымъ неравенствамъ удовлет- 
воряють већ значевія 2, большія р; такимъ образомъ р есть ниспий предълъ 2. 


2. Если, ръшая неравенства, найдемъ 
а<т и 2 <р, 


и если р < т, то очевидно, что вс значенія х, меньшия р, удовлетворяють 
даннымъ неравенствамъ, ибо такія значеня будуть меньше и 9%. Въ этомъ олу• 
чаъ р есть высшій предлъ неизвфетнаго. 


3. Если найдемъ 
яхт и Яр, 
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то когда р 2> т, очевидно, что даннымъ неравенствамъ удовлетворяютъ већ зна- 


ченія 2, заключающіяся между т и р; т есть нисшій, а р высшій предфлъ для 2, 
4. Если же, найдя 


2>т и &<р, 


окажетея, что т >> р, то предълы будутъ противорћчащіе; а это значитъ, что 
не сущеетвуеть такихъ значеній х, которыя удовлетворяли-бы совмфетно дан- 
нымъ неравенетвамъ. Самыя неравенства въ такомъ случа называются несов- 
мљстными. 


365. Если бы даны были три неравенства, то рёшая ихъ, мы нашли бы: 


1) или х>р , &>9 , 22%; 
2) или =2>р , 20: 5 2<°; 
3) ми яр , #<а , 2 < г; 
4) или х<р , 2<@а , &<г. 


Легко видфть, что въ первомъ случа даннымъ неравенствамъ удовлетво- 
ДЪТЬ, р уча д р 
ряютъ ве значенія 2, большія большаго изъ трехъ количествъ р, у и ~. 


Во второмъ случа даннымъ неравенствамъ удовлетворяютъ звачевія =, 
большія большаго изъ двухъ чиселъ р и 4, но въ тоже зва меньшія ғ, если 
только такія значенія существуютъ. - 


Въ третьемъ случаЪ надо взять 2 больше р, но меньше меньшаго изъ двухъ 
чисель 4 и х, если это возможно. 


Въ четвертомъ случа%, даннымъ неравенствамъ удовлетворяютъ всё зна- 
ченія х, меньшія меньшаго изъ трехъ чисель р, 4 и 7. 


Подобнымъ же образомъ рёшаются системы трехъ, четырехъ и т. д. нера: 
венетвъ съ однимъ неизвъстнымъ 2. 


Ршенів совмфетныхь неравенетвъ первой степени съ нђе- 
колькими неизвћетными. 


366. Когда имфемъ несколько неравенствъ первой степени съ нЪеколькими 
неизвстными, то не всегда можно найти предфлы для каждаго неизв%стнаго. 

Для нахожденія этихъ предфловъ үпотребляютъ или методь сравниванія 
величин неизвъетныхь, или методь уравниванія коэффицієнтовь при одномъ 
и томъ же неизвфетномъ. 


367. Методъ еравненія величинъ неизвстныхъ. Пусть требуется рфшить 
два неравенства съ двумя неизвфетными: 


5% —Зу>4, 
82+ ду > 25. 
Выводя предёлы для 2, находимъ: изъ перваго неравенства 


2 Р, 
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а изъ втораго 
25 — у 
ЗУУ 
Такъ какъ получились два нисшіе пред%ла для неизвфетнаго, то нельзя ска- 
зать, который изъ нихъ больше, и нельзя так. обр. исключить 2. Если же рћ- 
шимъ неравенства относительно у, то найдемъ. 





2 > 


5х — 4 


55...00) в т 


2. ? -. (2). 


и исключене у возможно. Въ самомъ дълћ, первая дробь, какъ большая коли- 
чества у, очевидно, больше второй дроби, какъ меньшей того же самаго у; слЪъд. 








у < 


54—4_ 95 — 80 
872—9 


Ршивъ это неравенство, находимъ 
83 15 
>54 ИЛИ #> 45. . 
15 
34° 


нихъ соотвётетвуютъ два предфла для у, изъ неравенствъ (1) и (2). Такъ, взявъ 
2 == 3, найдемъ, что 


Давая х какое угодно значені, большее 2.-, найдемъ, что каждому изъ 


1 
у<32. но 2 5: 


3 ? 
Взявъ 2:4, найдемъ 
1 1 
у < 5=, но Ио 
Такимъ образомъ, данныя неравенства могутъ быть удовлетворены безчис- 


леннымъ множествомъ значеній х и у. 
Пусть требуется ръшить три неравенства съ 3 неизвестными: 
| 22 — у -|- 2 4 1>0, 
я ду 2—2 < 0, (1) 
324 ду — 2—12 0. 


РЪшивъ ихъ относительно 2, находамъ: 








2<2-|-2 — 24 і (2) 
оа лс І 


Очевидно, что 2-2 — 2у, какъ выраженіе бельшее 2, больше каждой изъ 
дробей, меньшихъ 2; елд. у и 2 удовлетворяютъ двумъ перавенствамъ: 
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Рашая эти два неравенства относительно у, найдемъ: 
3 5 - 
= 98 Е +5 | 


22 
у < — у < :—. 
0 ~. 5 И = 4 


Давая 2 произвольное значеше, напр. 2 == 0, изъ посафинихь неравенствъ 
находимъ: 


0<1 и <; 


взявъ теперь какое угодно значеніе, меньшее 1, для у, положивъ напр. у = — 1, 
мы удовлетворимъ неравенствамъ (4). 
Внося въ систему (2) у= — 1 и 2—0, найдемъ 


д>-—1, 2<4, 221. 
Олд., взявъ 1 < 2 < 4, мы удовлетворимъ этимъ тремъ неравенствамъ. 
Такъ напр. 
2222, У=1, #=0; 85294, у=—1, 22-0; 02-3, у=-—1, #==0; ит. п. 
удовлетворяютъ даннымъ неравенствамъ. 


368. Методъ уравниванія коэффиціентовъ. Пусть требуется ръшить не- 
равенства: 


5% — Зу > 4, 
8:4 20 > 25. 


Желая исключить х, мы должны умножить первое неравенство на 8, а вто- 
ров на 5, посл чего получимъ у 


40% — 24у > 32 и 402 -- 10у > 125. 


Затёмъ слЪдовало-бы вычесть одно неравенство изъ другаго; но такъ какъ 
мы не имфемъ права вычитать неравенства одинаковаго смысла, то и нельзя 
этимъ пріемомъ исключить 2. Но можно исключить у, помноживъ первое нера- 
венство на 2, а второе на 3, и сложивъ ихъ, что позволительно; такимъ 06б- 
разомъ найдемъ: 


34272 83, откуда 22228. 


Затфмъ, продолжаемъ такъ, какъ указано въ $ 367. 


Когда предложенныя неравенства противоположнаго смысла, можно мето- 
домъ уравнивавія коэооиціентовъ исключить неизвЪстное, имћющее въ обћихъ 
неравенствахъ одинаковый знакъ. Такъ, имя неравенства 


22| Зу > 23, 
32+ ду < 22, 


можно исключить 2, умноживъ первое на 3, второе на 2 и вычтя второе изъ 
перваго. Такимъ путемъ найдемъ 


у 2 5. 


Давая у какое угодно значен!е, большее 5, напр. 7, найдемъ два предёла 
для 2: 


221, 2<92. 
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Подобнымъ образомъ яожно бы было исключить и у; вычитая утроенное 

второе изъ удвоеннаго перваго неравенства, нашли бы 
#<+. 

Затмъ, для 2 < 4, можно изъ данныхъ неравенетвъ найти предфлы для у. 

Примъчаще. Не всякую систему неравенствъ можно рфшить. 

Пусть, напр., даны неравенства 

32 4- 5у > 1, 4х + Зу 2 9. 

ЗамЪчаемъ, во-первыхъ, что нельзя исключить у, такъ — какъ нелозволи- 
тельно дфлать почленное вычитане неравенствъ одинаковаго смысла. Также, не- 
прим нимь въ данномъ случа и способъ подстановленія, потому-что ръшивъ, 
напр., первое неравенство относительно у, найдемъ нисшій предълъ для у, а 
замЪнивъ у этимъ предћхомъ въ выраженін 42 -- 5у, мы послъднее уменьшимъ, 
а слъд. останется неизвстнымъ, будетъ-ни оно пеобходимо больше 9. Такимгь 
же точно образомъ убфдимея, что нельзя пеключить и 2. 

Вообще, можетъ случиться, что нельзя найти иредъловъ ни для одного не- 
извЪстнаго; или же можно найти предълъ для одного неизвфетнаго, или, нако- 
нецъ, и дня обоихъ. 

369. Задачи. 


1. Умножить 06% части каждаго изъ нпжеслЬдующихъ неравенствъ на указан“ 
ные множители: 


а) —9<1 на 2; Ъ) 3>0,5 на —2; с) а> 6 на —0; 
9) 402> — 2 на — 9; в) —7<—9 ва —4 Юта н —т; 
5) 18—02 <5 на а. 


2. Раздфлить обв части каждаго изъ слфдующихъ неравенетвъ па указанныя ко- 
личества: 


а) 36 <48 на —6; Ъ) < на а; с) 02—00 а—Ь на а 
а) 548 < 15402 ва — ба; е) 1352-- 260 >> 9122 па. — 18. 
3. Возвысить въ указанныя степени неравенства: 
а) ао >а— 2 вь кубъ; Б) а < т+|- 1 въ квадратъ; 
с) 24-1 < у въ четвертую степен 1) 14-2 — а> 2—0 въ квадралъ; 
е) 3> — 2 въ кубъ; ) а—1 < 0—92 въ пятую степень; 
5) —1> —2 въ пятую степень; ъ) 1-2 < —0 вь кубъ; 
1) 3 —е> —1 въ седьмую степень; 
4. Извлечь корни: 
а) изъ 27 >> 8 —кубичный; Ъ) изъ — 125 < -|-64 — кубичный. 
с) изъ 729 >> 848 — кубичный; а) изъ — 7776 < — 248 — пятой степени; 
е) изъ —729<--848—кубичный; #) изъ 625<2401-——четвертаго порядка. 
5. Упростить неравенства: 
а) (0—2) 4-2 >> а — аа(а — х); 
№) 28—99 < (2—5)(2%-- 0%); 
с) а — 26 >> (0% — 22)(02 4 а*-|- 2). 
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6. Которая изъ двухъ сумыъ: /7-- /10 и үЗ--ү19 больше? 
7. Тотъ-же вопросъ относительно. /8--\/18 и у (/20. 


8. Тотъ-же вопросъ относительно ү/104-/8--у6 и у2- 3-24. 


9. Доказать неравенство. 

Мо 25 +з 5] м0 375 УЗ 03 7. 
10. Если а, В и с позожительны, то доказать, что 

@-ь-- 9 — (02-284 9 > (а--0)04-9(--а). 
11. Провфрить неравенство 
(24-4 <) > ав - о) 4-с а — 5) 4 (а 5—5. 
12. Доказать, что 
26 — 23у -|- 429% 4- 2433 -|- 23у — уж 96 0. 

13. Доказать, что если а, $, с, ©, у, 2 — количества положительныя, то 


ао «уди ах уара, 


и что неравенство превращается въ равенство, если 





а ъ с 


— = —— =, 


у А 
14. Доказать, что при положительныхъ а, 6 и с: 
8абе < (а-Н 5)( + с)(с-- о). 
15. Доказать, что при томъ-же услови 
бабе < аб (а-[6) | ас(а-|- с) -- Ве (6 -| в) < а -|- 03 4 сә). 
16. Доказать, что при всякихъ а, фи с: 
а -|- 02 -|- с а 4- ае-- с; 
если же а, Б и с представляють стороны прямоугольнато треугольника, то 
а 4-02 с < 2(а У ав Ьо). 
17. Доказать, что если а, о пси т. д. положительны, то: 
1) 43-4 -- с > 3055; 


2) (а-00-+-0(е4-а) < 3. (09024-09), 


3) (0-04-00 4 два а 4-8) (а--0--0(00-- асве). 
4) ирис > ае(а 4-с). 


5) о Ее ЕИ аен + 2 > т, 1дф мю есть число буквъ а, б,..., 1. 





6) 1.2.3.4...... „<(“ т о 


1) Тло ауы 

8) 27а < (04-0 1-с)? < 9(а3 4-03 -|- с3). 

9) (05-4 ас 0)(а--0 4-е) > 9а5с. г 
10) (а — с) (24-с —– в} 0-с а)? > а де са. 
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а?\ 1 12\1 29 
п) (8) (8) з > уа уф. 

18. Если @, В, си а суть четыре положптельныя числа, то доказать, что третье 

и четвертое изъ неравенетвъ 
02 — 4а4с >> 0, а0%— 14-с 0, 9020—50 и ай —– ср 0. 

суть слдствія трехъ остальныхъ. 

19. Если 

12 4- т? 4 т2-1 и 184-24-21, 

то и тт! ит < 1. 


20. Показать, что 2? — 852 -|- 292 не можеть быть меньше 6, какова бы ни была 
величина 2. 


г 91. Что больше: 223 или 2-4-1? 
799, Доказать, что при веякомъ 2, отличномъ 0тъ 1, 
1-4 22 > а | 243, 


а при 21 неравенство обращается въ равенство. 
1 
/23. Если ж >> 1, то 2+1. ра =. когда 2 >> 1 пли < и 


„24. Если изь двухъ положительныхь чисехь 4 и б, а> б, то 
Маз 4 (а а. 
25. Если а, Ъ н е, иш В, сиа, или с, ан 0 ндутъ убывая, то 
а? -|- 2 -- с?а > азс -|- Ба У 55; 
если же онф идуть возрастая, то 
аб -|- 52е- с2а < а?с -- Ва -- с, 
полагая, что а, б и с — положительны. 
26. Доказать неравенство 
(А24-В% 4 08... .. (9-4-4 е--..... ) > (40 4- ВЪ- Се... .. )*, 
каковы бы ни были количества А, В, ..., 0, 65, . 
27. При положительныхъ а, 6 и с нифемъ: 
Эабс < (аъ с) (а 4-02 -- сз). 
28. Доказать, что всякая дробь т (гд а и б полож.), сложенная съ обращенною 
дробью, даетъ сумму, большую 2. 


29. Доказать, что если а, бф и с положительны, то 


2 26 2с 
1) ре р е 





а 
а3 4- 3. а 0% 
2) ати” аъ ` 
30. Доказать, это 93 -- 1:> т? -|- л. 
31. Которое изъ двухъ количествъ: "Ум н "х -1 больше другаго, полагая 


п > 0. 
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32. Доказать, что разность между ариеметическою и геометрическою срединамн 


1 
двухъ положительныхъ чиселъ меньше 8 квадрата разности этихъ чиселъ, разд$лен- 


А 1 Е = 
ной на меньшее число, но больше = квадрата тои же разности, раздёленной на 


большее число. 


33. Доказать, что неравенство 
а?(ь -|- с) 4 а(° -|- с — с) > 0 
справедливо при всякихъ величинахъ а, $ п с. 
34. Которая изъ двухъ дробей $ 
а" — $" аз — м 
а" “ар 
больше, въ предположеніи, что а >> б, гд а и б ноложительны. 
35. Вели 22-а 0% и 9 с | 4°, то показать, что 
ху > ас-4- ъа или аа-Н 6. 
36. Если х > 4, то показать, что 
23 — 94 24 — уі 
423 
37. Еедп а, ф и л — числа положиоельныя, то доказать, что 


а — ћ а -|-ћ. 
ар <р 


а — а ћ 
а приоаъ>ь , Рр р те. 


38. Если числа а и 6 одинаковаго знака, то всегда 


а-аа) >14. 


Общфе, если а, б, с, . . . . , 1 числа положительныя, то всегда 
(14 4(14- 0). ... (146021404544... 


39. Гармоническою срединою р чисель а, Б, С, . . . ., Ё, 1 называютъ число 
2, удовлетворяющее равенству 


р _1 1 1 1 1 
ао. 


Доказать, что гармоническая средина неколькихъ положительныхъ чиселъ всегда 
меньше ихъ геометрической средины. 


при а < имфемъ: 


ОЕ К 
40. Доказать, что въ треугольник отношеніе <= (т есть радіусъ вписан- 


наго, а В, —опиєаннаго круга). 


41. Доказать, что въ прямоугольномъ треугольник сумма тппотенузы и высоты 
больше полупериметра. 


42. Доказать, что во всякомъ треугольннЕ® 


< у — а), 
24 
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43. Изъ геометріи извЪстно, что сели А и А’ означають илощади двухь пра- 
вильныхь винсанныхь многоугольниковъ ой и 2% сторонахъ, а В и В’ — площади 
подобвыхъ имъ описанныхь многоугольниковъ, то 


2АВ 
= В — 
А А.В и АА 
Р ГА 


К 1 
Доказать, что отношевіе сар а меньше РЕ. но что когда В А, и ВА 





А 1 
приближаются къ 0, то это отношеніе приближается къ т 
® 
44. Если р п р’ съ одной стороны, н Ри Р’-— съ другой, означають перимет- 
ры многоугольниковъ предыдущей задачи, то изъ геометрін извЪстно, что: 
2Рр Е 
у у Г 
= — п == У] Е" 
Р р РУ 
А (4 


р 1 1 
Доказать, что эа всегда < Си приближается къ предфлу 1’ котла 
Р —р и Р’ — р’ стремятся къ нулю. 


45. Изъ теометрін извЪстно, что если В и ~ суть радіусъ круга н аповема 
правильнаго вписаннаго многоугольника, а Б’ но’ радусъ и апоеема многоугольника 
съ тЬмъ же периметромъ, но съ двойнымъ числомъ сторонъ, то 


Доказать, что отношеніе - 





1 1 
„’ Всегда меньшее -„, стремится къ <’ 80128 
) — 


К —” и В -— ғ стремятся къ нулю. 


46. Доказать, что объемъ усЪченнаго параллельно основанію конуса больше 


объема цилиндра, им$ющаго туже высоту, а основаніемъ — среднее съченіе усћчен- 
паго конуса. 


47. Если буквою й обозначить высоту бочки, 7 — радіусы ея основаній, а бук- 
вою К — радіусъ средвлго сфченя, то объемъ бочки вычисляется по одной изъ слћ- 
дующихъ приблизительныхъ формулъ: 


т} 


У 3 з *) 
Еги 9 „© — НХ — . 
У=- (26° 4 7%), У== {в 5 (В )} 
Доказать, что У У”. 


48. Доказать, что объемъ сферическаго слоя меньше объема цилиндра, имЪю- 
щаго ту-же высоту, а основаніемъ — среднее сФчене слоя. 


49. Два неравныхъ шара лежать одинъ внъ другаго, не имъя общихъ точекъ. 
Точки пересфченія ихъ съ линіей центровъ принимаютъ за вершины двухъ конусов», 
касательныхъ къ шарамъ. Доказать, что поверхность сегмента, отдфляемаго кону- 
сомъ, касательнымъ въ большему шару, больше поверхности, отдБляемой другимъ 
конусомъ на меньшемъ шар%. 

50. Доказать, что если 01, 03, . . . . , а, суть числа похожительпыя, то 

п — 


- 1 (ры а... Ча) > Ума, | Уна + Ува. Ма, ла, 


а. 








*) Первая — формула Ухтреда (Опё ге); вторая — Деца (рех). 
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51. Доказать, что 
(ира... Ч) < па ай... | а,). 
52. Если два количества а и $ связаны условіемъ 
е 4 ар\* 
040: 


то одно изъ нихъ численно больше, а другое меньше 1. 





< 1, 


РЪшить слъдующія неравенства первой степени съ однимъ нензв\фетнымт: 
53. (2-4 1): < 22 4- 3х — 5. 


54. 0,92 — 31 22 132—5 а. 





22 1 3% 1 
о Б 0 
Е ЕЕЕ АБЭ Т 

3 7 2 8 д, 613 
ато вы, 
вт, 5060-1 04011, 

4. 8 19 6 


58. (а -|- 2) + 32 < (92 — 1) -|- 7. 
59. (22 — аЗ) < (2 — а)(22 — 202 -|- 2). 


60. Между какими предфлами должно измфнять 2, чтобы разность д? — а? оста- 
валась отрицательною? 


—1 
была от- 


61. Между какими предфлами должно измфнять х, чтобы дробь о 





рицательна? 
62. Р»шить неравенство 


2а5 -- 36 
бб — аа <“ 
63. РЬшить неравенство 


265 


а? З=, 12 
я 575 Га’ 


64. Опредфлить зависимость между р и 0, при которой совместно лмфемъ 





&=УР и 23 —ух--9<0, 
причемт р — положительно. 
65. Между какими предЪлами слёдуеть изм$нять 2, чтобы удовлетворить не- 
равенству 
3х 1 2 


о Рао И 
р 





2 — 1 


ОпредЪфлить веБ улья значенія 2, удовлетворяющія каждой изъ елћдующихъ 
системъ двухъ перавенствъ съ 1 неизвЪстнымъ: 


66. 20—52 81 и фт. 


67. 75—15 2245-80 и 5—68. > 





& — 4 2, 224-11 
=> 25 — += 
9 2 4 | 8 а 3 


24% 























т м-р 


и 


2% 2 _ х 
89. 7 — 61502 4- т > 18100 — = - 397 и 


Ён 2 2 
ро ә 7 Шаа 
тт 
5% 9 25 32 52 
а Е БР рса Е 
70. 6 4 => 3 7 8 п 4 1< ОЕ 10 
Р%шить слБдущія совмфетныя неравенства; Ы 


\м.Т1. 40—807 11 и 70 — 2270 8. 
79. 82 —Зи 10 и — 55-Е 2у> 8. 
73. ву < 90 и 5—Зу< 10. 
74. 35—17 2 3у п 2(1— 82) > 40 — 32 — 97. 
75. (04-2) — у < Зал — 5-|- 2% н 2-4 2ау < 15 — 3х. 


76. Разстояніе между точками А п В равно 26; сумма разстояній точки М отъ 
А п В равна постоянной величин 20, причемь а >> е. Между какамп предБлами 
могутъ измБняться МА и МВ? 


тт. Пусть будуть х п у два какіе нибудь положительныя числа, цфлыя или 
дробныя, причемь 2 < у. Доказать, что существуетъ безчисленное множество системт 
значеній для двухъ ифлыхъ чиселъ р и 4, удовлетворяющахъ условію 
д -- ані №1 А У 
2441 99 ^ 
Приложить къ случаю: #=10, у==11. 





78. Сколько монеть въ кошелькВ, если извЪстно, что двойное чнело пхъ, умень- 
шенное шестью, не больше 2, а пятерное ихъ число, уменьшенное 7-ю, не меньше 3: 


ГЛАВА 32. 


Изел%дованіе уравненія первой степени съ однимъ неизвћ- 
стТНЫМЪ 


Р»шен!я: положительныя, отрицательныя, нулевыя, безконечныя, неопредъленныя. — 
Примфры изсяЪдованія буквенныхъ вопросовъ. — Задачи. 


870. Выразивъ условія задачи уравненіемъ и рфшивъ это уравненіе, найденное 
р%шеніе изеслъдуютъ. Прнэтомъ надо различать два случая. 

1. Когда задача дана въ числахъ, х. е. въ форми частной задачи, то получен- 
пое рЪшеніе, удовлетворяя уравненію, не всегда представляеть вмфетВ съ этимъ и 
отвътъ на вопросъ, алтебранческимъ выраженіемъ котораго служитъ уравненіе. Такъ, 
напр., если въ задачЪ требуется опредфлить число людей, и мы, составивъ уравненіе 


3 1 
и рЬшивъ его, найдемъ, что искомое чисхо равно д ии 105» то подобныя числа, 


удовлетворяя үравпенію, никоимъ образомъ не могутъ служить отвћтомъ па предло 


Ва 

женвую задачу, нбо число людей можеть выражаться только цфлыми числами. Другой 
примЁръ. Если въ задач требуется опредфлнть сторону треугольника, и ръшивъ 
уравненіе, вытекающее изъ условій задачи, мы найдемъ, что длина стороны треуголь- 
ника равна — 3 ф., то подобное рЪшеніе, удовлетворяя ур-нію, очевидно не можеть 
выражать длину стороны треугольника. Подобныя ршенія, не соотвфтетвующия 
смыслу задачи, указываютъ на ея невозможность. Разысканіе — гд вроютея причи- 
ны невозможности вопроса, составляетъ задачу изсльдованя. 

Затмъ, иногда искомыя ршенія являются въ особыхъ формахъ — нуля, без- 
конечности или неопредхенности. ИзелЪдованіе значенія подобныхъ формъ по отно- 
шенію къ задачф также составляетъ предметъ изс.2љд0ованія. 

2. Когда данныя вопроса выражены буквами, т. е. задача предложена въ общемъ 
видф, то значен!я неизвЪстныхъ выразятся формулами, составленными изъ этихъ 
буквъ. Опредленіе условій, которымъ должны удовлетворять данныя для того чтобы 
задача была возможна; а также изучен!е всфхъ замфчательныхъ обстоятельствъ, какія 
можетъ представить разсматриваемая формула при всевозможныхъ предположеніяхъ 
относительно данвыхъ, составляетъ также предметъ 13слљдованія. 

371. Если задача приводить къ уравненію первой степени съ однимъ неизвё- 
стнымъ, то это ур., по освобожденін отъ дробей, по перенесения членовъ п по 
приведеніи, всегда можетъ быть приведено къ виду 


а=... .... (1). 


Для ръшенія его, мы должны об% части раздфлить на коэффищенть @ при х. 
Если а есть количество конечное н отличное отъ нуля, то сказанное дзен! 
позволительно, и мы получимъ ур. 


з 
| 
: 


(2) 


тождественное съ (1). Такъ какъ ур. (2) удовлетворяется тполько ири 2—2, то 
заключаемъ, что и тождественное съ нимъ (1) имфеть въ данномъ случаЪ одно един- 
ственное реше, равное г которое можетъ быть или похожительное, или отрица- 
тельное, смотря по тому, будутъ-ли а п В имфть знаки одинаковые плн разные. При 


Б —0 это рЪшевіе обращается въ 0. 
Но если положить а == 0, то мы уже не пмфемъ права множить обф части 


Я 1 
ур-нія (1) на дробь "= которая въ этомъ случа равна Оо, ибо мы не можемъ 


утверждать, что новое уравнен!е будетъ въ данномъ случаъ необходимо тождественно 
давному. ЦЪль изслБдованія — розыскать, каково будетъ рБшепіе уравненія (1) въ 
частомъ случа а= 0, причемъ Б можеть быть или отлично отъ нуля, или также 
равно нулю. 

Изъ сказаннаго заключаемъ, что вамъ пмедстоптъ разсмотр$ть слёдующіе случаи: 

1) а п Б конечны п имФютъ одинаковые знаки; 

2) а и конечны и пмћютъ протпвоположные знаки; 

3) а — конечно, 6—0; 

4) «—=0, Б — конечно; 

5) а=0 и 50. 


372. І. Положительныя рЬшенія. — Когда а и Б конечны и пмъютъ одинако- 
Ъ б 
вые зваки, то 2 -—, вакъ частное отъ раздћлепія двухъ конечныхъ количествъ 


одинаковаго знака, означаеть конечное положительное число. Это же самое не- 
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посредственно видно и изъ ур. (1); въ самомъ дёл%, будутъ-ли а и 6 оба положи- 
тельны или оба отрицательны, выраженія ах и Ь могуть быть уравнены только 
выборомъ опредфленнаго положительная значенія для к. 

По отношенію къ задач, положительныя значенія, получаемыя для неизвфстнато, 
въ болъшинствњъ случаевъ представляють вполнф опред®ленный и ясный отвЬть на 
нее, и этимъ самымъ показываютъ возможность задачи. Подтвержденемъ этому служатъ 
всф задачи, рёшенныя нами въ 8$ 280 —287. : 

Но есть случан, когда положительныя рёшенія, удовлетворяя уравненію, не 
представляють, одвако, удовлетворительнато отвфта на задачу и этимъ обнаруживаютъ 
ея невозможность. Это бываетъ нменно тогда, когда неизвћетное вопроса, по самому 
смыслу задачи, должно удовлетворять такнмъ условіямъ, которыя не могутъ быть 
выражены уравненіемъ; напр., когда неизвестное должно быть цБлымъ числом, 
или не должно выходить изъ опредфленвыхъ предфловъ. Въ такихъ случаяхъ поло* 
жительное рЕшевіе, не удовлетворяющее этниъ особымъ условіямъ, унажетъ намъ, 
что задача невозможна. : 

Въ поясненіе приводимъ слъдующіе примфры. 

Примъръ 1.—-Лартія рабочихъ, состоящая изъ мушинь ц женщи, въ числ 
50 человњкъ, заработала въ 6 дней 170 руб., причемь каждый мушина получаль въ 
день по 1 рублю, а каждая женщина по 50 коптъекз. Сколько было мушинь и жен- 
шин? 

Пусть мущинъ было 2; слд. число женщинъ равнялось 50 — 2; каждый мущи- 
на получалъ въ день 1 р., след. 2 мущинъ въ 6 дней заработали 62 руб.; 50 — 2 


женщинъ, получая въ день по 5 р. каждая, въ 6 дней получили 6.2.650 —а) или 
3(50 — 2) руб. По условію задачи: 
624 3(50 — 2) = 170. 
Р+%шая ур., найдемъ, что число мущинъ 
2 
а=, 65; 
а число женщинъ 


5 ЕЕ: 
50 #—48 5 


Изсльдованте. — Эти дробныя р$шен!я суть единственныя рфшевя, удовле- 
творяющія уравненію; но уравнен!е представляетъ точное п полное выраженіе условія 
задачи. Олд. другнхъ рБшеній задача не можетъ имЗть. Но по смыслу задачи рћ- 
шенія должны быть числами цфлыми; а какъ уравменіе дало дробныя рЪшенія, то 
заключаемъ, что задача невозможна. 

О невозможности задачи можно судить по самымт условіямъ; въ самомъ дфлЪ, 
суммы, заработанныя мущинами и женщинами, суть числа кратныя 3, сад. и полная 
сумма должна выражаться числомъ кратнымъ 3; между тЬмъ, 170 не им%етъ этого 
свойства. Въ этомъ п состонть несообразность условій, выразившаяся полученіемъ 
дробныхь рЪшеній. 

Примъръ П.— Оиредљлить двузначное число, въ которомь сумма цифр равна 
14, есль извњстно, что придавъ къ числу 72, найдемь число обращенное? 

Пусть цифра единиць равна 1, тогда цифра десятковъ выразится формулою 


14 — и, самое же число формулою (14 — и).10 -- ч; обращепное будетъ: 10и-- 
(14 — и). По условію: 


(14 — и).10 4-14-72 10и 14 — и. 
Р%шая уравнене, найденъ: и 11, @—3, 
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Изсяедовднте, Это цБлое положительное р®фшен!е есть единственное р%ше- 
ніе, удовлетворяющее уравненію; слфд. задача не можеть нм$ть другаго рёшевя. 
Но свойство вопроса требуетъ, чтобы искомыя числа ни превышали 9; и какъ одно 
изъ нихь превышаеть этотъ предфлъ, то заключаемъ, что задача невозможна, 

О невозможности задачи можно судить по самымъ условіямъ. Въ самомъ дфлф, 
двузначное число, котораго сумма цифръ равна 14, можеть быть: или 59, или 68, 
или 77, или 86, или 95. Къ какому бы изъ этихъ чиселъ ни придали 72, никогда не 
получимъ обращеннаго числа, такъ какъ каждый разъ будуть получаться числа трех- 
значныя. 


373. П. Отрицательныя рёшеня. — Когда а п В конечны п имфють противо- 
|, 
положные знаки, то формула ==. даеть для нензвЪстнаго конечное отурицатель- 


ное число. Это непосредственно видно и изъ уравненія ах == 0; въ самомъ дъ:%, 
пусть напр. а > 0, а Б < 0: очевидно, что ур. не можетъ быть удовлетворено ни- 
какимъ положительнымъ значенемъ 1, ибо произведеніе положительныхъ чиселъ а и 
х не можеть дать отрицательнаго числа; но об части могутъ быть уравнены выбо- 
ромъ отрицательнаго значенія для х, ибо произведеніе положительнато а на отрица- 
тельное х дастъ отрицательное количество Б, при опредБленномъ числовомъ значении т. 

По отношевію къ отрицательнымъ р%шенямь докажемъ слфдующую теорему, 
| примненіе которой тотчасъ же найдетъ себф мфето. 


374. Теорема, — Два уравненія съ однимъ неизвьстнымь, разнящіяся между 
собою только знаками членовъ, содржащиль неизвњстное, имњютъ рьшешя равныя 
по величинњ, но противоположныя по знаку. 


Въ самомъ дл, возьмемъ два уравненія 
аз са 40.0... (1) п —@а- = вфа.... (2). 


Рушая первое, найдемъ 





ръшая второе, имфемъ: И 
1—0. 
ас 





Сравнивая обЪ формулы для х, замфчаемъ, что они имЪютъ одинаковую величину, 
но противоположные знаки, такъ-что если рёшене 1-го ур. положительно, то рфше- 
ніе 2-го отрицательно, и наоборотъ. 

Итакъ, если уравненіе 1-й степени съ однимъ пеизвфстнымъ имфеть отрицатель- 
ное рфшене, то такое же точно по абсолютной величин р%иея1е, но взятое съ по- 
ложительнымъ знакомъ, удовлетворяетъ уравненію, которое получается изъ перваго 
уравненія перемћною х на — 2. 


375. Перейдемъ теперь къ разсмотрёню вопроса о томъ, какое значеше мо- 
жетъ имть отрицательное ршеніе по отношенію къ задачћ, отв$томъ на которую 
оно служить. Разборъ нижеслдующихъ задать покажетъ намъ, что отрицательное 























рБшеніе всегда служитъ указаніемъ на одно изъ сл$дующихь обстоятельствъ: 1) или 
аресЧАИНЕ. 


на нфкоторую несообразность. въ. условілхъ задачи, —несообразность, которую, впро- 
чемт, можно исправить; 9) или на неправильную постановку вопроса; 3). или на не- 
правильное. предположеніе, сдфланное при составлени уравненія ИЗЪ условій. задачи. 
и обусловленное не внознё опредъленною формою вопроса; или, наконец, 4) на 
абсолютную невозможность задачи. 
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376. Пьимъръ І. — Найти цњну одною фунта нькотораю товара, зная, 


что зьна 3 фунтовь е0, уменьшенная 5-ю рублями, равна цњнњ 7 фунтовь, увели- 
ченной двумя рублями? 


Пусть цфиа фунта будетъ 2 руб. Изъ усховія задачи непосредственно получаемь 
уравненіе 
32—5— 7-2, 
ръшивъ которое, получаемъ 


а= — —-• 


ИзсІвдовАнІЕ. — Получили отрицательное рфшен{е; но искомая величина — 
цфна фунта товара, по существу своему, положительна; заключаемъ, что отрицатель- 
ное рфшене должно указывать на несообразность въ самыхъ условіяхъ задачи. Въ 
данномъ случа эта несообразность прямо бросается въ глаза: въ самомъ дфлф, цЪна 
3 фунтовъ, уменьшенная 5-ю рублями, никакъ не можетъ равняться большей дъвЪ 
(7-мп ф.), да еще увеличенной 2-мя рублями. 

Попытаемся исправить несообразныя условія задачи; и для этого замЕтимъ, что 


сели въ уравненіе, составленное по этимъ условіямъ, вместо х подставпмъ — <, то 
новое уравненіе 


— 30—55 — 72-2, ..... (1) 


будеть пмЪть рфшен!е, по абсолютной величии равное прежнему, а по знаку поло- 
жительное, т. е. новому ур-нію удовлетворяетъ 


т 
==. 


Оно будеть представлять прямой отвФть на задачу, соотвфтствующую измфнен- 
ному ур-нію (1); поэтому, если окажется возможнымъ слегка изм$ниить условія данной 
задачи, не измняя численной величины данныхъ, такъ-чтобы новая задача соотвЪт- 
ствовала, ур-н!ю (1), то положительное рфшен!е и будетъь служить прямымъ отвфтомъ 
на изифненную задачу. Помноживт 06% части ур-нія (1) на —1, дадимъ ему видъ 

38—75=172—2,.... (2). 

Такъ какъ здЪеь къ 3% придается 5, а не вычитается 5, какъ было въ перво- 
начальномъ ур-нш; затмъ изъ 72 вычитается 2, а не вридается, какъ въ первонач, 
ур-нш, то очевидно, что ур. (2) есть алгебраическое выраженіе условій слфдующей 
задачи: 

„найти дну фунта нБкотораго товара, зная, что цфна З фунтовъ его, увеличенная 
5-ю рублями, равна цн 7 фунтовъ, уменьшенной 2-мя рублями?“ 

Отвфтъ: 1 р. 75 в. удовлетворяетъ этой задачЪ, какъ нетрудно убфдиться по- 
вЪркою. 

Возможность исправлен1я задачи въ данномъ случаф обусловливалась тфмъ, что 
хотя искомое и есть здБсеь величина, положительная, но данныя (5 р. п2 р.) могутъ быть 
принимаемы въ двухъ противоположныхъ значеніяхъ — въ смыслё придаваемыхъ п 
вычитаемыхъ величинъ. 

ПриМм%ъРрЪ П.— Найти люта нљкотораю лица, зная, что если изь пять разь 
взята1о числа ею льть вычесть удвоенный возрастъ, который оно имњло 20 лътљъ 
тому назадь, то въ остаткъ получится число лътъ, какое оно будеть имють че- 
резъ 12 лъть? 


Пусть будеть 2 — требуемый возрастъ. Изъ условЙ задачи непосредственно 
получаемъ уравненіе 


5% —(#— 20).2=2--19..... (1). 
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ТР%щивъ уравневіе, паходимъ 
—— 14. 


ИзслъдовАнІЕ. — Искомая везличина-—число лфть лица, ло существу своему, 
положительная; а потому отрицательное рЪшеніе указываетъ на невозможность зада- 
чи. Эту невозможность легко обнаружить слъдующимъ образомъ. Если нзъ упятерен- 
наго числа лБтъ лица вычесть удвоенное число лфтъ, которое лицо это имфло 20 
лЪть тому назадъ, то получится бх — (1—20).2 пли 32--40; при положительномъ 
х, каково это количество и должно быть по существу своему, 8х--40 никонмъ 
образомъ не можеть равняться 2 -|- 12, т. е. условія задачи невозможны. Попытаем- 
ся теперь измфнить условія задачи, не измёняя величины данныхъ, такъ, чтобы 
задача сдБлалась возможною и имла рЬшеніемъ положительное число 14. Съ этою 
цфлью измфнимъ въ уравнени (1) х въ — 2; найдемъ: 


— 5 —(—-я— 20)2 = —#--12, 
или, помноживъ 066 части на — 1: 
51 — (2 4 20)2 == х — 19. 

По известной теорем, рБшеніе этого ур-нія есть 2 -|- 14; оно представляеть 

прямой отвфтъь на задачу, соотвфтствующую этому ур -вію. Задача эта, очевидно, 
такова: 
„Найти`возрасть лица, зная, что если изъ упятереннаго числа его лфть вычесть 
удвоенное число лЪтъ, какое оно будетъ имњть черезь 20 лють (а не: какое оно 
им%ло 20 л. тому назадъ, какъ было въ условін данной задачи), то въ остатк% по- 
лучится число лфтъ, какое это лицо имфло 12 л. тому назад (вмЪсто: будетъ нмЪть 
черезъ 12 л., какъ дано было въ условіи задачи). 

Легко провфрить, что число 14 удовлетворяегъ условіямъ ‚ этой измфненной задачи. 

ПрРимъръ Ш.— Отцу 40 лють, а сыну 13; черезь сколько лњтъ отець будеть 
вчетверо старше сына? 

Положимъ, что черезъ х лЬтъ отъ настоящаго времени отецъ будеть вчетверо 


старше сына; елд. отцу будеть 40--2, а сыну 18--2 лтъ; н по условію задачи 
имфемъ ур-ніе 


404-22 4(13 4-2). . .. (1). 

РБшивъ это ур., найдемъ 

а= — 4, 

ИзслъдовАНнІЕ. — Прямымъ отвфтомъ на вопросъ должно бы было служить 
положительное рБшеніе; отрицательное рБшеніе указываетъ, что вопросъ невозможен 
въ томъ смыслъ, въ какомъ онъ заданъ. Невозможность вопроса можно обнаружить 
слёдующимъ образомъ. Отношеніе лфтъ отца къ лЬтамъ сына вь настоящее время 

40 
выражается неправильною дробью та’ которой величина меньше 4, и требуется уз- 
нать, сколько нужно придать къ числителю и знаменателю, чтобы дробь сдфлалась 
равна 4, т. е. чтобы она увеличилась. Но легко визфть, что отъ придавіл по-ровну 
къ членамъ пеправильной дроби величина ея не увеличивается, а уменьшаетея; въ 


а 
сэмомъ дфлЬ, взявъ неправильную дробь в (тдБ, слЪд,, @2> 6), и придавъ къ чле- 





намъ ея по т, получимъ дробь ЗЕ ; приведя 06% дроби къ общему знаменателю, 


Е а -- ат аъ -- т. 
найдемъ, чго первая == а вторая сравнивая числителей, и 


50 т) 20 т) 
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замфчая, что ат > т, такъ-какъ а >> В, находимъ, что дробь дЪйствительно умень- 
шилась. Итакъ, постановка вопроса сдфлана неправильно, что и обнаружилось въ 
ръшевін полученіемъ отрицательнато отвЪта. 

Это отрицат. рёшене указываеть выфст съ тфмъ — какъ слфдуетъь правильно 
поставить вопросъ, именно, что слъдувть спросить: сколько лють тому назадь отецъ 
быль вчетверо старше сына? 

Что вопроеъ долженъ быть измёненъ въ этомъ смыслф,—это показываеть и тоть 
пріемъ, который служиль для исправлен!я несообразныхъ условій въ двухъ предыду- 
щихъ задачахъ. Подставивъ въ ур. (1) — 2 вм%сто =, найдемъ ур. 


40 — 2 == 4(18 — 2), 
которое, очевидно, служить алгебраическимъ выраженіемъ усховій вопроса: 

„Въ настоящее время отцу 40, а сыну 13 лътъ; сколько лёчъ тому назадъ отецъ 
быть вчетверо старше сына?“ Положительное рёшене х= 4 и служить прамымъ 
отвЪтомъ на эту задачу, какъ легко убфдиться въ этомъ повфркою. 

Примъръ 1\.—Изь двужь изроковь А и В первый имњетъ 400 р., а второй 
120 р.; посль нъеколькить заръ у А оказалось втрое боъње, чьмь у В. Сколько вы- 
аираль А? 

Пусть А вынгралъ 2 рублей; ур-ніе будетъ 

400 + 2 == 3(120 — 2), 
откуда 2 == — 10. 


Изсяедовлитк. Прямымъ отвфтомъ на вопросъ служило бы положительно 
ръшеніе; отрицательное рёшепіе показываетъ, что вопросъ невозможенъ въ томъ 
смысл, въ вакомъ онъ заданъ. Невозможность вопроса легко обнаружить. Лицо А, 
иифя до начала игры больше чфмъ втрое лица В, посл выиграша, очевидно, не 
можеть имЪть втрое больше денегъ чфмъ у В. Поэтому, вопросъ: „сколько выиграль 
А?“ поставленъ неправильно. Отрицательный знакъ рЪменія указываетъ-—кавъ долж- 
но правильно поставить вопросъ, именно, что нужно спросить: „сколько руб. А про- 
играх?“ Къ тому же заключен приведетъ и указанный выше пріемъ истолкованія 
отрицательныхъ рфшеній; въ самомъ дфлф, подставпвъ въ ур-ніе — д висто 2, 
найдемъ: 

400 — < == 3(120 - 2); 
положительное рЪшевіе х — -|- 10 этого ур-нія и служить прямымъ отвътомъ на 
вопросъ, ему соотвЪтетвующій: „изъ двухъ игроковъ А имфль 400 р., В — 120 р.; 
посл$ нфеколькихь пгръ у А оказалось втрое болфе чмъ у В. Сколько проиграла А?“ 

Примъръ У.— Два поњзда дуть равномърно въ одномь направленйь къ стан- 
цін, отетоящей отъ моста выхода первало поњзда на 200 верстъ, а отъ мьста 
выхода вторало на 90 верстъ. Первый поњздъ проходить 25 версть въ часъ, второй 
14 верстъ. Опредълиить разстояніе точки встрњчи потњадовъ оть станщи, полая, 
что оба поњзда выходятъ въ одно время? 


л 8 А С й. 
——————___———————а——————-———-—4-—————4— 


Черт. 11. 


Пусть поъзда выходятъ пзъ А и В и дутъ къ станцін О; такъ какъ нельзя 
заранфе сказать, встрфтятся ли пофзды недофзжая станціп С, или профхавши ее, то 
для составленія уравненія необходимо сдфлать то или другое долущеніе. Итакъ, пред- 
положимъ, что точка ветрЬчи находится въ разстоянін 2 верстъ недољзжая до стан- 
цін С, въ нфкоторой точкЪ В. Первый поћздъ, выходящій изъ А, проходить раз- 
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стояніе АБ, равное 200 — 2 вер., дфлая по 25 верстъ въ часъ, а потому пройдеть 
200 — 
25 


: & Е 
все разстояніе АБ въ — часовъ; второй, дфлая въ часъ по 14 в., пройдетъ 


Е 0 —~ 2 ; 
разстояніе ВВ — 90 —– 2 в., въ = час. Выходя со станцій А и В въ одно 


время, ови употребляютъ на прохожденіе разстояній АВ п ВК одинаковое число 
часовъ, а потому 
200 —х_ 90 — 2 
Е — = ма 
25 14 (0 





откуда х == — 50 верстамъ. 

ИзолъдовАНІЕ. — Прямымъ отвфтомъ на вопросъ служило-бы положительное 
рБшеніе; посмотримъ, кавкъ объяснить въ данномъ случа происхождевіе отрицатель- 
наго отвфта? Обращаясь къ условіямъ задачи, не находимъ въ нихъ никакой несо- 
образности: по®здъ, выходащій со станція А, двигаясь скорфе пофзда, выходящаго 
изъ В, долженъ догнать его гдф нибудь вправо отъ точки В. Слфд., не въ условіяхъ 
задачи должно искать источникъ отрицательнаго отвъта. Обращаясь затёмъ къ во- 
просу, замчаемъ, что онъ поставленъ не виола опредфленно, такъ какъ въ немъ 
не указано, тд искать точку встрфчи — не дофзжая станцін С, или за нею. Въ 
виду этой неполной ясности требованія, пришлось при составленін ур-нія сдфлать 
одно изъ двухъ предположевій: или что пофзда ветрћтятея влфво отъ С, или что 
встр$ча ихъ произойдетъ вправо отъ С. М сдфлали первое предположеніе, и полу- 
чиян отртцательный отвфтъ, который и указываетъ, что слБдовало сдфлать противное 
этому предположеніе. Предположивъ, что встрБча произойдетъ вправо отъ С, въ н%- 
которой точе В’, отстоящей отъ С на 2 верстъ, получимъ ур-віе 

200 + _90 += (9) 
2 дат" 
котораго положительное рЪшеніе х — -|- 50 и служить прямымъ отвътомъ на во- 
просъ: „въ какомъ разстояніи за станціей С оба пофзда ветрБтятся?2“ Зам%тимъ, что 
и здфеь ур. (2) получается изъ (1) перемфною 2 въ — =. 

Въ данномъ примър% отрицательное ршеніе получилось не отъ несообразности 
задачи, но отъ ложнаго предположенія, сдфланнато при составленін ур-вія. Абсолют- 
ная величина отриц. рЪшенія, взятая съ положительнымь знакомъ, представляеть 
отвфть на задачу, но представляеть неизвфстное съ значеніемъ, прямо противополож- 
нымъ тому, какое ему придавали при составленіи ураввенія. 

Примъръ У1.— Три точки А, В и С находятся на одной прамой, причем 
точка В лежитъ между двумя друшми; разстояніе АВ = 2 фут; А6—=59. На 
яродолжени прямой, соединяющей точки А и С, найти такую точку М, которой 


разстояне оть точки В было бы среднимь тропорціональнымь между ея разстояшя- 
ми отъ точекь А и О? 


м ж д И „й 
—————————+———ж———-——4+ 


Черт. 12. 


Точка М можеть находиться пли вправо отъ точки С, или вафво 01ъ точки А, 
к ё ргіоті нельзя сказать, какое изъ этихъ двухъ положен она должна занимать. 
Допустимъ, что она должна находиться вправо отъ С, и обозначииь разстояніе ея 
оть А буквою х. Уравненіе задачи будетъ 
(2 — 2) = а(х — 5). ... (1) 
РЁшивъ уравненіе, найдемъ: 2 == —- 4, 











а а а ЧУС ИЧЕТ ЪТЭВЧЫНААЬЯГ 
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ИзсльдовантеЕ. — Прямымъ отвътомъ на вопросъ было бы положительное 
р%шеве; затфыъ, такъ какъ үсдовія задачи не содержать никакой несообразности, 
то завлючаемъ, что отрицательное р$шен!е обусловливается единственно ложнымъ 
предположеніемъ, сдфланнымъ при составленін уравненія. Поэтому, положимъ, что 
искомая точка находится влъво отъ А, п обозвачимъ по прежнему разстояніе АМ’ 
буквою х. Уравненіе задачи будеть въ этомъ предположеніп такое: 


(24 2) 2(2-- 5)... 0... (2). 
Но если въ ур. (1) перемънимъ 2 въ — 2, то найдемъ 
(—< — 2): = а(— 2 — 5), иш (2- 2)%:= (5-5), 
т. е. ур. (2). Изъ этого прямо закхючаемъ, что корень ур-нія (2) отличается отъ 
корня ур-нія (1) только звакомъ, и потому равенъ ++ 4. Итакъ, точка М находится 
влЪво отъ А, въ разестояніи — 4 ф. отъ этой точки. 


Такимъ образомъ и въ этой задач отрицательное рБшеніе указывало только на 


ложное предположеніе, сдфланное относительно положенія искомой точки при состав- 
лени уравненія. 


Примъръ УП.—Импемь двухъ сортовн чай въ 5 р. и въ 8 р. фунтъ. Околь- 
ко нужно взять каждало сорта, чтобы составить 6 фунт. иљною въ 10 р. за фунта? 
Если перваго сорта возьмемъ х ф., то втораго нужно взять 6—2 ф. Ц%на пер- 
ваго будетъ 5х р., цфна втораго 8(6 — 2) р., цёва всей смъси 5х -|- 8(6 — 2); по 
условію: 
5х -- 8(6 — 2) = 60, 
откуда ==. 


ИзсльдовангеЕ. — Искомое данной задачи есть величина существенно поло- 
жительная, а потому отрицательное ръшеніе здфсь не имфеть смысла. ИзмЪнивъ въ 
ур-нш х на — 2, найдемъ ур., котораго рЪшеніе будетъ -|-4, но подобрать задачу, 
соотвфтетвующую измћненному ур-нію, и однородную съ данной, въ этомъ случаЪ 
нельзя. Обстоятельство это указываетъ на то, что задача абсолютно невозможна. И 
дЪйствительно, изъ двухъ сортовъ чаю — въ 5 и въ 8 р. за фунтъ нельзя составить 
смеси, цБна одного фунта которой превышала бы эти цфны, 


ПрРимзРъЪ УПТ.— 94а входь въ музей взымается плата двоякалю рода, а именно: 
20 коп. (причемь сборъ этоло рода назначается на содержаніе боладъльни), и кромъ 
этою взымаетея плата, пропорціональная числу часовъ, проведенныхъ посњтителемь 
въ музењ, причемь за каждый часъ берется по 5 коп. (этотъ сбор назначается на 
новыя пріобрњтенія). Однажды 60 человњкъ вошли въ музей въ полдень, и вышли вст 
въ одно время. Во сколько часовь они оставили музей, если весь сборъ быль равенъ 
9 рублям? 

Пусть д — будеть число часовъ отъ полудня до момента выхода посфтителей 
изъ музея. Оборъ равенъ, съ одной стороны, 900 коп., а съ другой (20--52).60 к. 
Уравненіе задачи есть 

(20 + 52). 60 — 900, 

откуда, 2 — 1. 


ИзслъдовАніЕ. — Хотя нензв%стное въ данной задач есть время, которое 
можно считать въ двухъ протнвоположныхь направленіяхъ (до полудня п по-полудни), 
но очевидно, что въ предложенной задач рЪфчь пдеть объ абсолютпомь колпчествћ 
часовъ, проведенныхъ посфтителями въ музеф. Поэтому задача требуетъ положитель- 
наго ршевія. Подставивъ въ ур-віе ---2 вместо 2, мы конечно получимъ ур-ніе, которое 
будеть имфть положительное рБшеніе 2 == - 1; но изиЁнить задачу такъ, чтобы 
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она соотвЪтетвовала измненному ур-нію, оказывается невозможно. Такимъ образомъ, 
отрицательное ршене указываетъ, въ данномъ случа, на абсолютную невозмож- 
ность задачи. Невозможность задачи состоитъ въ томъ, что полный сборъ (9 руб.) 
меньше даже суммы, получаемой отъ одного 20-ти копБечнаго сбора со всфхъ 60 
лицъ, составляющей 12 р., а это, очевидно, нел$по. 


377. Заключеніе. — Разобранные примфры приводять къ тому заключенію, 
что полученіе отрицательныхъ рБшеній указываетъ: 1) пли на несообразность са- 
мыхъ условЙ задачи, какъ въ примфрахъ І и П; 2) или на неправильную постанов- 
ку вопроса, какъ въ примфрахь Ш и 1; 3) или на неправильное" предположеніе, 
сдфланное при составлениг ур-нія, какъ въ примфрахъ Уи ҮІ; 4) пли наконецъ, 
на абсолютную невозможность задачи (прим%ры УП и ҮШ). 


Для истолкованія смысла отрицательно ръшешя всегда употребляется одинъ 
и тоть же пріемъ: въ уравненіе, вытекающее изъ условій задачи, вмФето 2 подетав- 
ляють — 2, и получають такимъ образомъ новое ур-ніе, корень котораго им%етъ 
прежнюю абсолютную величину, но положительный знакъ. ЗатФмъ пытаются, не 
мзмъняя численно значешя данныхъ, подобрать задачу, которая соотвтствовала-бы 
измЪнепному уравненію. Если эта попытка будетъ имфть успъхъ, то слФдуеть заклю- 
чить, что отрицательное рЕшеніе означало только нЪкоторую неправильность въ 
условіяхъ, либо въ постаповк вопроса, либо въ предполженіи при составленіи ур-ніз, 
и положительное ръшеніе измЕненнаго ур-нія будетъ служить прямымъ отвфтомъ на 
исправленную задачу. Если же сказанная попытка будетъ безуепфшна, то слћдуегъ 
заключить, что задача абсолютно невозможна. 


378. Ш. Нулевыя рЪшенія, Когда а конечно, а 6—0, тогда = 


0 
Ут а такъ 


какъ частное отъ раздВленія нуля на конечное количество есть ноль, то 


2 0. 


Обращаясь къ уравненію, находимъ, что при’ 6—0, оно принимаетъ видъ 
ах == 0; но чтобы произведеніе двухъ множителей, одинъ изъ которыхъ конеченъ, 
равнялось 0, необходимо, чтобы другой множитель равнялся 0; и такъ, ур. не мо- 
жетъ быть удовлетворено никакимъ инымъ значевіемь неизвфстнаго, кром нуля. 
Такое ршене называютъ нулевым». 


Если по смыслу задачи неизвфстное можеть быть нулемъ, то нулевое рфшене 
дастъ удовлетворительный отвътъ на вопросъ; если же искомое, по смыслу вопроса, 
означаетъ число неравное нулю, то полученіе нулеваго ръшенія укажетъ на невоз- 
можность задачи. 


Примъръ [.—Отиу 57 льют, а сыну 19; черезъ сколько лътъ отець будеть 
втрое старше сына? 


Обозначивъ искомое буквою х, будеть имфть ур-н1е 
57-5 = = 3(19 |2), 
или 574-0: 57 -- 32, или 25=0, откуда 22-0. 


ОтвЕтъ этотъ даетъ удовлетворительное р5шене вопроса, показывая, что уже 
въ настоящее время отецъ втрое старше сына; дЪйствительно: 57 — 19 х 3. 


= 


4+ 
Примзръ П.— Знаменатель дроби равенъ -8 6 числитедя; ёсаш жеж мисли- 


1 В 
телю придать 5, а къ знаменателю 10, то дробь обратится въ >. Найти дробь? 
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Означивъ числителя искомой дроби буквою 2, имфемъ ур-ніе 


245 01 


Е Ао ВУ == 0. 
32 + 10 
Этотъ отвтъ обнаруживаетъ, что такой дроби, какъ требуется въ задач, не 
существует. 


379. ІУ. Безнонечныя рёшеня. — Если оа 0, Ь < 0, общая формула прп- 
нимаетъ видъ 


х— в = 99; 


это значить, что х безконечно—велико; обращаясь къ уравненію, находимъ, что оно 
въ данномъ случаЪ принимаетъ видъ 


ОХ =, 

и требуетъ нахожденія такого числа, которое, будучи умножено на ноль, давало-бы 
конечное пронзведеніе 5. Но мы знаемъ, что ноль, умноженвый на конечное коли- 
чество, даетъ всегда ноль; а между тЬмъ вторая часть ур-нія отлична отъ пуля, и 
слфд. невозможно удовлетворить уравнению никакимь конечнымъ значеніемъ х. Итакъ, 
безконечныя р5шешя служатъ признакомъ невозможности удовлетворить ур-вію ко- 
нечвымъ значеніемъ неизвћстнаго. 

Но не всегда такія рЕшенія означають невозможность задачи. Когда, по смы- 


слу задачи, неизвестное должно быть конечнымъ количествомъ, то безконечное рё- 
шеніе укажетъ невозможность задачи. 


Примъръ. — Найти число, котороло половина, сложенная съ ео третью, 
тревышала-бы на б единиц» пять разь взятый избытокь четверти этою числа надъ 
ею двљнадцатою долею. 

Называя искомое число буквою х, получимъ уравненіе 


ЕТЕ 


Освобождая это ур. отъ дробей находимъ 
12 __ 12 
10—10 0 


> \ 
Полученное безконечное рёшене означаеть невозможность задачи. О невозмож- 


НОСТИ задачи можно заключить а ргіогі, измнивъ нБсколько форму заданія. Въ са- 


1 1 5 
момъ дЪЛБ, — и — какого нибудь числа составляютъ выфетВ — его; а избытокъ 
2 "3 т 6 


105 =105--72, или (10 —10)5=12, откула #— =0с: 


1 1 
т надъ 19 числа, составляетъ ® этого числа; а потому задача можеть быть выра- 


а 5 5 
жена такъ: „найти чисхо, 6 котораго превышаютъ на 6 единицъ м того же числа?“ 


Въ этой формЪ нелБпость задачи становится очевидною. 

Когда неизвфстное есть величина вспомогательная, то случается, и именно въ 
вопросахъ геометрическихъ, что безконечное значеніе х не указываетъ невозможно- 
сти задачи. Такъ, когда для опредфленія положенія прямой, удовлетворяющей раз- 
личнымъ геометрическимъ условіямъ, принимаютъь за нензвёстное-разстояніе между 
точёою пересфчен1я этой прямой съ дааною прямою и точкою, взятою на этой вто- 
рой прямой, то очевидно, что безконечное значеніе пепзвъстнаго укажетъ на парал- 
хельность обфихь прямыхъ. 
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Примъръ. — ъ двумь крушмь, которыхь радіусы равны В ци т, провеестиь 06- 
ицро вньшною касательную (Черт. 16). 


Задача будетъ ръшена, если мы опредфлниъ положеніе точки Т, въ которой ис- 
комая касательная встрБчаетъ линію центровъ. Примемъ за неизвъстное-разстояніе 
точки Т отъ центра О; изъ подобія треугольниковъ ОАТ и о@Т пмфемъ пропорцію 

ТО : То = ОА : оа, 
или, положивъ: ОА — Б, оа—х, Ооа и ОТ: 





2: (0—4) = Е : т, откуда == 


СдБлавт В = 7, найдемъ: 229% — оо. Но это безконечное рЪшеніе отнюдь 
не означаетъ невозможности задачи: оно покэзываетъ только, что при данномъ ус 
лови (В = ғ) точка Т удалилась въ безконечность, иными словами, что общая каса 
тельная приняла особое положеніе относительно ллнін центровъ, а именно: сдлалась 
параллельна этой линіи. И въ самомъ дБлБ, при В —, фигура ОАао обращается въ 
прлмоугольпикъ, и слБдовательно линія Аа дфлается параллельна Оо. 


380. Ұ. Неопредфленныя рёшеня.—Пря а —0 и 6—0 общая формула при- 
нимаеть видъ 


Е 
0 
означающ неопредъленность. Обращаясь къ ур-нію, находимъ, что оно беретъ видъ: 
охх=0. Какова бы ни была величина х, первая часть всегда равна нулю, а слід. 
ур-ніе обращается въ тождество при всякомъ х, а потому оно дйствительно неопре- 
дЪленно. 
Неопредленныя рБшенія указываютъ на неопредфленность задачи, т. е. на то, 
что условія вопроса не ограничиваютъ произвола неизв$стнаго. 


Примъръ. — Найти возрасть лица, зная, что если изъ утроеннало числа ео 
лљтъ вычесть удвоенное число лњтъ, какое лицо это будеть имњтъ черезь 10 лът», 
то въ результатиь получится то число моть, какое лицо имльло 20 мътъ тому назадъ. 


Обозначивъ искомое число лБтъ буквою =, прямо имфемъ ур-ніе 
Зх — 9(2 -|- 10) =#— 20, 
20—20 __0 


1—1 

Это рБшевніе указываеть на полную неопредЪленность задачи; въ самомъ дёлЪ, 
легко видфть, что условія данной задачи-—только важущіяся и не ограничиваютъ про- 
извола неизвфстнаго. ДЪйетвительно, такъ какъ 3х — 2(2 |- 10), по упрощенін, об- 
ращается въ д — 20, то задачу можно выразить такъ: „найти возрастъ лица, зная, 
что число лёть, какое это лицо имфло 20 л. тому назадъ, равно возрасту, какой оно 
имфло 20 л. тому назадъ“. Очевидно, что этому условію удовлетворяетъ всякое чис- 
ло, я что задача ничЪмъ не отраничиваетъ величину нейзвъстнаго. 





иін д — 202—0 — 20, или (1—1)5=20 —20, откуда х2 


Ь 
Если въ формул х == — выраженія о я 6 суть цфлые полиномы относитель- 
а 


но одной и той же буквы у, то можеть случиться, что при н%которомъ ‚частномъ 
значени у’ этой буквы полиномы $ и а обращаются въ нули; тогда 2 представится 


0 
подъ видомъ неопредленности 0: Но отсюда не сл#дуетъ заключать, что задача не- 


опредфленна въ этомъ частномъ случа. Неопредфленность эта, вакъ мы уже зиаемъ, 
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только кажущаяся, и зависить отъ того, что въ уравненіе ах — В введенъ множитель, 
обращающійся въ ноль въ разематриваемомъ частномъ случа, вслдствіе чего окон- 
чательное ур-ніе, изъ котораго выведенъ 2, не тождественно первоначальному урав- 
ненію. Поэтому нужно вернуться къ первоначальнымъ вычисленіямь и уничтожить этотъ 
обращающиеся въ ноль множитель, прежде чёмъ будеть сдфлано частное предполо- 
жеше. 

Впрочемъ, можно это сдБлать и въ самой формул = т. е. расврыть ея неопре- 
дЪленность. Мы знаемъ, что есзи © обращается въ 0 при у — у, то оно длится 
на у — 0', такъ-что можно его представить въ вид: (у —у).Ь', полагая, что © уже 
не обращается въ 0 при у — 9’; точно такимъ же образомъ а = (у — У).а, гдВ 
уже а не содержптъ множителя у — 9’. Такимъ образомъ | 

фи _Ь 
ии а" 

Положивъ теперь у == У’, мы н найдемъ истниное значен!е кажущейся неопре- 
дфленностп формузы 2. 

Если бы оказалось, что ® и а содержать у — у въ степеви высшей первой, то 
должны бы были выдфанть эту степень въ обонхъ членахъ дроби, сдфлать сокраще- 
ве п потомъ уже положить у — 7. 





Примъръ.-— Вычислить площадь трапецін, которой основаня равны соотвњт- 
ственно а и 0, а высота-=й, разсматривая ее какъ разность площадей двухъ тре- 
угольнкиковь, составляемыхь основаніями тратеціь и продолженнымн до пересњченія 
непараллельньми ея бокам. 

Обозначивъ искомую площадь буквою 5, пмЪемт: 


ГА ахЕб ЪХЕЕ 


Беске, 


2 
Изъ подобія треугольниковъ ОЕС н АЕВ находимъ 
а ЕЕ-4- л а (72 


Е, ИЛИ -- = 7, откуда ЕЕ = еа ъ; 





р ай 
ЕбЫЕЕ-ЬЬ Е р р = таа ћ А 








Такимъ образомъ: 


Бае 


Черт. 18. к. 
и З 2 Ха 


А а? — і? 


Пока а отлично отъ б, эта формула даетъ длл площади трапеціи вполн опред%- 
0 
зенную величину. Но если положить о = 6, формула принимаетъ видъ $ — 9, 8 


задача, повидимому, дёлается неопредлевною. Но эта неопредфленность-только ха- 
жущаяся, и зависитъ отъ того, что числитель и знаменатель $ содержать общаго 


множителя а — 0, который въ частномъ предположевін @ — $ обращается въ ноль. 

а? — 58 
Сократпвъ предварительно дробь о 
живъ, затБмъ, @ — 0, найдемъ 9 — аљ — величину вполнь опредљленную. И ДЪЙ- 
ствительно, при 0 — Б трапеція превращается въ параллелограммъ, котораго площадь 


равна. ай. 


на а — Б, найдемъ 5 — А (а + 5); поло: 


381. Заключеніе. Уравненіе первой степени съ однимь неизвъстнымь; 


ас == 
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имљетъ единственное и конечное ръшеніе, кода а отлично отъ нуля; кода а = 0, 
а Ъ 2 о, уравненіе невозможно, въ томь смысль, что оно не ‘имъеть конечныхь ръ- 
тшеній; нажонецъ, ко1да & = Ъ — 0, уравненієе неопредњленно, причемь неопредњлен - 
ность можеть бъть или дъйствительная, или только кажущаяся. 

Укажемъ теперь методы изслБдованія общихъ вопросовъ, со всфми деталями, и 
для этого выберемъ нБеколько типичныхъ примфровъ. 


Первый примьр изелљдовонія. 


882. Отцу а, а сыну Ъ ллыть; черезъ сколько льтъ отецъ будетъ въ п раз 
старше сына? 

Пусть это случитея черезъ х лЪтъ отъ настоящаго времени; уравненіе задачи, 
очевидно, будетъ: 


а-а (6-2); 
откуда 


а — пр 
ар 066000 (). 


ИзолъдоваАнІЕ.—0 есть число большее 1; елд. знаменатель всегда отличень 
оть нуля и положителенъ. Относительно числителя возможны три предположеля: 
аът; ас= тп; а < ть. 


1. а> т.--При этомъ условін и числитель, а елд, и 2, лоложителень. 


Это положительное значеніе х дзеть прямой отвфтъ на вопросъ, т. е. что вь бу- 
дущемъ, по истечен!и числа лётъ, выражаемаго формулою 2, отецъ будетъ въ т разъ 
старше сына. И въ самомъ дфлф, отношеніе лфтъ отда къ лътамъ сына въ настоящее 


а р А 
время равно ъ (непр. дроби); требуется, чтобы это отношеніе уменьшилось, ибо 


: а , 
ивъ условія а > пф находимъ и 77 > НО оть приданія поровну къ членамъ непра- 


вильной дроби величина ея дЪйствительно уменьшается. 
2. а= 10. Въ этомъ случа числитель формулы х обращаетея въ ноль, & вм*- 
стЬ съ этимь и 2 = 0. Это рёшене показываетъ, что искомое событіе имЪеть мф- 


: @ 
сто въ настоящее время, что очевидно, такъ-какъ изъ даннаго усдовія имЪемъ =”, 


т. е. что уже теперь отношеніе лфтъ отца и сына имћемъ требуемую величину *. 
3. а <р. Числитель 2, а слфд. и 2 въ этомъ случаВ отрицателенъ, 


Отрицательное ръшеніе означаетъ, что вопросъ въ прямомъ смысл невозможен, 


Е а 
Въ самомъ дл, въ настоящее время отношеніе лфтъ отца и сына равно —;изъ ус- 


б 
а Я 
ловя же имфемъ, что тю >> ~, т. ё. требуется, чтобы это отношеніе увеличилось: 


очевидно, что это невозможно въ будущемъ, потому что отъ приданія поровну къ чле- 
намъ непр. дроби ея величина не увеличивается, а уменьшаетсл. 

Абсолютная величина отрицательнаго ршенія удовлетворяеть уравненію, полуг 
ченному изъ первоначальнаго перемъною 2 на—х, т. е. ур-нію: 


а 2000 ~ 2), 


а потому служить прямымъ оївЪтомъ на задачу: „отду а, а сыну б лЪћъ: сколько 
ањтъ тому назадь отоцъ быль въ 2 разъ старше сына?“ 


25 
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Ы а 
Въ этой форм при данномъ услов!и: "> задача возможна, потому что отЬ 


вычитанія по-ровну изъ членовъ неправ. дроби величина ея дБйствительно увеличи- 
вается. 


Заключеще. Изъ предыдущато елфдуетъ, что если дать предложенной задач на- 
нболфе общую форму: „отношене лфть отца къ а%тамъ сына есть $ опред лить 
эпоху, въ которую это отношеніе пмфеть величину 72“ то формула (1) дастъ для 
всфхъ случаевъ рЪшеніе задачи, если найденное число яётъ считать: въ будущемъ, 
когда оно яоложительно, и въ прошедщемъ, когда, оно отрицательно. 


Второй примљрг изслтњдованія. 


383. Три точки А,В и С лежать на прямой, причемь точка В находится 
между двумя друзими; разстояніе АВ = а, АС = Ъ. Найти на продолжени прямой 
АС такую точку М, которой разстояніе отъ точки В было бы среднимь пропор- 
ціональнымъ между ея разстояніями отъ точекъ А и 0? (Черт. 14 ). 

Обозначимъ разстоявіе АМ буквою =, и положимъ, что искомая точка лежитъ 
вправо отъ О; въ этомъ предположенін уравненіе будетъ 


(< — а) (8 — Б)... .. (1). 
Предполагая же, что точка М находится влво отъ А, получимъ ур. 


(24 а) = (2-4-0)... .. 0). 

Ур. (2) выводится изъ (1) перем$ною 2 въ — 2; сад. можно ограничиться рћ- 
шевіемъ ур-вія (1), помня, что если оно имфетъ отрицательный корень, то этотъ ко- 
рень, по перемфн$ у него знака, будетъ корнемъ үр-нія (2), и сл$д. дастъ точку, 
лежащую влЪво отъ А; однимъ словомъ, корень ур-нія перваго всегда представляетъ 
разестояніе искомой точки отъ А, причемъ это разстояпіе нужно брать вправо оть А, 
если корень т0ложителенъ, и влљво отъ А, если онъ отрицателен». 

Сд%лавъ эти подготовительныя замфчан!я, рБшасмъ ур. (1) н находимъ 


а? 
254 ` 
ИзолъдовАлніЕ. Формула х даеть мъсто сл5дующимъ случаямъ: 
Фа—Ъ > 0; 90—66 < 0; 8а —– 0 0. 
1. Если 2а — 0 >> 0, корень ур-нія положителенъ, а потому искомая точка на- 
ходится вправо отъ А; но задача требуеть кромћ того, чтобы эта точка была вправо 


и отъ С, т. е. чтобы величина х была больше 0. Итакъ, нужно разсмотръть, удов- 
летворяется-ли неравенство 





а 
С ао. 
2а — 0 
такъ какъ 20 ~ Б положительно, то умножая 0б части неравенства на 90 — фи пе 
перемфняя знакъ неравенства, замфняемъ поелфднее ему тождественнымъ 


аё >> даф -— 0%, или а? — 2а -|- > о, или (а — 0)? > 0; 
послёднее неравенство всегда удовлетворено, потому-что квадрат всегда положителен; 
слЬд. справедливо н тождественное ему первое неравенство. Такимъ образомъ, при 


условіи 20 — >> о, ур-ніе иметь положительный корень большій В, опредёляющій 
точку М вправо отъ С, какъ того требуетъ заданіе. 


5; 
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2. Если 20 — 0 < 0, корень ур-нія перваго отрицателень, и согласно вышесках 

занному, опредфляеть точку, находящуюся на продолженн линіи АС, влфво отъ точ- 
Р] 
5—91 

3. Наконець, если 2а — 0 0, количество 2 обращается въ ОО. Это значить, 
что 2 неограниченно возрастаетъ по мърЪ того какъ $ приближается къ 20; точка М 
удаллетея отъ А, и когда 6 дБлаетея равнымъ За, точка М дфлается безконечно да- 
лека отъ А, п задача о нахожденін такой точки невозможна. 

ПостроЕнІЕ. Пусть 20 — Р > о. Отложивъ отъ точки В линію ВО — а, най- 
демъ, что длина линін Ор == 
2а—6. Проведя подъ произ- 
вольнымъ угломъ къ прямой АС 
линію АН, отложимь на ней 
АЕ = 920—0 и АН ==0; ео- 
единивъ затЬмъ точки Е и В, 
проводимь изъ точки Н пря- 
мую НМ || ЕВ; точка М будетъ 
требуемая. Въ самомь дфлЪ, 


кн А и въ разстоян отф нел, равномъ 








подобіе АА АВЕ и АМН даетъ: Черт. 14. 
АК : АН= АВ ; АМ, или (4—5) : аа: АМ, откуда 
м | 
А = 5—6“ 


Примљчаніе. Если 2а—® уменьшать, приближая къ нулю, лия ВЕ прибаи- 
жается къ совпаденію съ ВА, а линія НМ — къ параллельности съ АВ; велдствіе 
этого, точка М удаляется отъ С, п когда 2а—6 обратится въ 0, НМ едфлаетея па- 
раллельна АВ, п точка М удалится въ безконечность. 


Третій примњрг изслюдованя. 


384. Задача о фонтанахъ. Два фониана наполняють бассейнъ: первый, дъй- 
ствуя одинь, можеть наполнить бассейнь въ з, часовъ; друой, будучи открыт» один, 
наполнить бассейнь въ Ъ часовъ. Ерон», находящійся въ днь, можеть опорожнить 
бассейнь в е часовь. Во сколько часовь бассейнь, вначаль пустой, будеть наполнен, 
если оба фонтана и крань будуть открыты одновременно? 

Пусть бассейнъ наполняется въ 2 часовъ. Первый фонтанъ, наполняя бассейнъ 


1 ЕА 
въ а часовъ, въ 1 часъ наполнить Т часть бассейна, а въ х час. ГЭ частей его. 


2 А 
Другой фонтанъ въ тоже самое время -наполнить ъ частей бассейна. Нако- 


2 
пецъ, кранъ выпустить въ д чае. = частей бассейна. — Такъ какъ разность меж- 


ду нриходомъ воды и ея расходомъ въ 2 часовъ, по условію, равна емкости бассей- 
ма, то имемъ уравненіе 


откуда а= 
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Изсл $ доОвВАНТГЕ. ЗдБесь слфдуетъ о три случая: 


11,1 7 
Ру зр 


с 





\ 


І. Когда 24 


> 


а [н 
[н шры 


; величина 2 конечна п положительна. Это значить, что 


задача возможна, т. е. что бассейнъ черезъ нЪсколько часовъ дЪйствительно будетъ 
1 


1 
наполненъ. Въ самомъ дЪл%, тр есть часть бассейна, наполняемая въ 1 част 


1 
обоимп фонтанами, а = — Количество воды, уносимой въ 1 ч. краномъ; такъ: какъ 


первое количество, по условію, больше втораго, то очевидно, что по истечении вћ- 
сколькихъ часовъ бассейнъ наполнится. 


Сверхъ того, если увеличивать с, т. е. уменьшать отверстіе крана, величина 2 


также будетъ уменьшаться, стремясь къ пред%лу ‚ Еотораго она достпгаетт 


1+ 


при сс= 00, т. е. когда кранъ будетъ закрыть. 


1 1 1 
П. Когда тае т < —• величина 2 становится отрицательной. Это отрицатель- 
ное ръшеніе означаеть невозможность задачи, т. е. что бассейнъ не можеть напол- 
1 125: 
ниться. Въ самомъ дёлф, неравенство аЗ Е означаетъ, что количество воды, 


доставляемое въ 1 часъ обоими фонтанами, меньше количества воды, которое отво- 
дящій кранъ можеть унести въ часъ. Очевидно, елФд., что бассейнъ не можетъ быть 
наполненъ: задача невозможна въ томъ смыслЪ, въ какомъ она предложена. Для ис- 
толкованія отрицательнаго рБшенія, перемъняемъ 2 Въ — х въ уравневін задачи, и 
получаемъ. 


—_ фол т. 1 я 1 
— —2=2—-4 7» и #=5-(=+=) (1), откуда х— — 


а АЕ 
а, 

Ур. (1) соотвфтетвуеть слБдующей задач: бассейнь наполняется краномь, кото- 
рый, дъйствуя отдъьльно, наполниль-бы бассейнъ въ с часовь; изъ двухъ крановъ, нало- 
длился въ днъ бассейна, одинъ, будучи открыть, можеть опорожнить бассейнь въ 
а часовъ, а друой, дъйствуя отдъльно, въ Ъ часовь. Во сколько часовъ наполнится 
бассейнъ, вначамь пустой, если будуть открыты всъ три крана? Такимъ образомъ, 
для исправленія задачи слфдуеть предположить, что питательные краны становятся 
опоражнивающими, н наоборотъ. 


1 1 
ПЕ Если В БЕ С = 5, т0 = = оо и задача невозможна. Въ самомъ дф- 


2 
1%, равенство — + р — с озвачаеть, что количество воды, приносимой въ часъ обо- 


ими Е равно СТРМЕ воды, уносимой въ тоже самое время враномъ, сл. 
бассейнъ никогда не можетъ наполниться: задача абсолютно невозможна. 


Четвертый тримњрё изслтдованія. 


385. Какое Число нужно прибавить къ четыремь доннымь числамь в, Ъ, с, 4, 
чтобы составить кратную пропорцію? 
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Пусть искомое число будетъ 2; ур-ніе будетъ, очевидно: 
арх е-х (1); 
аах : 


рішая его, находим: 


27 фе — ай 
ооо вех (9). 


Члены искомой пропорціи суть; 


(а—5) (а—с). __ (0—0) (а—0) (2— —а). (а—с) (с—) (е—а) (9—5) 
а-а — — 24 и, 
т а= (е атата 0) 
Изольдованте. ОлБдуетъ различать два главные случая: знаменатель формулы 
2 отличенъ отъ нуля, или же этотъ знаменатель равенъ нулю; и въ каждомъ ИЗЪ 
ЭТИХЪ главныхъ случаевъ дфлать возможныя предположенія относительно числителя, 


І. Если 24-222 Ъ-- е и при этомъ 66 > ай, или жеа-|-0 <5-- с и при этомъ 


6 < ай, то для х найдемъ величину положительную, которою вопросъ рёшается въ 
прямомъ смысл. 


П. Если а--а>ь- си Бе < ай, или же а-4-0<5-|еи с> ай, то для 5 
получается величина отрицательная, представляющая, очевидно, отвть на вопросъ: 
какое число нужно вычесть изъ чисель о, Б, си 4, чтобы остатки образовали крат- 
ную пропорцію? 


Ш. Если а--9 26-е, но ай 0, то #=0. 
Но условію а4 <= бе то же, что пропорція: р ==, откуда имфемъ теорему: ес- 


ли четыре числа составляютъ пропорцію, то нтъ такого числа, которое будучи при- 
дано къ каждому изъ нихъ, дало-бы пропорцію. 


т 

ТУ. Если 2-|-4==-- е и с 2 ай, то 2 = 9—90 и задача, невозможна, 
т. е. не существуетъ конечнаго числа, рЬшающаго вопросъ. Въ самомъ дл, для того 
чтобы четыре числа 0-2, 24-2, 2-2, а--х составляли пропорцію, необходимо, 


чтобы пронзведеніе крайнихъ равнялось произведеню среднихъ, т. е. чтобы 
(«аа а) = 0-а) 
или а + («ад —= 5е-|- (0 -- с)ғ. 


Но, но условію, ай отлично отъ бс, а а--4=0--с, слъд. ни при какомь ко: 
нечномъ значеніи х равенство невозможно. 


У. Если, навонець, 0-|- 9—6 --с и ай 2 Бе, то =, т. е. задача неопред$- 


ленна. Въ самомъ дфлЁ, для того чтобы четыре чисза 0-4-2, 6-х, снах 
составляли кралную пропорцію, необходимо, чтобы нроизведен!е крайнихъ равнялось 
произведенію среднихъ; т. е., какъ выше указано, чтобы 


аа-- (2 4-8) =%е-- ( 4- о); 
но кавъ аа —% и а-|-0==0-|- с, это уравненіе есть тождество, а потому удовле- 
творяетея при всякомъ значени д: неопредфленность полная. 
Неопред$ленность задачи при данныхъ условіяхъ можно обнаружить еще слёдую- 
щимъ образомъ. 
Изъ условія а--4=В-с имфемь а=6--с—@; подставляя эту величину 4 
въ другое условіе а4 = с или ай — 6—0, имфемъ: а(6-|-е—@) — Бс 0, или 


аз — а(0-4- с) - =—0, пли (0 — 0)(0 — с) = 0. 
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Этому равенству можно удовлетворить двояко: или положивъ а=6, иш @=6. 
При а—=, ныфемъь @ = с, п искомая пропорція беретъ видъ 


аі 20-8, 











ааа 
При @а=с имфемъ 4-=6; и пскомая пропорція будетъ 
а= а=. 
4-2 а-+2 


И та, п другая пропорціп — ничто иное какъ тождества, и стало быть удовле- 
творяются при всякомъ х. 


Пятый примњрё изслњдованія. 


386. Задача о курьерахъ. Два курьера выъхаль вь одно время изъ мъсть А 
и В, разстояще между которыми равно 4 верстамь, и ъдутъ равномњрно въ направ- 
лені АВ, при чемь первый дълаєтъ ү верстъ, второй ү верстъ въ часъ. Въ какомь 
разетояніњ отъ точки А внъ встрътятся? 


С р НЕ д с 









х 
_——————————» 


Черт. 15. 


_ Пусть точка встръчи ваходится на разстояни 2 версть отъ А. Такъ какъ, по 
условію, курьеры выфзжають изъ точекъ А и В одновременно, то время, въ которое 
первый про®зжаетъ разстояніе АС, равно времени, въ которое второй профзжаетъ ВС. 


Л 2 в 
Первый, дфлая © верстъ въ часъ, профдетъ разстояніеА( — 4 въ 7 6085; второй, 


профзжая по ©’ верстъ въ часъ, на профздъ всего разстоянія ВС ——-@, употребить 
& 





— 4 га А 
у Часовъ. Уравненіе будетъ 





откуда 2а==4 х 





а), 


Изсльдовлите, Замтивъ, что @, какъ разстояніе между двумя точками, 
есть величина положительная, могущая въ частномъ случаф равняться нулю, заклю- 
чаемъ, что между данными величинами могутъ быть слђдующія соотношенія: 


1) 420, ере, 2) 020, «<, 3) а=0, в 20; 4) 40, 9—9; 5) 00; 02-0. 


Ф — 0 





положптельны, сл. и х есть ве- 


І. Когда 4>0 п 0226, оба члена дроби Р = ў 





личина моложительная; кромЪ того, х>4, потому что 4 умножается на дробь тр) 
большую 1, ибо 2>>0 — 4. Это положительное п бозьшее 4 значевіе х означаетъ, что 
встрфча курьеровъ пропзойдетъ вправо отъ точки В, т. е. оно даетъ прямой отвћтъ 
на вопросъ. И въ самомъ дБ, оба курьера выЪзжають изъ точекъ А и В одно- 
временно п догоняющій Фдеть быстрфе передняго (5>>’), слВд. первый непремфнно 
догонить вторэго. | 
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П. Когда 9>0 я 0<0, числитель 002>0, а знаменатель т — 1 <0, слфд. вели- 
чина 2 отрицательна. Это отрицательное рБшевіе указываетъ на то, что при данныхъ 
условіяхъ задача невозможна въ томъ смысл, въ какомъ она предложена, т. е. что 
ветрфча не можеть пронзойти въ направлени АВ (вправо отъ В). ДЪйствительно, 
такъ какъ оба курьера выфзжають въ одно время и первый деть медленнфе втораго, 
то онъ никогда не догонить послЪдняго. 

Чтобы исправить задачу, подставимъ въ ур. (1) — х вмфсто <; найдемъ: 

—#_—я— 0 2 _ а 


а 
== ши Е-.... (3). 





РЪшеніе уравненія (3) по абсолютной величин таково-же какъ и (1), но по зна- 
ку положительно, и потому даетъ прямой отвътъ на вопросъ, соотвЪтствующій ур- 
нію (3). Но послъднее можеть служить алгебраическимь выраженемъ слћдующихъ 
двухъ задачъ. 


1. х есть разстоявіе, проБзжаемое курьеромъ А; 2 -|- 4 — курьеромъ В, такъ-что 
второй профзжаеть 4 верстами больше перваго. Это возможно, еели предположить, 
что оба Фдуть не въ ваправленін АВ, а въ направлени ВА, тавъ-что курьеръ, вы- 
зжающій изъ В, догоняетъ курьера, выъзжающаго изъ А. Обозначивъ точку ветрЁчи 
буквою С’ и положивъ АО’ = х, найдемъ ур. (3), котораго корень и будетъ служить 
отвЪтомъ на новую задачу. 

ДФйствительно, такъ какъ > е, то при движеніи въ направленш ВА, курьеръ 
В п догонитъ курьера А въ ифкоторой точе С’, лежащей влћво отъ А. Такимъ обра- 


зомъ, для истолкованія отрицательнаго ръшенія, мы измфнили направленіе движев!л 
курьеров». 


2. Но легко видфть, что ур. (3) можно также разсматривать какъ выраженіе 
усховій задачи, отличающейся отъ данной не направленіемъ движенія, а допущеніемъ, 
что движен!е имфеть м%сто неопредфл. время, и что встрфча пропзойдетъ не въ бу- 
дущемъ, а что она уже имфла м$сто рапьше того момента, въ который курьеры про- 
Бзжаютъ —- одинъ черезъ А, а другой чрезъ В, въ нБкоторой точкћ С’, отстоящей 





(1 
влЁво отъ А на #= 7 версть, Что задача и въ этомъ смысл возможна, пря» 


7 
мо слфдуеть изъ того, что при 7>>0, курьеръ В, догнавъ А въ точе С’, обгоняетъ 
послБдняго и Бдетъ впереди ето. 
0 хе 
ПІ. Когда 4-0 по 220, то #= ==0. 
Д < 0, и 
Такъ какъ 4—0, то оба курьера выфзжаютьъ изъ одного мфета, притомъ одно- 


временно; но они Фдуть съ разными скоростями (020), слБд. одинъ постоянво бу- 





деть впереди другаго, такъ-что никакая точка пути, кром м%ста выфзда, не можеть 
быть ихъ общимъ мЪстомъ. Это н выражается рёшенемъ х — 0. 
ао 

ІҮ. Когда >> 0, а о==7', то а= 75—00: 

Безконечное р$шен!е служитъ въ данноиъ случа, признакомъ полной невозмож- 
ности задачи, т. е, невозможности встрфчи курьеровъ. ДъЙствитедьно, они выћзжа- 
ють одновременно изъ двухъ разныхъ точекъ и Здуть съ одинаковою скоростью: 
повятно, что разстояніе между ними всегда будеть = 0, и слЪд. встрЪча пхъ не- 
возможна. 

У. При 9 —=0 ноо 

0.5 


а 
0—0 
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Это рЕшеніе означаеть полную неопредфленность задачн. ДБйствительно, условія 
й = 0 но=— 0 означають, что курьеры выфзжаютъ изъ одного мъста (одновременно) 
и дуть съ одинаковою скоростью; очевидно, что они всегда будуть вм$стБ: каждая 
точка пути будетъ служить мЪстомъ ветрћчи. 

Примьчане. Если положить, что курьеры Фдуть не въ одну сторону, а наветр%- 
чу другь другу, то направлен1я скоростей будуть противоположны; сл д. если одну 
изъ нихъ, напр. ?, будемъ считать положительною, то другую слФдуеть принять за 
отрицательную; обозначивъ ее черезъ — #7, найдемъ 


А др 4 = 
е—(—-9) оу 

Не трудно было бы вывести эту формулу и непосредственно. Заключаемъ, что 
формула (2) прилагается и къ этому случаю, а потому она — вполиБ общая. 


2 


естой примњрё изслњдованія. 


387. Провести общую касательную къ двумь круамь. 
А. Проведеніе общей внњшней касательной, 





Черт. 16. 


Пусть разстояніе ОТ точки встрфчи общей вишней касательной съ лишей цент- 
ровъ оть центра О первато круга будеть 5; радіусъ ОА — В; оа== В; бо— а. Изъ 
подобія треугольниковъ ОАТ и оаТ находииъ пропорцію: ОТ : оТ—= ОА :ой или 
(0—4) = К: Б, откуда 

а. 


шаа пее т (1). 


Изолъдовлніе подраздБляется на три главные случая, смотря потому, будеть 
лн знаменатель В — В’ положителенъ, отрицателенъ или равенъ нулю. 
І. ВВ 0, ин К> БК. Величина 5х въ этомъ случа положительна, конечна 





и >> 4, потому-что > 1, а елд. точка Т находится на продолженіи линйг Оо. 


ЕВ 


Сверхъ того, необходимо, чтобы х = 4 +|- Б, или Е Е = 4-- В. Такъ какъ 


Б — К> 0, то, умножая обБ части на эту разность, мы не измФнимъ знака не- 
равенства, слд. ЯВ > (@--В)(В — В’), откуда 
а> Ё —– К. 

Неравенетво удовлетворяется, когда: 1) круги расположены одинъ вн другаго, 
не пмъя общихъ точекъ, пбо тогда 4>> даже Е -4|- К’; 2) круги имБюті вн8шнее 
касаніе; 3) онн пересъкаются. Равенство же удовлетворяется при внутреннемъ каса- 
(Е — К)К 


ніп; въ послфднемъ случаћ 2 — в 


В, и точка Т совпадаеть съ точкою 


касанія круговъ. 
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Котда В’ = 0, т. е. малая окружность сводитея къ своему центру, условіе вов- 
можности приводится къ 4 > В, а <— 4, — результаты, сами собою понятные. 


П.В —В< 0, пи В< В. Въ этомъ случа х отрицателенъ, слБдовательно 
точка Т находится влЪво отъ 0. Въ этомъ случаф безполезно повторять изелдован!е, 
приведенное выше; ибо для опредфлен!я различныхъ положен точки Т, очевидно, 
достаточно перевернуть предыдущій чертежъ, такъ-чтобы меньший кругъ помфщался 
влъво отъ большаго. 


Ш. В — В/—0, или В == К, т. е. оба круга равны. При этомъ возможны елф- 
дующів случаи: 


а) Если д> 0, #= Е = оо, т. е. точка Т удаляется въ безконечность. Въ 


самомъ дълБ, въ этомъ случа лини ОА и оа равны и параллельны, слфдоват. пря- 
мая Аа || Оо и не вестрчаетъ ее. Безконечное рЪшевіе означаетъ, такимь образомъ, 
параллельность общей касательной линіи центровъ. Разематривая вопросъ съ другой 
точки зр$н!я, можно замтить, что еслибы радіусы, будучи сначала неравными, раз- 
нились бы незначительно, точка Т находилась бы на очень большомъ разстояніи отъ 
точки О, и зто если радіусы будутъ стремиться къ равенству, разстояніе ОТ будетъ 
неограниченно возрастать; слЕд. когда радіусы будуть строго равны, точка Т уда- 
литея въ безконечность и 5 = со. 

Б) Если, при В —В/-0, и 9—0, тогда 2 = 5. ‚ и задача становится дЪй- 
ствительно неопредъленною. Въ самомъ дфлф, оба круга имфють въ этомъ случа$ об- 
щій центръ и равные радіусы, сх. они сливаются; ни линія Аа, ни 00, не имфють 
въ такомъ случа опредфленнаго положенія, а потому и точка ихъ встрфчи абсолют- 
но неопред$ленна. 

с) Наконецъ, если В = В! 2—0, 4 также принимаетъ неопредфленный видъ 5 Ў 
Неопред$ленность — опять дБйствительная, и легко обтясняется: оба круга приво- 
хатся къ своимъ центрамъ, линія Аа сливается съ 00, и точка Т можеть быть взя- 
та произвольно на лини 00. 

Постровнте. Формула (1) даетъ пропорцію: (В — В): В = 4:5, изъ которой 
видно, что х есть четвертая пропорціональная къ тремъ лиямъ В — ЕК, Ки 4. 
Проведя произвольный радіусъ ОМ въ круг центра О, откладываемъ на немъ ливію 
УМ == К; получимъ ОМ — В — В’. Соединивъточку М съ о,проводимъ линію МТ [1 №: 
точка Т будетъ требуемая. Проведя изъ нея касательную ТА къ кругу О, уб$дныся, 
что эта линія коснется и круга о. 


В. Проведеніе общей внутренней касательной. 


Обозначивъ разстояне ОТ, буквою 2, изъ подобія треугольниковъ ОВТ, п орт! 


х —— Ф 
имфемъ: Е == 97° откуда 


ав 
=... . (9 
ЕТЕ (2) 
В 
Изсльдованге, Такъ какъ їг < 1, то всегда 2 < й, т. е. точка Ту на- 
л 
ходится между центрами. Кром% того, разстояніе точки Т, оть О не должно быть < В, 
В 
т. е. должно имфть вю 5 К, откуда @= К-К, т. е. окружности должны быть 


одна вн другой. Въ крайнемъ случа, т. е. при ваъшнемъ касанін, 4 Е -- Е, 
их В, т. е. точка Т; совпадаетъ съ точкою касанія круговъ. 
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Когда В’—0, 2—0, т. е. точка Т, совпадаеть съ центромъ 0’, къ которому, 
въ данномъ случа, приводится второй кругъ. 


0 
Наконецъ, если В— К —0, а=) точка Т, неопред%ленна, п въ самомь 


дъл, въ этомъ случа прямая Ад совнадаеть съ линіей центровъ. 
Построепіе аназогично предыдущему. 


(домой примтуз изслљдованія. 


388. Вь точкъ А, данной внутри крузлапо билліарда, помњшенъ упруйй ша- 
рикь. Бъ какомъ направлен нужно е пустить, чтобы, отразившись три раза отъ 
бортовь, онъ возвратился снова въ точку А? 

По закону отраженія, уголь паденія ра- 
венъ углу отраженія, при чемъ угломъ паде- 
нія будетъ уголъ, составляемый направленіемъ 
паденія (напр. АВ) съ радіусомъ, проведен- 
нымь въ точку В, а угломъ отраженія — 
уголъ, образуемый направлен1емъ отраженнаго 
движенія (ВС) съ тЬмъ же радіусомъ. Зная 

( это, п замфчая, что фигура расположена спм- 
метрично относительно діаметра` ОС, прохо- 
дящаго черезъ точку А, усматриваемъ, что 
задача приводится къ слБдующей: вг каком 
направлении надо пустить шоарикъ А, чтобы, 
отразившись отъ борта, онъ ударился въ ко- 

т | нечную точку С діаметра РС? 
Черт. 17. Пусть ОС = Е, ОА а, В — искомая 
точка; проведя хорду ВВ’ перпендикулярно 
къ діаметру ОС, замфчаемь, что какъ скоро извфстно будетъ разетояніе ІО этой хор- 
ды оть центра, то будеть извБстно п положеніе искомой точки В. Поэтому за не- 
известное принпмаемъ ОТ— 2. Углы: паденія АВО, и отраженія—ОВС, равны, елд. 

ОВ есть биссектрисса угла АВС треугольника АВС; по свойству ея, имфемъ пропорцію: 





АВ А0. 
вс 00’ 
возвысивъ объ части въ квадрать, находимъ: 
——2 
АВ а? 
РЕВ би рә 
во: 2 


затђмъ, на основанш теоремъ о квадрат стороны треугольника, нмћемъ: 
АВ? == АО? -|- ВО? — 240.01 а? -|- В? — 20.2; 
ВС? = 00° -- ОВ? -- 20С.01 = 282 -- 28.5; 
подетавивъ эти величины въ предыдущую пропорцію, находимъ: 
а? -- Е? — Зах _ @* БТС, 
29° 285 Г 
изъ этого ур-нія, по сокращеніп сначала на В, а затЬмъ на В — а, имф6мъ; 
вв — а), 
2а 
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Изсльдовлнте, Такъ кавъ а < В (точка А находится внутри круга О), то 
предыдущее выраженіе даетъ для х всегда величину положительную; но для возмож» 
ности задачи этого недостаточно: необходимо еще, чтобы было х < В, илн 

В(В —а В, 
КЕ 0) Ф В, откуда а % 


Итакъ, чтобы задача была возможна, нужно, чтобы а пмфло величины въ пре- 





В 
дфлахъ между В и 3 слЬд. задача невозможна, когда шариеъ А находится внутри 


круга, концентричнаго билліарду и описаннаго радіусомъ, раввымъ трети радіуса бил- 
ліарда, 


В 
Когда а изм$няется непрерывно отъ В, до 5, & изуБняется непрерывно отъ 


О до Б; въ частности: 
при @—= В, 2 == 0: шарикъ опишетъ половину контура квадрата; 


В В, 
при 9-5, @ == "е : шарикъ ошшетъ полупериметръ равно- 
< 
сторонняго треугольника: 
В з 
при а=, а= К, шарикъ оцишетъ діаметръ ОС. 
ПостроЕнІЕ. Формула 2 даетъ пропорцію: 


В 
а: = (К — а): 12, 


такъ-что нужно построить четвертую пропорціональную къ тремъ линіямъ: а, и 


ы] 23 


В — а. Взявъ на діаметръ ОЕ, перлендикулярномъ къ ОА, часть ОА’ — ОА == а, и 
В Ы 

ОЕ== 5” затмъ на діаметр ОС часть ОР = А” = В — а, соедпнимъ точки О’ и 

А’ и черезъ точку Е проводимъ зиню ЕТ параллельную А’П’: эта лин я п дасть ис- 

комую точку І. Въ самомъ дл, изъ подобія треугольниковъ А’ОО’ и ЕОТ имфемъ: 


ОА’:ОЕ == 00:01, или а: = (В — а):О1, откуда и видно, что 01 = 2. 


Обобщеніе за- к 
дачи. Когда шарикъ БР 
А находится ва кру- 
та, напр. въ А’ (черт. 
18) задача будетъ- 
возможна, если уда- 
лить матеріальную по- 
луокружность ЕО’, 
обращенную своею вы- 
пуклостью къ шарику. 
Въ самомъ дЪлЬ, въ 
такомъ случа шарпкъ 
А’ можеть удариться 
въ такую точку В 
другой половины кру- 
га, что по отраженін 
попадетъ въ точку С’, 
а слфдовательно от- Черт. 18. 
сюда, по ‘симметри фигуры относительно линіи А’С’ возвратится въ А’. Для опре- 
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дБленія точки В’, положимъ ОТ 2; въ такомъ случа, подобно предыдущему, 
найдемъ ур. 


з #45 8 
саатла еа елі 000. ... (2) 
281 — 285 83 
отличающееся отъ (1) только перемфною х на — #; а потому корень сго отличается 
отъ корня ур-нія (1) только знакомъ; итакъ 


ета (1. 





В 
Чтобы 4 было положительно, необходимо, чтобы было == 1, ина > В; 
сад. а можно изм%нять отъ В до оо. При этомъ д’ будеть измфнаться отъ О до 
ту: Т.е. шо мЪрЬ того какъ точка А удаляется отъ точки П”, точка падевіа В’ 


приближается къ точе В”, отстоящей на 60° отъ точки С’. 

Итакъ, ур. (1) всегда даеть рёшеніе задачи, когда шарикъ находится вн круга 
а знакъ — ‚предшествующий корню, указываеть ту область, которая заключаетъ точ- 
ку паденія. 


Построепіе аналогично предыдущему п указано на чертеж%. 


Восьмой прилтрг изелњдованія. 


889. ъло, состоящее изъ двухъ призмъ, сложенныть равными основаніями, по- 
аружкено въ ванну, состоящую также чзъдвухь жидкостей, натодяшихся одна поверь 
друой. Спрашивается, въ какомъ разстояніш надь поверхностью раздъла жидкостей 
натодитея площадь соприкосновенія призмь? Плотности и высоты тризмъ равны: въ 
верхней призмь Т и Н, въ нижней 0 и Н’; плотность верхней жидкости равна 4, 
нижней 4’. 

Пусть требуемая высота будетъ 2. По закону Архимеда: „всъ плавающего тфла 
равенъ всу вытфененной жидкости“. Зная это н припоминая, что Р = 0104 (гд$ Р — 
вЪеь тЬла, 0 — его объемъ, 0 — плотность п 4 — всъ кубпческій единицы воды), 
мы, обозначивъ буквою 5 площадь основанія каждой призмы, имфемъ уравнен!е 


8(Нр -- НТ’) = 8(Н + 2) 4 (Н — 2), . .. . (1) 
ТЕ н(4—0) + 8(4 —р), 
ый а — 
ИзолъдовАНІЕ. Величина 2 можеть быть или положительною, или отрицатель- 
ною; если она положительная, то можеть быть рЪшеніемъ предложенпой задачи, если 


же отрицательна, то дастъ отвфтъ на слёдующій вопросъ: „въ какомъ разетоянін тодо 
поверхностью, .... “? 


Съ другой стороны, никогда количество =, по абсолютной величин%, не можеть 
быть больше 


откуда 





Н”, если = положительно, 
н Н, если х отрицательно: 
5 
иначе твло не погружалось бы заразъ въ объ жидкости, и ур-ніе (1) не было бы уже 
уравненіемъ задачи. 
Наконецъ, по законамъ равновћсія жидкостей, 4’не можеть быть меньше @, такъ- 


что относительно знаменателя можеть быть только два предположенія: 4 —02> 0 и 
а — == 0. Итакъ: 
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І 4—4>0. При этомъ относятельно числителя возможны 3 предположеня: 


1) (4 — р) +-н(4 — р) > 0. Въ этомъ случа, для того чтобы величина = 
дЪйствительно служила рЬшеніемъ задачи, необходимо, чтобы она была $ Н’ елд. 
нужно чтобы 


на – 0) 4-н(4 — 1) = Н(0 — а), 
т. е. нр но = (и 4- Н). 
2) На— 1) ЕН“ —– р) < 0. Въ этомъ случа х отрицателенъ, и для того 


чтобы онъ служиль рЪшеніемъ задачи, необходимо чтобы абсолютная велизнна его 
была < Н, т. е. чтобы 


_ На-На — р) 
Е #4 
т. е. чтобы Нр нр < (н {- На. 
3) НЯ — р) + Н(0 — р) =0. Въ такомъ случа 2—0, и площадь соприкосно- 
венія призмъ совпадаетъ съ поверхностью раздфла жидкостей. 


5н, 





т, 
П. 4 —4—0. Если при этомъ числитель не —0, то х — 707: 818 форма озна- 


чаетъ дфйствительную невозможность: тфло не можеть быть въ равнов%сін внутри 
жидкости. 


Если же НЮ НО" == (Н -- Н), то = г Эта форма означаеть дфйствитель- 


ную неолредБленность: такъ и должно быть, нбо въ данномъ случа тъло будетъ въ 
равнов%еіи въ какомъ угодно полозеніп. 


390. Задачи. 


^1, Сумма цифръ двузначнаго числа равна 14, если же къ нему прибавить 27, 
то получится число обращенное. Найти это число? 


2. Найти трехзначное число по слфдующимъ условіямъ: сумма его цифръ равна 
18; цифра единицъ вдвое больше цифры сотевъ; если же прибавить къ нему 390, то 
получится число обращенное. 
з 
#3. Въ двузначномъ числ цифра единицъ составляетъ = цифры десятковъ, а 
разность этихъ двухъ цифръ равна 4. Найти это число? 


4. Училище состопть изъ трехь классовъ; въ нервомъ классЪ 18 учениками 
меньше чБмъ во второмъ, а во второмъ 25 меньше чЪмъ въ третьемъ; еслн же утроить 
число учениковъ перваго класса, то получится число учениковъ третьяго. Опредфлить, 
сколько было учениковъ въ каждомъ класе? 


5. Найти стороны треугольника на освован1и сл$дующихь условій: разность 
между наибольшею и наименьшею стороною равна 9 ф.; сумма большей и средней 
стороны равна 24 ф.; если же сложить удвоенную большую съ утроенною среднею и 
учетверенною менылею, получится 84 ф. 


6. НЪнкто панялъ рабочато, которому платилъ за каждый лЪтній день 2 рублями 
больше чмъ за зимній день; зимою рабоч й находился у него 12 дней, а лфтомъ 15, 
и получилъ за зимнюю работу 8 р. награды, за лътнюю же у него былъ сдфланъ 
вычетъ 13 р., причемъ оказалось, что въ оба раза онъ получилъ по-ровну. Опред%- 
лить плату за 1 рабочій день лЪтомъ? 


7. Въ ванну, содержащую 342 грамма воды при температур® 110 С, опущенъ 
кусокь мЬди всомъ въ 120 гр. Окончательная температура смЪси равнялась 100. 
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Опредфлить начальную температуру мди, зная, что удфльная теплота этого металла 
равна 0,095. 


8. Требуется на протяженш метра помфстить рядомъ 40 монетъ, частію ияти- 
франковыхъ, застію двуфранковыхъ, зная, что діаметръ первыхъ равенъ 0,087 метра, 
а вторыхъ 0,027 метра. 


9. Метръ пеньковой веревки, при 8 квадр. миллим. поперечнаго разръза, в%- 
сптъ 12 граммовъ; веревка намотана на ватъ ворота, а къ свободному концу ея при- 
вязанъ грузъ въ 50 килогр. На сколько метровъ нужно размотать веревку, чтобы она 
оборвалась подъ дЪйствіемъ собственнаго въса и привязаннаго груза? Известно, что 


[4 


при разръз% въ 5 кв. мм. веревка разрывается отъ груза въ 5 килогр. 


10. Вычислить основаніе и высоту прямоугольника, зная, что сумма нхъ равна 
30 метрамъ, п что если увеличить основаніе на 5 метровъ, а высоту на 4 м., то пл0- 
щадь прямоугольника увеличится на 160 квадр. метровъ. 


11. За провозъ нфкоторато товара желЪзная дорога береть 12 к. съ 1000 фун- 
товъ, и съ версты; кромф того, за нагрузку взымается 1 р. 85 к. съ 1000 фунтовъ. 
На какое разстояніе можно перевезти 50000 фунт. за 80 руб? 


12. Найти число, котораго половина, сложенная съ его третью, нревышала бы 
на 54 единицы упятеренный остатокъ? 
2 
37 


бы треть суммы, происходящей отъ сложенія 21 единицы съ упятереннымь искомымъ 
числомъ? 


13. Найти число, которое, будучи увөличино своими и 7-ю единицами, давало 


1144 Одинъ работникъ дфлаеть въ день а арш. сукна, другой, въ такое же время, 
0 арш. Первый уже выткалъ с аршинъ, а второй э» аршинами больше. Спрашивается 
черезъ сколько дней отъ настоящаго времени количества аршинъ, вытканныхъ тфыъ 
и другимъ рабочимъ, сравняются? 


15. Желфзная дорога взымаеть за провозъ @ коп. съ пуда и 1000 верстъ; сверхъ 
того за нагрузку каждаго вагона вфсомъ р пуд. платится б руб. На какое разстояніе 
можно провезти с тысячъ пуд. за о рублей? 


16. Найти число, котораго половина, сложенная съ третьею, превышала бы на 
6 единицъ 2% разъ взятый избытокъ чегверти эгого числа надъ его двнадцатою долею? 


а 
17. Какое число х надо прибавить въ числителю и знаменателю дроби т’ для 


т. 
того чтобы она была равна дробн ря: 


18. Имфетея жж фунт, морской воды, въ которыхъ содержится р ф. соли; сколь. 
ко фунтовь чистой воды надо прибавить, чтобы эо фунтовъ смеси содержали только 
2’ фунтовъ соли? 


29 Два бассейна наполняются водою, каждый изъ особаго крана. Первый кранъ 
можеть наполнить бассейнъ, вмЖстимость котораго равна а, въ т часовъ; второй 
краяъ наполняеть бассейнъ вм%стимостью 6 въ и часовъ. Посл того какъ первый 
кранъ былъ открыть уже въ течени р часовъ, открывають и второй. Черезъ скольхо 
часовъ оба бассейна будутъ содержать одинаковое количество воды? 


20. Въ двухъ мфстахъ А п В, находащихея одно отъ другаго въ разстолніе я 
верстъ, продаютъ каменный уголь по а и Б руб. за 100 пудовъ. Спрашивается, въ 
какомъ пункт разстолніл АВ уголь взятый изъ А и изъ В будетъ въ одинаковой 
цфн%, зная, что перевозка, обходится въ с руб. со 100 пуд. на 100 верстъ? 
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21. ОпредБлить: 1) на прямой АВ; 2) на ея продолженін такую точку С, что- 
АС љт: 
бы туя = 0 
ВС ГА 
22. Продолживъ непараллельныя стороны трапецін, составимъ треугольникъ, вы- 


соту котораго требуется опред$лить. Даны: основанія трапеци а и б п высота Л. 


28. Провести параллельно основавіямъ трапеціп прямую, которой отрзокъ: 1) меж- 
ду непараллельвыми боками; 2) межлу діагоналямм, имф1ъ бы данную величину 1. 
Известны: основанія а и 6 трапеціи и одна изъ непараллельныхъ сторонъ е. 


24. Въ треугольник АСВ проводятъ биссектрису внфшняго угла при вершин% 
С; пусть эта линія встрБчаетъ продолженіе сторовы АВ въ точьф р. Вычислить АР. 
Даны стороны треугольника: а, © п е. 


25. Параллельно сторон ВС треугольника АВС провести прямую, отрФзокъ ко- 
торой между сторонами АВ и АС пмфль бы давную длину /. 


26. Даны: кругь О радіуса В, прямая ху п на ней точка А. Вычислить радіусъ 
& круга, касательнаго къ кругу О и къ прямой ху въ точкф А. ИзвЪстны: 1) раз- 
стояніе ОВ — 4 центра О отъ прямой ху; 2) разстояніе АВ = а точка А отъ осно- 
ванія В перпендикуляра ОВ. 


27. Даны: прямая 20, кругь О радіуса В и точка А на пемъ. Вычислить раді- 
усъ 2 круга, касательнато къ кругу О въ точкБ А и къ прямой 25. ИзвЪстны: 1) раз- 
стояніе ОВ = 4 центра О отъ прямой ху; 2) разстоявіе ВР = а точки В отъ точки 
встръчи П прямой ОА съ 27; кром того, для краткости полагаємъ а -|- 2 62. 


28. Даны: кругъ О, прямал ху касательная къ этому кругу въ точе (С, п на 
20 двЪ точки А п В, которыхъ разстоявіе равно 20; кром того, извфетно разстоя- 
ніе средины О прамой АВ оть точки С, равное 4. Вычислить радіусъ 2 круга, ка- 
сательнаго къ О и проходящаго черезъ точки А и В. 


29. Катеты прямоугольнаго треугольника суть Фи с, гипотенуза а. Найти на ней 
такую точку, чтобы сумма ея разетояній отъ катетовъ равнялась данной лини т. 


80. Дана точка А, находащаяел въ разетоянін а оть центра О окружности ра- 
Муса 7; точку А соединяють съ точкою В окружности. Зная длану 0 прямой АВ, 
опредфлить длину хорды, отсфкаемой окружностью на этой прямой. 


81. Данъ прямой уголь ХОУ и точка Р внутри его; провести скущую МРХ 
такъ, чтобы ом Рот гдъ К — данная прямая. 


82. На гипотенуз ВС прямоугольнаго треугольника АВС найти такую точку М, 


——2 
чтобы АМ +- ВМ х СМ = К®, гдБ К--данная прямая. 


38. РазсЕчь шаръ плоскостью такъ, чтобы разность поверхностей двухъ сегментовъ 
равнялась бы данному кругу. 


34. На полуокружности АМВ найти такую точку, что если провести изъ пея ка- 
сательную МР до вотрфчи съ продолженемъ діаметра АВ, провести радіусъ ОМ и 
обернуть фигуру около АР, то чтобы объемы, описанные секторомъ АОМ и треуголь- 
никомъ: 1) ОМВ, 2) ОМР имли данное отношеніе т. 


35. На какой высотЪ слфдуеть помфетить глазъ надъ шаромъ, чтобы обозрЪть 
поверхность данной величины? 


36. Въ какомъ разстояніи отъ центра нужно пересфчь шаръ, чтобы боковая по- 
верхность прямаго конуса, касающагося къ шару по окружности сЪченія, находилась 
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въ данномъ отвошеніш 9 еъ поверхностью того или другаго сегмента, на ќоторыбё 
раздфляется шаръ сФкущею плоскостью. 


37. Данъ кругъ и въ немъ діаметръ АВ. На какомъ разстояніи отъ центра нуж- 
но провести хорду ОЕ, перпендикулярную въ діаметру, чтобы боковая поверхность 


р Е 1 
конуса, произведеннато обращеніемъ хорды АР около діаметра, составляла у Поверх- 


ности, описываемой малымъ сегментомъ АТ? 


38. На горизонтальной плоскости находятся: шаръ и конусъ, котораго основаніе 
совпадаетъ съ этою плоскостью, а высота равна діаметру шара. Разсфчь оба тБла 
горизонтальною плоскостью такъ, чтобы площади сЪфчен1й находились въ данномъ 
отношеніи. 


39. Даны: неограниченная прямая 2у и двЪ точки А и В, расположенныя по 
одну сторону ел. Требуется найти на прямой ху такую точку С, чтобы треугольникъ 
АВС им%лъ данную площадь А. Даны: длины перпендикуляровъ АР и ВО, опущен- 
ныхъ изъ точекь А и В на прямую 2у, именно АР — а, Во ==0, и Би Ро—а 
между основаніями этихъ перпендивуляровъ. 


40. Два бассейна, изъ которыхь одинъ содержитъ уже о литровъ, а другой б 
литровъ воды, нолучають соотвфтственно: первый с литровъ, а второй 4 литровъ въ 
часъ. Спрашивается, черезъ сколько часовъ первый бассейнъ будетъ содержать вдвое 
боле жидкости чфыъ второй? А 


41. Два курьера дуть равномфрно по прямой со скоростями о и 0; первый 
профзжаеть черезъ точку А въ Т часовъ, второй черезь точку В въ Т’ часовъ (счи- 
тая отъ общаго начала времени); спрашивается, въ какое время произойдеть ихъ ветр- 
ча, если известно, кром того, что разстояніе АВ — 0? 

Разсмотр%ть два случая; когда скорости о п о имфютъ одинаковый знакъ, и ког- 
да знаки ихъ противоположны. 





ЛАВА жут. 


Изелдованіе уравненій первой степени ср двумя ыы 
НЫМИ. 


Изслфдованіе двухъ уравненій съ 2 неизвфстными въ общемъ видф.—Примфры изсл- 
дованія бұквенныхъ вопросовъ. Задачи. 


891. РЬшая два уравненіл первой степени съ двумя нензвфетными 


аз -|- Бу = с 
аз ву — 
мы вашли формулы: 
__ СЫ — 0 ас! — са! 
"> Н ты ‘`` 


предполагая, что коэффиціенты @ и о, или ф и 6’ отличны оть нуля, н что приэтомъ: 
аў — ра’ отлично отъ нуля. Цёль изслфдованія заключается въ томъ, чтобы показать 
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во всфхъ ли ёлучаяхъ эти формулы дадуть рёшен!я ур-ній, или же, напротивъ, ёсть 
такіе случаи, когда они не примънимы. 

Мы должны разсмотрфть два случая, смотря по тому, будетъ-ли знаменатель въ 
формулахъ х и у: 1) отличенъ отъ нуля, или: 2) равенъ нулю, причемь или одинъ 
изъ числителей, или оба — равны нулю. 

Это раздфлене основывается на слфлующихь свойствахъ биномовъ а’ — ба, 
СЫ — Бс! и ас' — са’. 

Первое свойство. Если коэффиціенты при одномъ и томъ же неизвфетномъ, или 
свободные члены с и с оба не нули, и если два изъ биномовъ а6’— ба’, сб’ — Бс! и 
ас — са’, равны нулю, то и третій равенъ нулю. 

Пусть 66’ — рс = 0 н ас — са = 0; отсюда с’ = п ас == са: перемноживъ 
эти равенства, найдемъ 05’сс’—а/6сс’, или (а5’ — @'5)сс' — 0; но сс не равно нулю, 
олд. должно быть 40 — 2—0. Если же с=0, въ такомъ случа, по условію, 
е! 50; а потому изъ равенствъ с’ фс и ас’— са’ имемъ: а=0, 6=0, и елЪд, 
а — Бо —0. 

Второе свойство. Ўсховія необходимых и достаточныя для того, чтобы два изъ 
этихъ биномовъ были нулями, а третій быль бы отличенъ оть нуля, состоять въ том", 
чтобы буквенныл количества общія этимъ двумъ биномамъ, были нулями. 

Очевидно, что этихъ условій достаточно; затъмъ, если имфемъ сб’ — 6’ —0, 
ас — са’ ==0, и а — 20, то равенства даютъ: сс’(а5’ — Фа’) = 0, а елЪд.сс' = 0. 
Пусть с=0, тогда 66' == 0 и а6'==0, а потому и с'=0: ибо положивъ е$ 0, 6—0 
па=—0, нашли бы аб’ — Ба’ == 0, что противно условію: аб — ба’ $ 0. 

392. |. Общ знаменатель а’ — ра’ отличенъ отъ нуля. 

Въ этомъ случа система ур-ній имфеть конечное и опредвленное рёшеше, пред- 
ставляемое формулами (1). 

Въ самомъ дл, эти рфшенія составляють систему тождественную съ данной, 
потому-что дфлитель аб! -— ба’ не есть ноль. 

Въ случа, когда числитель ас! — са’ равенъ нулю, что возможно при одномъ изъ 


. ас 
трехъ үсловій: если аг == уз или если а==0 и с==0; или с--0 и с —0 (предпо- 


ложеніе 00 н а = 0 повело-бы въ: оБ' — Ба’ = 0, что противно условію), замфчаемъ, 
что у обращается въ ноль; а ири третьей групи условій, именно при с=0 ис’==0, 
и < дфлается нулемъ. | 

Въ силу втораго свойства, условін необходимыя и достаточныя ддя то1о, чтобы 
оба неизветныя были нулями: 2—0 и у = 0, суть с—0 и с —=0. 

Итакъ, когда общ знаменатель 20’ — Ба’ отличенъ отъ нуля, система имфетъ 
конечно опред$ленное ръшеніе; при этомъ или оба нензвћетныя будуть положительны, 
или оба отрицательны, или одно положительно, а другое отрицательно; наконецъ, или 
одно, или оба могуть быть нулями. Послднее имфетъь мфсто только въ томъ исклю- 
чительномъ случаф, котда свободные члены-оба нули, 

Положительныя рБшенія въ больщинств$ случаевъ даютъ прямой отвътъ на воп- 
росъ; отрицательныя же или служать признакомъ невозможности задачи, или непра- 
вильной постановки ея. Истолкован!е отрицательныхь ръшеній основано на теорем%, 
аналогичной той, которая была доказана для ур-нія съ однимъ неизвъстнымъ. 


398. Теорвмл. Де системы двухъ ур-н съ двумя нечзвњстными, отличало- 
чияся только знакомъ три одномь или три обопхъ неизвъотныхь, импють ртшенія: 
равныя по абсолютной величинњ, но разнящіяся знаками — для толь неизвьетныхь, 
знаки при которылъ въ объихь системахъ различны; и ръшенія, одинаковыя по ве- 
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личинь и по знаку — для неизвъстнызъ, предществуемыхь общимь знакомь въ объихъ 
системах». 


Въ самомъ дфлЪ, сравнимъ системы: 


о @) Е: ах — Ву == 3 (9) 

анус вх Ру с! 

разнящіяся только знакомъ при 9; докажемъ, что этип системы имфють одпнаковое 
ръшеніе для 2, н рБшенія, равныя по абсолютной величии, но противоположныя по 


знаку, для у. 

Въ самомъ дл, положивь — у = 2, система (2) обратится въ 

а -|- Ве с } (2/) 
ав | Бес ; 

ЗамБчая, что система (2) ничъмъ не отличается отъ (1), заключаемъ, что рћ- 
шенія системы (1): 2 и 9’ удовлетворяють п (9); такъ что система (2’) имфетъ р- 
шенія: д=# н #=9'; или, такъ вткъ 25= — у, то (2’), а потому п (2) пмфеть 
рБшенія: 

а=, = — 9’. 

Прим%ъръ. Куллено нљсколько аршинь матери по опредъленной цънњ. Если 
бы было куплено З аршинами больше, а за аршинъ было заплочено 1 руб. меньше, 
то на всю покупку издержали-бы 11 рублями меньше. Если же было бы куплено 8 
аршинами меньше, а за аршин платили бы 2 руб. дороже, то издержали бы 12 
руб. больше. Сколько аршинъ куплено и сколько платили за аршинь? 


Пусть было куллено х арш. по у руб. за аршинъ. Получаемъ ур-нія: 
(24 3)(0 — 1) = ду — 11 
(= — 8)(0 - 2) = 27 12; 
откуда #—— 10; 9 == — 6. 
СлБд. задача невозможна въ томъ смысл, какъ она дана. 


Подетавивъ въ ур-нія: — х вместо х, и — у вмЪсто у, найдемъ: 


(2 — 3)(0 4-1) = ау — 11 : > 

(2-4 8)(у — 92) = 20 -{- 12, 
которымъ, на осн. доказанной теоремы, удовлетворяютъ рБшенія: 2—10, у=6. 
Они служатъ прямыми отвћтами на слЪдующую задачу: 

„Куплено известное чнело аршинъ матери по опредфлевной цън%. Если бы было 
куплено тремя аршинамн меньше, а за аршинъ было заплочево 1 рублемъ дороже, то 
на всю покупку издержали бы 11 руб. меньше. Если же было-бы куплено 8-ю арши- 
нами больше, а за аршинъ платили бы 2 рублями меньше, то издержали бы 12 рубля- 
ми больше. Сколько аршинъ куплено и сколько платили за аршипъ?“ 


394. 11. Общій знаменатель, ар’ — ра’ 0, а одинъ изъ числителей, напр. 
ГА / 
6/— ре 2 0. 
Равенотво аб’ — ба’ == 0 можеть имфть мето при слъдующихъ обстоятетьствахъ: 
Б . 
р 
Предположеніе 0:— 0, 2 == 0, обращающее также въ поль биномъ аі — фа’, слф- 


дуеть устранить, потому что при немъ обращается въ ноль и числптель с6’— 0с", по 
условю, неравный нулю. 


1) ==. 2) а—=0, 6—0; 3) а==0, а 0. 
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З . @ (А 
Первый случай: Го Оба нензвЪетныя представляются въ этомъелучаћ подъ 


т 
ВИДОМЪ Су ИЛИ ОО: 


&— оо, у == 00. 


Докажемъ, что безконечныя ръшенія представляют»ь единственно возможное рњ- 
тшеніе системы въ разсматриваемомь случат. 


Тавнмъ образомъ нужно доказать, что въ данномъ случа уравненія не допуска- 


ютъ конечныхь рЬшеній; а зат$мъ, что безконечныя рБшенія дфйствительно удовзе- 
творяютъ систем%. 
и ‚аф __ аЬ. . 
зъ условія = имфемъ: а 775 Подставивъ въ первое ур., находим»: 


(2 


А 
а ауе, ИЛИ а-у. 
Но второе ур. есть а2 4 —= с; 


ГА 
по условію же сб — Бе! 20, откуда с. 


Отсюда видно, что система состоить изъ двухъ ур-ній, которыхъ первыя частн 
одинаковы, между тфмъ какъ вторыя неравны; очевидно, слфдовательно, что всякія 
конечныя значешя х и у, обращающія въ тождество одно изъ уравненй, не могутъ 
обратить въ тождество и другое. Такія ур-нія, которыя не впмфютъь общихъ конеч- 
выхъ рфшев называютъ несовмъстными (противор$чащими одно другому). 

Покажемь теперь, что безконечныя значевя 2 и у удовлетворають систем%, и 
для этого разсмотримъ два случая, смотря потому, пмБютъ-ли коэффиціенты о и б 
одинаковые знаки, или противоположные. 

Пусть а и 0 имфють одинаковые знаки; пусть, приэтомъ, с5'— бс! >> 0, и а6/— Ба 
стремится къ нулю, уменьтаясь; въ тавомъ случа» 


=== оо. 
а 
Умноживъ объ части неравенства сб’ >> ће! на аы количество положительное, 


ађ'с ; ар Г й 
> асб во —- == 0, слд. а/с >> ас, или ас — а'с < 0; поэтом 
5 5 ! 





получимъ 


у == — оо. 
а а " 
ЗамВтивъ, что У=ъ' видимъ, что а’и 6’ также пмћютъ одинаковые знаки; 


слЬд., подставивъ въ ур-вія выбето хи у ихъ велячины найдемъ 
а.со — 8.00 = с 
а. со— В.о =, 
т, е. Оо — Оос=с н ороо, 
что возможно, потому-что разность двухъ безконечностей можеть быть какимъ угодно 
количеством. 
Если а и В пмћютъ противоположные знаки, папр. а> 0 и 0 < 0, то оставивъ 
остальныя предположенія безъ измфненя, найдемъ: 


а 
Умноживъ 06% части неравенства с > фе’ на —- $’ количество положительное, 
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— а’, елд. —-@е > —а6, или ас —ае>0; а 


(А (4 
о'е 
полүчимъ: — —— > — 40; НО —— 
ь Ъ 
потому и 
Зам%тивъ, что а’ и Б имфють противоположные знаки, подставивъ вместо хи 
у ихъ значен1я, получимъ: 
а.со — (— 5).50 = с, 
а. со — (—В).с0 =, 
или оо — бое и со— Оос с', — тождества. 
Второй случай. а—=0, 6—0. И въ этомъ случа$: х==о0 и у: ОО; значевія 
эти приличествуютъ уравненіямъ. Въ самомъ дфлф, подставляя, имфемъ: 
0.оо | 0.59 = 
а’. оо | 0.00. 
Но произведеніе 0 . оо есть символь неопредфленности, сл. первое равенство 
можемъ разсматривать какъ тождество. Что касается втораго, первая часть его есть 





разность двухъ безконечностей; ибо ^ 
ТЕЗ с х а —са 
57907 ТЕЬ 
1 1 
откуда 7 и. — ф 7 (< НЫ 
ткуд ах | 0 = ае 0 5), 


и равенство а/с (со — ОО) = с, есть тождество. 
Съ другой стороны, очевидно, что всякая иная система значеній х и у не мо- 
жеть соотвЪтетвовать ур-мъ: 


0.2 0.7==с и ахуе. 
Третій случай. а= 0, а = 0. х и у принимають видъ: 
с6— фс! 0 


Итакъ, 2 безвонеченъ, а у неопредъзененъ. И въ самомъ дл, очевидно, что ни- 

какан система конечныхъ значеній 2 и у не можемъ удовлетворить уравненіяме, 
0.2 | бу = с, 0.24 бус’, 
С с 

ибо по условію г $ > ` 

Съ другой стороны, если вм%сто х подставимъ ос, то какъ 0.со изображаетъ 
количество неопред$ленное, усматриваемъ, что существуеть безчиеленное множество 
значеній у, удовлетворяющихь заразъ предыдущимыъ уравненіямъ, въ которыхъ 0.2 
замЪненъ количествами а и а’, лишь-бы произвольныя количества а н < удовлетво- 
с—& 0 —а 

ГР 

Примњчане. 1. Если вром$ 00 п а' = 0 было-бы и 0220, у имфло бы опре- 








ряли соотношенію: 


Н 4 7 
дфленную величину, т” ибо тогда слЬдовало бы положить х —= с на == 0). 


Прымљчаніе П. Въ разсмотрБнныхъ трехъ случаяхъ, если уравненіяўвытекаютъ 
изь условЙ задачи, нужно еще разсмотрть, можетъ-ли быть истолковано чисто алге- 
брапческов рЪіненіе уравненій; если да—это будеть единственно возможное рВшеніе 
задачи; если ифть—задазча невозможна; невозможность эта во всякомъ случаћ, будетъ 
зависить оть несовмфстности данныхъ между собою и съ неизвфетными. Потому-то и 
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товорятъ, какъ и по отношенію къ үр-мъ съ 1 неизвЪстнымъ, что символь оо есть 
признакъ невозможности задачи, 


395. Ш. Зкаменатель и оба числители — нули, 


а! — аъ —0, с’ — 6—0, ас’ — а'с== 0. 
Эти равенства могутъ нифть м%фсто при слБдующихъ обстоятельствахъ: 
а 6 с 
1) == 90: 2) «=0, 6—0, с==0; 3) а=0, а 0, с Бе —0. 


Ь 5 
Первый случай. ЕН Значен1я х и у берутъ видъ 


РЕС И __ 0 
20 У— о 
Неопред%ленность эта—-дБйетвительная. Въ самомъ д%л%, назвавъ общую вели- 
А а Г!) с 
чину равныхъ отношеній буквою В, т. е. положивь —— == === —- == К, имфемъ от- 
а р с! 


сюда; оа, В— К, с=с; подетавивъ въ первое ур., получимъ 
Е (а Бу) = Ес или ах -|- бус. 

Такимъ образомъ, первое ур-віе ничфмъ не отличается отъ втораго, такъ-что въ 
сущности два неизвфстныя связаны однимъ уравненіемъ, которое принимаеть безчис- 
ленное множество рфшен!й: неопредъленность дЪйствительная. Однако же, значенія 2 
и у не вполнф произвольны, такъ какъ, въ силу того, что они связаны уравненемъ 


ах--6у=—е, произвольному значению одного неизвфстнато соотв%тствуетъ вполн% 
опредФленное значеніе другаго. 


Примљчоніе. Если бы было с—0, а потому и с == 0, = и у были бы неопред%- 


ленны, қакъ и прежде, съ тфмъ отличіемъ, что отношеніе ихъ =. сохраняло-бы по- 


а : 
стоянную величину, равную ~ -; что прямо видно изъ уравненія ох -- Бу 0, въ 


которому въ этомъ случа приводятся оба ур-нія. 
Второй случай. а == 0, 6—0, сс 0. Въ этомъ случа 
а Е 
0 0 
Но первое ур. обращается въ тождество 0—0, сл$д. система сводится къ одному 
ур-вію съ двумя неизвфстными: неопредфленность дЪйствительная. 
Третій случай. а—=0, а == 0, сЬ' — —0. Оба нензвћстныя опять принима- 


0 
ютъ неопредЪленный видъ 0, ® система, 


0.5 | Бу е, 0.24 Рус, 


с сі 
показываеть, что 2 въ самомъ дЪлћ неопредфлененъ, во у — ъ= т. 6 иметь 
вполе ояредфленную величину. Но это противор$е между результатами, получаемыми 
изъ формуль для неизветныхъ, и результатами, непосредственно выводимыми изъ ура- 
вненій, только кажущееся; оно зависить отъ того, что дробь, дающая значеніе у: 
_ а’ — са 
У = а — фа’ 


въ данномъ случа содержитъ въ числителф и знаменател® общаго множителя, обра- 
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щающагося въ ноль при данныхъ предноложен!яхъ. Въ самомъ д6лф, вынося за скоб- 
ки: въ числитедЪ с, а въ знаменатель Б, имфемъ: 


ас! А 
с (——а 
с 


9 = 7 т 
(5 —«) 
Ата 1 р ее в 
но изъ условія су — с 0 == 0 имћемъ аъ} елд. 
а’ А 
и) 
Ере 
Ь е) ? 


Если бы 665’ — 66'—0 имфли вслфдетвіе предположеній 6—0, 0 = 0, то на- 
шлн-бы: д = т 0 ==00; эти рЪшенія отвБчали бы ур-мъ, нбо, какь 0.00 есть енм- 
волъ неопред&ленности, то равенства 

04- 0.00=с и 040.00=е 
суть тождества. 

396. Примъчаше. Раскрытіе неопредфленности дроби, принимающей видъ с 
ирип частныхъ значеніяхъ нъсколькихь буквъ, въ нее входящихъ, можно дБлать еще 


: А 
сяфдующимь общимъ пріемомъ. Если дробь —, въ составъ которой входятъ коли- 


В 
0 
чества 2, у, 2, . . . . принимаеть видъ т Ши 2—0, =, 2—6, ..... 10, 
ПОЛОЖИВЪ 
22—04, у=Ъ4-рһ, г=с4| фф, .... 
подетавляютъ этн величины въ числит. и знам., п сокративъ дробь, полагаютъ № — 0: 
: А 
тогда и пелучится истиниое значеніе дроби В 2р8 2—0, 9—6, 2—0, ... Оно 
можеть быть или опредфленно или неопредфленно, см. потому, будетъ-ли независимо 
отъ 2, 9, .... или же, посл всевозможныхъ упрощен, будеть еще содержать 


одно или нисколько изъ этпхъ количеств, располагая которыми произвольно, можно 
дать дроби какую угодно величину. 


Такъ, мы видимъ, что при а —0, 0/0 н ср -– Бс = 0, дроби 


0—00 ө 90 — 60 
абы “ У а а 





0 
принимаютъ видъ го Полагаемъ 


а—=й, ар}, =. иа; 
находимъ 
559 
ър — ' 
сл. х дБйствительно неопредфленъ, потому-что выбирая извЪстнымъ образомъ р и 9, 
можно ему давать пронзвольныя значенія. 


2 == 


Для у находимъ 


сЫ 
в(---- 9% }-—срү 
. ( ъ а. ) 5 ", сокративъ на й, а потомъ положивъ № 0: 





ЋЪ' —Ърћ 
и — В 
а т т — величину вполнф опред%ленную. 


397. Сдфланное изеслБдованіе можно резюмировать такъ: система двухь уравне- 
ній первой степени съ двумя неизвњстными имтеть одно ртъшеніе конечное или без- 
конечное, если изъ трель биномовъ 


26’ — Ва’, с’ — Ве, ас’ — см 
обращается въ ноль не болье однозо; ръшеще неопредъленно, есль два изъ нихъ дњла- 


ются нулями, за исключещемь случая, кода: е—=0, с'—0. 
Приводимъ несколько задачъ съ полнымъ изслФдованемъ. 


Первый примњрг изслњдованія. 


398. Два курьера њдутъ равномњрно в въ одну сторону, отъ х къ у, по юря- 
мой ху, со скоростями у ш у; въ данный моментъ одинь находится въ А, друзой въ 
А’, вә разстоящяжь ОА = а и ОА' = 1 отъ точки 0. Опрашивается: въ какомь 


разстоянім оть точки 0 м черезъ сколько часовъ отъ данноло момента произойдеть 
встрњча. 


/ р 

у ГАМ 0 х л й’ А. ра 
4 ЫН аана а НАИ мова А а 
РИ х у ГА 
Черт. 19. \ 


Пусть встрфча произойдетъ въ будущемъ, т. е вправо отъ А’ на разстояв и отъ 
0, равномъ ОВ — х, и черезъ # часовъ отъ даннаго момента. Уравненія задачи будуть 
слфдующя: ОВ = ОА 4- АВ, ОВ = 0А'-|- А’В или 
#—а- и @) 
208 4-0 
Если допустить, что ветрёча имфеть мЕсто между О и А, въ нБкоторой точк% 
В’ т. е. вправо отъ О, но до тото момента, когда курьеры прозжаютъ—одинъ черезъ 
А, другой черезъ А’, то уравненія, при сохраненіи прежнихъ обозначеній, будуть: 
ОВ’ = ОА —В/А, 08, = ОА –.К'А', или 
2—8 — 
7 (2). 
2—0 — 0 
Такъ какъ эта система отличается отъ первой знакомъ при $, то заключаемъ 06- 
ратно, что если система (1) дасть положительное рБшенів для 2 и отрицательное дая 
$, это служить признакомъ того, что встрфча имла м®сто вправо отъ О, но раньше 
ханнаго момента, и что время, протекшее отъ встрфчи до этого момента равно абсо- 
лютной величин% отрицательнаго р®шенія. 
Наконецъь положимъ, что встрфча имла место въ точе К”, влъво отъ точки 
О: уравненія, при сохраненін прежнихъ обозначеній, будуть: К/О = В”А — ОА, 
ВО == В/А’— ОА’, или 2-0 — Я, 2—0 @, или 
} — 2224—10 
Р (8) 
—8==0— 01 
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Эта, система выводится изъ (1) перем$ною хи Ё на — хи — Ё. ОлБдовательно, 
обратно, если система (1) даеть отрицательныя значенія для х и $ это будетъ при- 
знакомъ того, что встрфча имла мЪсто вяфво отъ О, въ разстояніи, равномъ абсо- 
лютной величин 2, и что время протекшее отъ момента встрфчи равно абсолютной 
величин% Ї. 


399. Посл этого предварительнаго изслёдован!я рЕшаемъ систему (1): 
ой — аи 0—4 
0—0 в 





Длаемъ всевозможныя предположенія относительно общато знаменателя; эти 
предположенія суть: 
>, в — т, р 0. 
Прнэтомъ, такъ какъ числители могутъ получать квакія угодно величины, разло- 
жимъ каждый изъ предыдущихъ случаевъ на три другіе случая: 


">, а’ == 41, 0 <. 

Отсюда уже вытекаютъ опредленныя предположенія относлтельно другаго чиели- 
теля: 00 — 04. 

Въ самомъ дл, если: при о >> х/ возьмемъ 4’ мӣ, то отсюда необходимо вы- 
текаетъ, что 02 >> 94, но не можетъ быть: ни с’ —%4, ни ей << 0Ъ. Но если при 
> взять @ < 8, то другой числитель даетъ три возможныя предположенія 

ой > 0, 00 = 08, 10 < 0. 

Поступая такимъ образомъ, получаемъ слёдующую таблицу всевозможных комби- 

націй, въ числћ тринадцати: 


| >а ха’ >> ат 

> аа є > до 

га’ > а’ 

{а <4 24’ — фо! 

ой! < до 

10 > ва’ > 4% 

9— {4—4 с, - ой! — бо 

4а < оф < а? 

0 >> ау 

(42 а ва’ == а) 

и) г < 4“ 

5 \ й'== 4 га’ — а’ 
| 

(4< 4 ой < а 


Изелфдуемь поочередно каждый изъ этихъ случаевъ. 
Первый случай. т> 7, ё > а, 2а > 4%. 


Формулы для неизвфетныхь дають конечныя, опредфленныя и положительныя 
значенія для 2 и $, означающія, что встрфча будетъ имфть мёсто въ будущемъ (счи- 
тая отъ даннато момента) и, слъд., вправо отъ точки О и отъ А’. 

Этотъ результать можно было предвидфть: въ самомъ дБлБ, такъ какъ о2> 0, 
т. е. догоняющій курьеръ Фдеть скорфе передняго, елд. долженъ необходимо ветрћ- 
титься съ нимъ вправо отъ А’. 
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Второй смучай.-—о 9, Ч =- 4, 00 ам. 
Формулы даютъ 
Ес й; #— о. 
Это значить, что встръча имфеть мфето въ данный моменть, что совершенно 
очевидно. Въ самомъ дфлф, при 4 — 4’ оба курьера въ разематриваемый моментъ 


находятся Вь одной точкъ (напр. А), а кавъ о> 7, т. е. скорости ихъ неравны, то 


они только въ этоть моментъ и будуть вмъстћ, а залфмъ одинъ будетъ постоянно впе- 
реди другаго. 


Третій случай. —0 о> 0, < а, ойо. 
Формулы дають: 22 0, #<0. 


Положительное значеніе х повазываетъ, что встрБча имфеть мъсто вправо отъ 0; 
отрицательное $ означаетъ, что она произошла раньше того момента, когда одит 
курьеръ профзжаеть черезъ А, другой черезъ А’, въ нЪкоторой точк® В, (подставивъ 
въ систему (1) вм%сто $... находимъ систему (2), относящуюся къ точе В’). 


Это можно видЪть изъ условій, при помощи чертежа: 





Черт. 20. 


Такъ какъ 0'< й, то курьеръ, Бдущій со скоростью 9’, находится въ данный мо- 
ментъ ближе другато къ точе 0; о>> 0, ел. вурьеръ, дущій со скоростью о, дол- 
женъ быль встрЕтить другаго раньше даннаго момента, т. е. вафво отъ точки А”; 
затЪмъ, нёравенство 007 94 даетъ 

а > а 

ГАГИ 
а это значить, что курьеръ (0) Фдетъ 4’ верстъ большее время, чБмъ курьеръ (5) 
профзжаеть @ вёрстъ; значить послъдній профхаль черезъ точку О посл перваго, и 


какъ въ данный моментъ онъ обогналъ перваго, то и долженъ быль встрЪтить его 
вправо отъ ‘точки 0. 


Четвертый случай. — о> 0, @ < а, = 0. 
Формулы даютъ: х=0, #<0. б 






Эти рфшен!я означають, что встрча им%ла ифето 
риваемато момента. И въ самомъ дфлЪ, равенств 


4,8 
у’ 
т, е. времена, употребленныя на прохожден!е разстояній ОА’ и ОА, равны (предыд. 
черт.), сл. оба курьера прошли чрезъ точку О въ одинъ и тоть же моментъ. 
Пятый случай. —0 > 0, д < а, 0 < 0. 


Формулы дають: 2 < 0, #< 0. 


точкБ О раньше разсмат- 
2240 даетъ 


РЪшенія эти озвачаютъ, что встрфча имфла мфето раньше даннаго момента п 
влъво отъ точки 0 (см. систему (3) уравненій). 

Въ самомъ дл, такъ какъ курьсръ, находящійся впереди, въ А‚(4 > 4’) дви- 
тается съ большею скоростью (© > 0), —то встрфча уже имфла мъсто. Залфмъ, изъ 
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а а : 
неравенства < 007 им%емъ: г < -; › & Это значить, что курьер, ЗдущйЙ ско- 


рђе, прошолъ черезъ точку О раньше другаго, елд. встръча его съ другимъ уже бы- 
ла влъво отъ точки 0. 

Шестой случай. —0==0, > а, ей ах. 

Формулы даютъ: 2—00, #=00. 

Эти ршевія служатъ признакомъ дёйствительной невозможности. Въ самомъ д%- 
лБ, въ данный моментъ курьеры находятся въ различныхъ точкахъ, скорости же ихъ 
движенія равны, сл%д. разстоян!е между ними всегда будеть одинаково, и потому 
они не могутъ ветр%титься. 

Седьмой случай. —0 = 407, й ==, за’ == 0. 

0 0 

Е оф 

0 0 

неопредфленность д®йствительная; вь чемъ нетрудно убБдиться и изъ самыхъ условій. 
Въ самомъ дл, въ данный моменть курьеры находятся вмфстЪ (2== 0'), Фдуть они 
съ одинаковою скоростью (0: 0), елд. постоянно они будутъ находиться вм%ст%. 


Восьмой случай. —0==0, й < й, є0' < 10У. 


Формулы даютъ: = == 


Формулы даютъ: 2 ОО, #=00, что объясняется такимъ же точно образомъ, 
какъ и въ случаБ шестомъ. 


Девятый случай. —0 < 0, й > 4, й > 4х. 
Формулы даютъ: 2 < 0, #< о. 


Ршенія эти означають, что встрфча ужё имфла мъсто вафво оть 0 (Черт. 21 ). 


А [2] й Й" 
От И оревите налазите осоо ала илаа аа 
Черт. 21. 


Въ этомъ убъждаемся разсужденіями, аналогичными приведеннымъ въ патомъ 
случа%. 


Десятый случай. < 0, й > а, са == 4%. 
Формулы даютъ: 2:0, #< 0. 


Это значить, что встрБча имла мфсто въ точкЪ 0; въ чемъ убфждаемся такимъ 
же образомъ, какъ и въ четвертомъ случа%. 


Одиннадцатый случай. —0 < 0, о й, "4 < д0. 
Формулы даютъ: 2 >> 0, # < 0. 


Ветрфча имфла мъсто вправо отъ точки О, но раньше настоящаго момента. Объ- 
яспеніо-тоже самое, что для третьяго случая. 


Дењнадцатый случай. < 0, @ == 4, 1а < ах. 

Формулы дають: = @ = 0; #0. 

Ветрћчэь имфла имфеть мето въ настоящій моментъ. Какъ и во второмь случа». 
Тринадцатый случай. < т, 0 < 4, Та ае. 


Формулы даютъ величины конечныя, онредфленныя и положительный; слід. 
ветрБча пыфетъ мфето въ будущемъ. Какъ въ первомъ случа%. А 
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400. Примъчаше, Уравненя 
2—4 + # (А) 
2==0 4-0 
были выведены въ томъ предположенін, что оба курьера Фдутъ въ одну сторону, имен- 
но въ направленіл отъ 2 къ у. Легко видфть, что эти же уравненія мотутъ служить 
и для другихъ задачъ, аналогичныхъ первой, если только условиться подъ о и о ра- 
зүм®ть отрицательныя количества, если направленіе двпженія будетъ отъ у къ 2, а 
подъ 2 и 4’ отрицательныя числа, сели линін ОА п ОА’ будутъ находиться вл%во отъ О. 
Такъ, напр., если курьеры Ъдутъ по направленію отъ у въ 2; и при составле- 


А 0 А. й й у 








Черт. 22. 


ніп уравненій мы допустимъ, что точка встрфчи В, лежитъ вправо отъ О, то уравие- 


нія будуть 
2—4 — @ 
ир Г (В) 
2—4 — 0 
Очевидно, что туже задачу можно выразить и уравнеріями (А), если только подъ 
буквами о и + въ систем (А) разумть отрицательныя числа. 
Если-бы курьеръ, выБзжающій изъ А, халъ въ направлени ху, а выъзжающій 
изъ А’—въ направленіи ух, мы имфлн бы систему 


о 


22-0 — 0+ 


Вифсто нея мы могли бы взять также систему (А), разум я въ ней подъ 0 — 
количество отрицательное. 

Точки А и А’, въ которыхъ находились курьеры въ настонщій моментъ, помща- 
лись вправо отъ точки О; задача будеть еще общфе, если дать этимъ точкамъ какія 
угодно положенія на линіи ху, считая Я и 4’ положительными, когда эти точки ра- 
сположены вправо отъ О, и отрицательными, если точки А и А’ находятся влфво отъ 0. 


Такимъ образомъ, разумфя подъ Я ин 4 абсолютныя количества, для чертежа (28) 
найдемъ уравненія 





Ж 0 М’. А 

——_——_ : + —щ——— 

Черт. 23. 
22=— 24-0 | 
аса |0 | (0) 
А для чертежа (24) уравненія 
СЛ 0 Я 

Ады А —————————————————————+-——— 

Черт. 24. 


—— аи А 
а (0). 
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Очевидно, что система (А) можеть замфнить собою каждую изъ системъ (П) и 
(Е), если только въ первомъ случаф будемъ разумфть въ систем$ (А) подъ 4 число 
отрицательное, а во второмъ-условимся подъ 4 и 0 разумћть отрицательныя числа. 


Итакъ, уравненія 





214-0 
2—4 4-74, 
имЪющія ршевіями: 
00—100 О еа 
7 0—0 — 0—0 


служатъ выраженіемъ слёдующей совершенно общей задачи: 

Два курьера ®дутъ равномфрно по прямой со скоростями, равными, по величин 
и по знаку, количествамъ о и 0; въ настоящій моментъ они находятся отъ точки 0, 
лежащей на этой прямой, въ разстояніяхъ, изображаемыхъ, по величин и по знаку, 
буквами 4 и 4’. Найти разстояніе точки 0 до точки встрБчи, и время встр%чи. 

Приэтомъ, разстоянія считаются положительными —вправо отъ О, отрицательны- 
ми —влЪво отъ О; скорости—похожительными въ направленіи ху, отрицательными въ 
направленін #2; времена положительными, когда они слфдуютъ за даннымъ момен- 
томъ, отрицательными-—когда предшествуютъ этому моменту. 

Числовой тримњрь.—Два курьера, %дущіе равномфрно по прямой, находятся въ 
настоящій моментъ: одинъ въ точкф А, отстоящей отъ О влфво на 20 верстъ, дру- 
гой въ А —въ разстояніи равномъ 35 верстамъ вправо отъ О. Они движутся на ветр- 
чу другъ другу, первый со скоростью 4, а второй 6 версть въ часъ. Опредфлить раз- 
стояніе точки встрБчи отъ О и время вотр$чи. 

Для ръшенія задачи нужно только въ формулы 

_ 0 — ау РЕЕҚ аа 
и 9 Пи 
подставить: вифсто 4 число — 20, вмЪсто 4’ число -|- 35; зат$мъ: -|- 4 вмЪсто о и 
— 6 вы$сто 9. Найдемъ: 





1—2 вер.; #—4 час. 30 мин. 


Слфд. точка встрБчи находится вправо отъ О на 2 версты, а время встр$чи че- 
резъ 4 ч. 30 м. отъ настоящаго момента. 


Второй примтњрг изслњдованія. 


401. Изь двуль сплавовъ серебра, пробы которыль равны соотвњтственно ашъ, 
составить р фунтовъ новало сплава пзобы с. Сколько фунтовь нужно взять отъ каж- 
дао сплава? 

Пусть оть перваго сплава нужно взять =, оть втораго у фунтовъ, По условію, 
им%емъ уравненіе 


24| у= р... . (1). 
Въ одномъ фунтБ перваго сплава находится а золотниковъ чистаго серебра, слЕд. 
въ 2 фунтахь его будетъ ах зол.; въ у фунтахъ втораго сплава Фу зол.; слёд. въ 


х -|- у или въ р фунтахъ новаго сплава содержится ал -|- бу зол., а въ одномъ фунтћ 


ах 4-Б 
и зол. чистаго серебра, что равно с; поэтому, второе ур. будетъ 


ах |- 5у == ср . . . (2). 
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Ршивъ уравненія (1) и (2), найдемъ: 


с — 0 а — с 


а трк Йа ер" 








Изолъдованте. По свойству вопроса, д и у немогутъ быть ни безконечнымн, 
ни отрицательными, поэтому рфшен!я такого рода будуть служить признакомъ абсо- 
лютной невозможности задачи при т$хъ условіяхъ,^`которыя ведуть къ рБшепіямъ 
этого рода. Въ этомъ п заключается особенность разсматриваемой задачи; изъ всъхъ 
значеній хи у, какія допускають найденныя формулы для этихъ количествъ, сл$ду- 
етъ удерживать только значен1я конечныя, опредъленныя и положительныя. 

Относительно общаго знаменателя возможны 3 предположенія: 


а>в а=, а<. 


Каждое изъ этихъ предположеній соединяемъ со всевозможными предположеніями 
касательно одного изъ числителей, напр, первато: 
е0, с, с<. 
Относительно втораго числителя нужно дБлать такія предположонія, которыя бы- 
ли бы совмфстны съ прежде взятыми. Такъ, если возьмемъ предположеніе а > В и 
с >В, то его можно сочетать съ каждымъ изъ трехъ возможныхъ предположевій от- 
носительно другато числителя: д >> с, а—=с, ас. Но если взять комбинацію а == Б 
и с2 6, то ее можно соединить только съ предположеніемъ а < с, такъ-какъ с, бу- 
дучи больше $, не можетъ быть ни равно, ни меньше количества с, равнаго 5. Та- 
кимъ путемъ мы получаемъ сллующую таблицу изел$дованя: 
а> е 
съ 4 а= с 
аль а < е 
е=В асе 
| <$ асе 
с> ъ а<е 
а= \ еъ ае 


с<ъ аре 

[42 а< е 
съ а<с 
аъ) ае 
Е а= с 

а < е. 


Первый случай. а > Ъ, съ, а Бе с. 


Формулы даютъ дня х и у рБшенія конечныя, опредфленныя и положительныя; 
саёд. задача возможна. Это сафдуеть и изъ условій: въ самомъ дЪлћ, проба с иско- 
маго сплава, по условію, больше нисшей пробы $, но меньше высшей пробы а; оче- 
видно, такой сплавъ всегда можно составить. 


Второй случай. а 220, с>, ас. 
Формулы даютъ: 22-р, 9—0. 


Это значить, что вс8 р фунтовъ должны быть взяты отъ сплава пробы а, и ни- 
чего не нужно брать отъ сплава пробы 6. Это очевидно & ргіогі, ибо проба с соста- 
вллемаго сплава должна равняться, по условію, проб а. . 


Третій случай.—@а > 6, с>, & < с. 
Формулы даютъ: 2 > 0, у < 0. 
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Заключаемъ, что задача невозможна. Это видно и & ргіогі: въ самомъ дл%, 
проба требуемаго сплава должна быть больше не только нисшей пробы 6, но и выс- 
шей а данныхь сплавовъ; очевидно, что сплавляя послЪдніе, нельзя получить пробы с. 


Четвертый случай. а>5 с, а> е. 
Формулы даютъ: х—0, у= р. 


а. 
Это значить, что вс р фубтовъ должны быть взяты отъ силава пробы 0, 
что очевидно, ибо искомый силавъ и долженъ имфть пробу 0 (условіе с = 0). 


Пятый случай. а>6, с<Ъ, азс. 
Формулы даютъ: 2 < 0, у 0. 
Отрицательное значевн1е = указываетъ на невозможность задачи. И въ самомъ 


дЪлф, задача невозможна, потому-что проба искомаго сплава должна быть меньше ве 
только @, но и нисшей пробы б одного изъ данныхъ сплавовъ. 


Шестой случий. а ==, сь, а < с. 
Формулы даютъ: 2 == оо, у = оо. 

Задача невозможна; и въ самомъ дБлъ, составляющіе сплавы —одинаковой пробы 
а= оба же требуемаго сплава, с, должна быть больше пробы а—0, что не- 
А р , 

возможло. 
Седьмой случай. а == Ь = с. 
0 


Фф лы даютъ: Рал = — 
ормулы д - = 4" 9 7 


Это значитъ, что задача веопред$ленна, въ томъ смысл, что можно взять чис- 
ло фунтовъ, ве превышающее р, отъ одного изъ данпыхь сплавовъ, а недостающую 
до р часть изъ другаго. Результатъ этотъ очевиденъ а ргіогі, потому-что већ три 
сплава--одинаковой пробы. . 


Восьмой случай. а=, с< 6, ас. 
Формулы даютъ: 2 = ОО, у= Оо. 

Задача невозможна, какъ и въ шестомъ случа%. 
Девятый случай. а <, съ, о < 6, 


Формулы даютъ: 2 < 0, у >> 0; отрицательное значеніе 2 указываетъь на невоз- 
можность задачи, подобно пятому случаю. 


Десятый случай. а <, с, а<е. 

Формулы дають: 1—0, ус=р, какъ въ четвертомъ случа%. 

Одиннадцатый случай. а <, с<Ъ, аур с. | 

Формулы дають: 2 >> 0, у < 0; задача невозможпа, какъ и въ третьемъ случа%. 
Двънадцатый случай. а <, с< 0, а е. 

Формулы даютъ: 2-р, у=0, какъ и во второмт `Случа%. 

Тринадцатый случай. о <, с< 0, 0 < 6. 


Формулы даютъ: для 2 п ў величины конечныя, опредъленныя и положительныя. 
Задача, слфл., возможна, какъ въ первомъ случа%. 
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КА 


Третій примтњрг изслљдованія. 


402. Вь треулольникь АВО, которало основаще равно 6, а высота ћ, вписать 
прямоуюльникь даннало периметра 2 р. 


Прямоугольникь называется виисан- 
нымъ въ треугольник, когда двъ его верши- 
ны паходятся на одной сторон треуголь- 
ника, & дв» другія вершины ва двухъ 
другихъ сторонахъ; таковъ прямоугольниеъ 
РЕЕС. Если же эти двЪ послЪднія верши- 
ны находатея не на самыхъ сторонахъ, а 
на ихъ продолженіяхъ, то прямоугольникъ 
называють внњ-виисаннымъ; таковы прямо- 
угольники рЕЕ'б' и О”ЕМЕ”С”. 





Черт. 25. 


Внутренній вписанный прямоугольнинъ. 


403. Пусть задача ршена и рЕЕС есть требуемый прямоугольник»; означим» 
сторону РЕ буквою =, сторову ЕЁ буквою у, основав1е АС буквою $, высоту ВН 
треугольника буквою ћ. Во-первыхъ имфемт ур-віе 


ур. . . . (1). 


Въ подобныхъ треугольникахъ АВС и ВрЕ основанія относятся какъ высоты; 
слВдовательно 


РЕ _ ВЈ 2—9 

АС вн’ рр (9). 
РЪшая ур-вія (1) и (2), находимъ 

2200—20) __ Мр — 0) 


р А 


ИзслъдовАНнІЕ. — Во первыхъ замфтимъ, что х п у не могуть быть одно- 
временно отрицательными, потому-что сумма пхъ, въ силу ур-нія (1), равна похожи“ 
тельному количеству р; но одно изъ этихъ количествъ можетъ быть отрпцательнымъ; 
причемъ отрицательныя значенія 2 пли 7, въ данномъ случа, не могутъ быть отбра- 
сываемы, какъ невозможныя, но подлежатъ истолкован1ю слёдующимъ образом». 

Если для у получается отрицательное рБшеніе, и слд. для х положительное, то 
для истолкованя этого отрицательнаго ръшенія перемфнимъ въ уравненіяхъ (1) п 
(2) у на — ў; вайдемъ: 
= _ћ+-7 


2—52 р, =... . (@®). 





Первое изъ этихъ уравненій означаетъ, что дается не сумма сторонъ прямоуголь- 
ника, а разность между его основантемъ п высотой. Второе уравненіе отвБчаетъ пря- 
моугольнику О’Е/Е’С/, котораго основаніе П'Е’ находится подъ основаніемъ АС тре- 
угольника; въ самомъ дфлф, назвавъ О’Е’ буквою хи Е'Е буквою у, изъ подобія 
треугольниковъ О’ВЕ’и АВС прямо находимъ ур-піе (э). Впрочемъ, непосредетвен- 
но видно, что высота УН этого прямоугольника имфетъь противоположное положеніе, 
по отношевію къ АС, высотЬ УН перваго прямоугольника. Итавъ, отрицательное зна- 
ченіе для у соотвЪтствуеть слъдующему видонзм®ненію даннаго вопроса: построить 
внњ-вписанный прямоуольниь, которою дењ вершины находились бы на продолже- 








26 = 


шяхь сторонь ВА и ВС треугольника подъ ею основиніемъ, если извњстна разность 
между основаніемъ и высотою прямоуюльника. 

РЪшеніе, соотвтствующее этому новому условію, будемъ называть рБшеніемъ 
вторазо рода, называя рфшеше въ точномъ смысл даннаго вопроса ршеніемъ пер- 
60 рода. 

Если отрицательное рфшен!е получится для 2, то для истолкованія его перемћ- 
нимъ въ уравненіяхъ (1) и (2) 2 на — 2; найдемъ: 

— 2р — и я 0 — һ 


уфа, = шн Е... . (@). 


Первое изъ этихъ уравненій означаетъ, что дается разность между высотою и осно- 
ваніемъ искомаго прямоугольника. Второе ур-ніе отвБчаетъ прямоугольнику О"Е"Е”С”, 
котораго основаше‘ Е/ р” находится надъ вершиною В треугольника; въ самом“ 
дБяБ, сохранивъ прежнія обозначенія, изъ подобія треугольниковъ О”ВЕ” п АВС тот- 
чаеъ находимъ уравненіе (э). Впрочемъ, къ такому истолкованію отрицательнаго зна- 
ченія 2 можно придти еще такимъ образомъ: проектируя сторону Е”О” на линію 
основавія тр-ка посредствомъ прямой Ее”, параллельной АВ, замфчаемъ, что отрћ- 
зокъ Ае” имфть положеніе отрицательныхь 2-овъ (положительные 52-сы РЕ и О’, 
проектированные подобнымъ же образомъ на АС, займуть положеніе вправо отъ точ- 
ки А.) Итакъ, всякій разъ, когда будетъ получаться для х отрицательное значеніс, 
мы его будемъ пстолковывать какъ рЪшеніе слБдующаго вопроса: построить внь-вти- 
санный прямоуольнихь, которало высота превышала бы основаніе на р, и дењ вер- 
шины которо лежали бы на продолженіяхъ сторон АВ и СВ за вершину тре- 
угольника. Назовемъ это ръшеніе рЪшеніемъ третьязо рода. 

Посл этого подготовительнаго изслЪдованія, составляемъ таблицу всевозможныхъ 
случаевъ, вакіе могутъ представить формулы = и у. Вопервыхъ, относительно общаго 
знаменателя этнхъ формулъ можно сдфлаль три предположенія: А> 0, ћ < 0 1—5. 
Каждое изъ этихъ предположеній можно комбинировать съ каждымъ изъ трехъ пред- 
положеній относптельно числителя формулы 2: 


>в, ћ==р, <р. 

Такимъ образомъ составится 9 комбинацій. Относительно втораго числителя прп“ 
детея дфлаль такія предположенія, которыя не находились бы въ противорћчіп съ 
вышеуказанными. Танъ, взявъ № ©> 0 и № > р, можемъ это предположеніе комбиниро- 
вать съ каждымъ изъ слфдующихь трехъ: р © 5, рс 0, р < 0; а взявъ комбинацію 
#—6, №— р, можемъ относптельно втораго чпелителя положить только р == 0. По- 
ступая такимъ образомъ, имфемъ сл5дующую таблицу изслдованія: 


р? 
=: 
р < 
1 Ас= р, р> 0 
(л <р, р>. 
[522,2 < 
Аср, ә < 
[929 
<р: р = Ъ 
| р <. 
А> ру р 
а= А == р, р 
ъ<р, р. 


ао ф 


А < 
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Первый случай. №>5 ЪЪ рь. 
Въ этомъ случа: Љ — 60, #й—р>0 и р> 0; а елд. 
#>0 в 920. 


Но чтобы эти алгебраическія положительныя рБшенія дали внутренвій вписан- 
ный прямоугольникъ, надо еще, чтобы было х < 6, ў < №. Въ данномъ случа 





такъ и есть, пбо каждая изъ дробей 2 И т = меньше 1. 
Такимъ образомъ, при данныхъ условіяхъ имфемъ рљзшенѓе первого рода. 
Второй случай. №>9, Ир, р==. | 
Здеь имфемь: л — 6520, Љ— р> 0, р— 6—0 елд. 
20, 9—0; 
т. е. прямоугольникъ сливается съ линіей АС, обращается въ прямую. 
Третій случай. ЪЪ, Ар. 
Въ этомъ случаъ: 2—02 0, А-—рьъ0, р 5 < 0; слЪд. 
#>0 (и>), 9<0; 
это ръшеніе, какъ уже знаемъ, даеть прямоугольникъ вторало рода. 
Четвертый случай. р == № > Ъ. 
ЗдЂеь имфемь: й — 0220, А— р=0, р 02 0; елд. 
2—0, У—1, 
и прамоугольникъ обращается въ прямую ВН. 
Пятый случай. >. 
Это условіе даетъ: #-—р<0, А— 0, р 020; а потому 


20<0, у> 0 (п >, ибо дробь 291.) 


Получаемъ ръшеніе третьяио рода, т. е. прямоугольникъ О’Е”Е”(”, въ кот0- 
ромъ разность между линіями Е”Е” и Е”Ю” равна р. 
Шестой случай. р < <Ъ. 
Въ такомъ слхуча%: —5<0, А—р> 0, р —6 < 0; а потому 
2<0, 9>0. (и больше 1). 
Имфемъ, Бакъ и въ пятомъ случа, рфшеніе жтретьязо рода. 
Седьмой случай. р = <<. 
Въ этомъ случа: №—6<0, Љ№-—р=0, р 6 <0; елд. 
1—0, у=} 
прамоугольникъ сливается съ высотою треугольника. 
„Восьмой ёлучай. р> > А. 
Въ этомъ случа: #—6<0, А: р<0, р 0. 
#>0 (и больше 6), у<0: 
получаемъ рЪшеніе вторалю рода, вакъ въ третьемъ случа%. 
27 
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Девятый случай. № <р. 
ЗдЪсь ииемъ: №—6<0 А—р<0, р —– 0—0; а потому 
1—6, у= 0: 

Прямоугольникъ сливается съ основашемъ треугольника. 

Десятый случай. <р <. 

Въ этомъ случа: А —5< 0, А —р<0, р < 0; а потому 

250 н 0220, причеыь 2<0, а У<В 

имфемъ рёшене яервало рода, какъ въ первомъ случа%. 

Одиннадцатый случай. р < Ъ == В. Находимъ: 

а=00, У=00. 

Эти рёшевія означають невозможность задачи. Въ самомъ дълћ, похоживъ въ 

уравненіи (2) 5 == №, имфемъ: 2—3 —– у, откуда 2-|- у= №, т. е. когда въ треуголь- 


никЪ основаніе равно высотБ, полупериметръ вписан. прям-ка долженъ равнятьея 
высотВ; слфд. вакъ скоро р не равно #, задача невозможна. 
Двљнадцатый случай. == == р. Въ этомъ случаф: | 
—6—#—р—р—6—0, слід. 
0 0 
&——, у == —. 


0 0 

Эта неопредфленность дъйствительная; въ самомъ дл, тотчасъ мы видфли, что 
при $—й полупериметръ всякаго виисанваго прямоугольника долженъ равняться л; 
слфд. если будеть дано, какъ и есть въ данномъ случа, р==№, всякій вписанный 
прямоугольникъ будетъ требуемый, и задача имфеть безчисленное множество рЪшеній. 

Тринадцатый случай. рЬћ=. Въ этомъ случа 

&—00, у=00: 
задача невозможна, какъ въ одиннадцатомъ случа. 

Примичаще Т. Изслёдованіе показало намъ, что рющеше иервало рода получает- 
ся въ томъ случа, когда полупериметръ искомаго прямоугольника заключается между 
основаніемъ и высотою треугольника, т. е. при #>>6 если имфемъ: #№>р>6 (пер- 
вый случай) ‚ а при # < 6, если дано, что А < р < (десатый случай) „Эти условія 
можно найтн и геометрически. Проведя ОК параллельно ВО, найдемъ КО—реЕ, и 
слЪд. 

р20Е--ра==0к--р6. 
Но велЬдствіе подобія треугольниковъ АВС и АРК, необходимо имфемъ 
при #>Ь и О@>АК, а потому рь СК--АК или р> 6; 
а при #<Ьи 06 < АК, а потому р<СЕУ-АК или р<0. 
Съ другой стороны 
р2=р8 +-0Е==НІ--рЕ. 
Но изъ подобія треугольниковъ ВОЕ и ВАС необходимо имъвиъ 
при А> 6 и ВІ> ОЕ, а схъд. р< НІУ-- ВІ или рй; 
а при ћ< 0 и ВІ<реЕ, а съд. р> НІ-- ВІ или рй. 
И такъ, для того чтобы рБшевіе перваго рода имфло м%сто, необходимо и 


достаточно, чтобы полупериметръ прямоугольника заключался между основаніемъ и 
высотою даннаго треугольника. 
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Примьчаще И. Когда р мало отличается“ оть №, получается прямоугольнийь 
весьма растянутый въ лаправленш высоты ВН; налротивь того, если р близко къ 
$, прямоугольникъ получается сплюснутый; а измЬняя непрерывно р между этими 
предфлами, получимъ всф промежуточныя формы: слфд. можеть получиться, между 
прочимъ, и хвадрать; и для этого необходимо, чтобы было 


&=—9, или 6(® -— р) = р — Б), откуда 
__ 9№ 
РЕ Ба ` 
Въ такомъ случа, имя въ виду уравненіе 2 -|- у р, получимъ 


РЕС В [72 
Пе в-Ь 
ПостроЕНнІЕ. — Легко построить найденныя величины для 2 и У; построимъ, 


напр., у въ случа; д <р<Ь. Изъ формулы у= Бн; У имфемъ пропорцію: 


а 


(0— №) :(Ь— р) = №: у; такимъ образомъ, сл%- 
дуетъ построить четвертую пропорціональную въ 8 
тремъ линіямъ: 0 — А, 0 —р и №. Нанеся на 
АС отрфзки АМ = №, АТ, == р, имћемъ 


= ОМ, 0 р== (І. 


> 


зате оттоо 


Изь точки С возставляемъ перпендикуляръ 
СМ къ АС, равный №, соединяемь М съ Ми 
ироводимъь Т.О параллельно ММ; легко видфть, 
что ОС == у. Проведя изъ О линію Ор парал- Ад 
лельно АС, получимъ верхнее основаніе ПЕ Черт. 26. 
прямоугольника, а опустивъ перпендикуляры ОК 
и Еб, и самый прямоугольник». 





Вн$-вписанный прямоугольникъ. 


404. І. Когда вершины р и Е прямоугольника находятся подъ основаніемъ 
треугольника, имфемъ прямоугольникъ РЕС. Пусть требуется построить такой 


прямоугольнякъ по данному периметру 2р. Называя сторону О’ буквою хи ЕЕ' 
буквою у, имфемъ уравненія: 


7 
х-у=р, 2108, н (0) 


откуда 


ЕЯ ав ЕЕН А лани 
КЕЧ? Пе 
ИзслъдоваАнгЕ. — Такъ какъ знаменатель въ этихъ формулахъ не можеть 
быть нулемъ, то 2 и У не могуть быть ни безконечными, ни неопредфленными; 
кром того, 2 всегда положителенъ, а у можеть быть или положительнымъ, или 
отрицательнымъ, или нулемъ, что зависить отъ знака разности р — 6. Итакъ: 


1. р> 6. Въ этомъ случаћ: >00 и уг 0; и кром того, такъ какъ дробь 
р+і-ћ 


БЕ > 1, то 1>>6. И такъ, въ данномъ случа существуетъ вн%-впиезнный прямо- 





угольникъ съ даннымъ периметромъ 2р, имфющ!й Такое положеніе какь Р'Е'Е'О/. 


2. р=6. Въ этомъ случаћ: 22-0, у—0, и равсматриваемый прямоугольникъ 
вливается съ основаніемъ треугольника. 


21* 
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8. р<Ъ. Въ этомъ случа х2 0, но < 0; у < 0. 
Ветавляя въ уравненія (4) — у вмфсто у, получаемъ 
д 1-9 
ЕР = - 
Легко видфть, что эти уравненія соотвътствуютъ виисанному прямоугольнику 
РЕВО, въ которомъ разность между основанемъ и высотой равна р. 
Примьчаще. Чтобы въ разематриваемомъ случа прямоугольникъ быль квадра- 
томъ, надо, чтобы было 2—9, пли 6(р-- л) = (р — Б), отвуда 


__ 25 е ия 177 
ер РТА И СИЕ рар 


Такъ какъ р — величина положительная, то № не можеть быть < 0; такимъ 
образомъ нельзя получить ва%-вписаннаго квадрата подъ основан1емъ треугольника, 
если Б >. А. 

ПостроЕнІіЕ. — Сд®лаемъ построев!е для случая р >> б. Изъ пропорціи 
(ФЕ): (0—0) =л:у 
видно, что построеніе у 
сводится къ нахожденю 
четвертой пропорціональной 
къ тремъ даннымъ линіямъ 
54%, р— Би; для чего 
беремъ ВМ —=1, ВІ. == р, и 

сл$д. 
ОМ —=Ь-- А и С. =р-— Б. 

Соединяемъ М съ Ми 

Черт. 27. изъ І, проводимъ линію 1.0, 

параллельную ММ: точка 

О опредБляетъ сторону О’Е’ искомаго прямоугольника, а вмфст® съ тБмъ и самый 
прямоугольникъ. 








405. П. Когда вершины внф-вписаннаго прямоугольника находятся на про“ 
долженіяхъ сторонъ ВА и ВС за вершину В, имфемъ прамоугольникъ О”Е”Е”С”, для 
опредфленія котораго послужатъ уравненія 

= Ур, А, ен (5) 
въ которыхь 2 означаеть основаніе, а у — высоту новаго прямоугольника. Изъ 
нихъ имфемъ: 





— № [7 
в=Ь. Ро, РЕ 2 
ь № ь-- А 
ИзелъдоваАніе. 1. р>; въ этомъ случа: 22 0, у>0 и >й. Это ръше- 
ніе даетъ прямоугольникъ съ периметромъ 2р, имфюпий такое положеніе какъ 
рЕЕС”. 
2. р== №; въ этомъ случа 2—0, у—В, и разематриваемый прямоугольникъ 
сливается съ высотою треугольника. | 
3. р< В; въ этомъ случа: д<0, у>0, но <А. Подставивъ въ ур-вія (5) 
— 0 вмЪсто 2, получимъ 
2 А— у 
са ОЕ АН: 
легко видфть, что эти уравненін соотв%тствуютъ вписанному прямоугольнику РЕКС, 
въ которомъ разность между высотою и основаніемъ равна данной линіи р. 


— 421 — 


Примьчаще. — Чтобы прямоугольникъ быль квадратомъ, надо, чтобы было 
ду, т. е. 00р — №) = - 2), откуда 
__ 2% е е № . 
ар тее оаа ие е З 


нельзя, слфд., получить внф-внисаннаго квадрата въ разематриваемомъ случа, если 
будетъ 6 <А. 

ПостроЕвнтеЕ. — Для Е р, 
построенія у беремъ на про- 77-7-3574 
долженін основанія ВС лини 
АМ — 1, АГ — 5; тогда 

СМ = --^, С. р. 

Соединивъ М съ М, прово- 
димъ ОТ, параллельно ММ; за- 
тБмъ изъ точки О--параллель № м ХА Р >с 
къ линіи АС, которая и дастъ Черт. 28. 
вершины О” и Е” искомаго прямоугольника. 





4.06. Заключеще, — ОбозрЪвая изслЬдованіе, не трудно усмотрфть, что никогда 
вс три рода прямоугольниковъ, имфющихъ данный периметръ 2р, не появляются 
совместно на одномъ и томъ же чертеж, т. е. въ одномъ и томъ же треугольник, 
но авляются попарно; & именно: 

1) Если р меньше меньшаго изъ количествъ б и №, задача не имфеть рЕшенія, 

2) Если р заключается между 6 и №, то внутренній прямоугольникъ является 
совмъстно съ однимъ изъ внфшнихъ, а именно: съ І при 6 < Л, исо П при 6 >#. 

3) Если р больше большаго изъ количествь 0 и №, то внутренній про 
никъ невозможенъ, но являются совмЪстно два внфшнихъ, 


Четвертый примљрв изслњдованія. 


407. Даны два прямоуюльника: АВС” и ЕЕбН, имљюшіе измњренія: первый 
р и Ћ, примемь БВ, второй ш и п, причемь ш > п. Вписать въ первый изъ нить 
прямоуюльникь РОК то- 
добный второму. 

Вершины Р, $, Ви 
8 искомаго прямоуголь- 
вика могутъь лежать или 
на самыхъ сторонахъ 
прямоугольника АВСР, 
или на ихъ продолже- 
ніяхъ; въ первомъ слу- 
чаЪ получается внутурен- 
не-впиванный прамоуголь- 
никъ, во второмъ вн- 
вписанный. 


408. І. Для по- 
строенія прямоугольника 
РОВЗ достаточно знать 
разстоянія: АР =, 
АЗ— у точекъ Ри 8 Черт. 29. 
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отъ вершины А. Такъ какъ уголь ЭРО прямой, то углы АРВ и ВРО) дополнитель- 
вы и тр-ки АБР и ВРО подобны, а пото- 
му сходственныя ихъ стороны пропорціо- 
НАльны: 

АР _ АБ _ Р5 

ВО `` ВР” роф’ 





Ц у а 
ВУ 6-х т 

Приравнивая каждое изъ двухъ пер- 

выхъ отношеній третьему, находимъ два 


уравнев1я съ двумя неизвестными: 











жрут ие (0) 
па |- тутр... 0... 0) 
откуда 
__ п(тћ — п) __ пт — т) 
аа У ара 
слЪдовательно 
( х __ тт — ий) 5 __ т(итф — пр), 
ВЕСЕО аса 2—1 Уи; 
т 
или, положивъ == В: 
__ ЕР — Ъ __ ЫЫ Аһ). Ш _ ЕВ — 0) 
арат ир еа И ар 
ИзслъдовАнІЕ. — Если данные прямоугольники не квадраты, то достаточно 


ограничиться раземотрніемъ предположеній: 0 >> № н тю >> я, такъ что изслћдованію 
подлежатъ случаи: 


=: 
у 


= 
У 
Га 
=: 

< = =: = ео =| < 


= 
Л 


‚ при б> А 


Ї 


—ы— ——^—— 
= 
Л 


е 


‚ при 5-0. 


/ 


р 


Первый случай. — Е == 


313 


> ре Изъ этого неравенства находимь, что >. 


Затфиъ, замфчаемъ, что А, будучи больше >. больше и дроби А (которая 
А 
< 7) а слЬдовательно и Ар №. Завлючаемъ, что 22 0, у> 0, 6—2 > 0, 


Ь — у 2 0; изъ послъднихъ двухъ неравенствъ елёдуеть, что фи у <<. Такимъ 
образомъ вершины искомаго прямоугольника находятся на самыхъ сторовахъ прямо- 


угольника АВСО, т. е. РОВЗ представляеть дЪфйствительно внутренній вписанный 
прямоугольникъ. 
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. т Ф 
Уеловіе еа -; показываеть, что всё вписанные прямоугольники имфють 


форму боле удлиненную, нежели прямоугольникъ АВСЬ. 


Второй случай. — В == "=> . — Это условів даетъ: № —, елд, 
2—0, =}; 


это значитъ, что вершины Р и В совпадають — первая съ А, вторвя съ С; а вер- 
шины Зи © — первая съ Р, вторая съ В, а потому прямоугольникъ РОВ съ 


АВОСЬ. 
Третій случай. — № = = <2 . — Изъ этого слёдуеть, что А№ <Б, а по- 


тому 2 < 0 н љ —у < 0 или у> №; тавимъ образомъ: 2 отрицателенъ, а у положи- 
теленъ и больше №. Эти результаты означають, что вершина Р должна находиться 
влфво отъ точки А на продолженіи стороны ВА, а вершина В — вправо отъ точки 
С на продолжен!и стороны ЮО; вершина 5 — вверхъ отъ р на продолженіи Ар, а 
вершина @ — внизъ отъ В на продолженін ЮВ; т. е, получается прямоугольникъ 
Р’0’В,5', обнимающій АВСР. 

Если составить уравненія для этой но- 
вой задачи, положивъ А’Р’—= и А’5' = У, 
найдемъ: 

2 д 
УВ. = ъ— 

и эти уравненія мы получаемъ прямо изъ 
ур-ній предшествующихъ перемъною х на 
— т. Итакъ, первоначальныя уравненія 
всегда дають отвфть на предложенную 
задачу: этимъ отвътомъ служить внутрен- 
не-вписанный прямоугольникъ РОК, если 
ЕЕСН. болће удлиненъ ч%мъ АВС, и вн$- 
вписанный прямоугольникъ Р’’В’8’ (черт. 
31), если ЕР@Н менфе удлиненъ нежехи Черт. 31. 


АВСР. 
Слфдуетъ замфтить, что взявъ ПР’= АР и 0$ =—АЗ (черт. 30), получимъ вто- 


рой прямоугольникъ Р'Ў'ЕК'В', удовлетворяющій условіямъ вопроса, но какъ онъ равенъ 
РОВЗ, то мы и не будемъ считать его новымъ рёшеніемъ. То-же замфчаніе отно- 
сится къ вн%-вцисанному прямоугольнику Р"О”К"Ѕ”, равному Р'Е'8' (черт. 31). 

Четвертый случай. — Б==1 и >}. Находимъ: 

а= — со, &—со. 

Условіе #—1 означаетъ, что праямоугольникь ЕЕСН есть квадратъ; а полученное 
рфшен!е, въ которомъ 2 < 0, означаетъ, что для даннаго прямоугольника никогда 
не можетъ быть полученъ внф-виисанный квадрать, но что вн%-виисанный прямо- 
угольникъ, какъ Р’@’В/5', тъмъ боле приближается къ форм квадрата, чёмъ больше 
становятся его разм%ры. 

Пятый случай. — Вели Ес=1 и Ь= №, т. е. данные прямоугольники АВОР и 
ЕЕСН — квадраты, формулы даютъ: 





0 $. 
эти рБшенія озвачаютъ дъйствительную неопредфлепность, потому-что въ квадратъ 


0 ВЕ 
0" У — 


с 
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можно вписать безчисленное иножество квадратовъ; въ самомъ д®л$, легко доказать, 
что если нанести на каждой сторонф квадрата, начиная отъ каждой вершины, одну 
и ту же произвольную длину, получимъ вершины новаго квадрата. 

Примњчаніе. — Здфеь умБстно сдфлать елБдующее замфчане. Когда, вакъ въ 
данномъ случа%, неопредфлевность получается отъ нфсколькихъ предположеній отно- 
сительно частвыхъ значен!й буквъ, вужно веъ эти предположенія вводить заразъ: 
иначе могла бы ускользнуть изъ виду дЕйствительная неопредъленность. Такъ, поло- 
живъ въ формулахъ 2 н у заразъ 1 и 6=й, тотчасъ обнаружимъ неопредфлен- 
ность; и если бы мы захотфли найти истинное значене хи у, положивъ 


Ах и А1 рх, 
то, упростивь формулы н положивъ затБмъ == 0, нашли бы 


% — р Вр 
2 == Ес та з 9 == р) з 

выраженія, вслфдетве присутствія въ нихъ произвольнаго количества р, дфйствительно 
неопред%ленныя. 





Но еслибы оба предположенія мы ввели не совместно, а положивъ сперва 9 == ћ, 
что позволяетъ удалить общато множителя /: — 1, а зотњмь Е 1 въ упрощенныхь 
уже формулахъ 

5 _ 
в!’ Ут’ 
нашли бы опредБленныя величины 


а — 


я —-, == 


2 


слфдовательно, мы удалили бы неопредфленность, на дфлЪ существующую. 

Прим чаве это весьма важно, и его всегда слёдуеть имфть въ виду при изол- 
дованіи вопросовъ, когда приходится дфлать не одно частное предположение. 

Если будемъ № неограниченно увеличивать, приближая его къ ОО, х и у будуть 
стремиться къ нулю. Въ самомъ д$л$, при #—ОО имфемъ: "=> А у= 55 ; 
для раскрытія этихъ неопред%ъленностей раздфлимъ числителя и знаменателя формулъ 
= ну на й, что даст 





9 № 
ов м Ке 8. 
ЕЕ т} 
— 79 На 


а положивъ # ОО, находимъ 2:0 и у—0: прамоугольникь РОВЗ обращается 
въ діагональ АС, что совершенно поватно. 








ПостроЕнтЕ. — Величины = и № — у можно представить въ видё 
% т 7% 
2: ( - № — 5) з 
тнт — т т — п 
т т 2 
Аус ( =: ь), 
т--я\т— п т—п 


и построить при помощи четвертыхъ пропорціональныхъ. Во-первых, чтобы полу- 
ЧИТЬ ЛИН 


т 
т—п _ 


достаточно взять (черт. 29) на продолвени НЕ линію ЕК №, затфыъ на линін 





“3 
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ЕЕ нанести БО ЕО — и; соединивъ точки С’ и К и проведя черезъ точку Е 
линію ЕІ, параллельно ОК, найдемъ 





НОНЕ А а овоа ар 
е т тта т то 
Такимъ же образомъ: чтобы построить отръзокъ 
п 
-——-—— =н, 
т — № 


беремъ ЕО = 0, ЕН’ ЕН ==; соединивъ точви Н’ и 0, проводимъ изъ точви ©’ 
параллель СТ, и получаемъ 


ет, т. е. о отвуда ЕТ = = и. 
Нанеся ЕТ отъ 1, до У, получимъ 
ЕҮ = ЕІ, — 11У ==2— и, 
и выражевія 2 н р =) примутъ видъ 








т 
в — - х У ц — у= 
ий Ну: п Ра 
И такъ, для опредфленія 2 нужно взять ЕО” = ЕО =, провести прямую "У 
и черезъ точку Н’ ей параллельную Н'Х; для полученія №—9 проводимъ черезь 
точку Е линію КУ параллельно УС”; найдемъ: ЕХ ==2 н БҮ № -- 7. 
Нанеся на стороны прямоугольника АВСО 
АР ==ЕХ, 08=УЕ 
получимъ и ирямоугольникь РОК. 


Фигура Р/В, строится такимъ же образомъ, ибо въ этомъ случа% 


х КУ. 





т 
= Е —2), у— = инея —2). 


409. 11. Вершины Р и 8 могуть находиться въ Р” и 5” на продолжевяхь 
сторонъ ВА и СА; внф-вписанный прямоугольникъ приме1ъ положевіе Р'О'В”8” 
(черт, 32). Положивъ 

АР" —, А8" :— у, 
изъ подобя треугольниковъ Р”АЅ” н 
Р”Ве” найдемъ: 











у №, 
ВУ бот’ 
откуда 
та — у == рп 
ту ~– та = іт; 
рЕшивъ ихъ, находимъ: 
а. — "т 4 я) __ пт) 
ий’ Тути 
или 
_ Ай-Ь _ ОА 


о аа 
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ИзслъдовАНнІЕ. — Задача всегда возможна, какова бы ни была величина / 
въ предБлахъ отъ Оо до 1; тоже самое замЪчаніе, что и прежде прилагается и къ 
случаю К 1. 


Что касается выраженій 2 и »-|- у, ихъ стронмъ такимъ же образомъ какъ и 
въ первомъ случа, приведя къ виду 


т 


= ие, уе, 





тдЪ 2 и и имфють вышеуказанныя значенія; сверхъ того, построенія, уже исполнен- 
ныя при нахождении 2 и й— у пли хи у — №, позволяють быстрће опредфлить = 
и л у, опредъляющія новое ршеніе Р"9”Е”5”. 


Заключеніе. — И такъ, задача, взятая въ самомъ общемъ смысл, всегда имБетъ 
два рЪшенія: 1) прямоугольнпкъ вн®-виисанный, какъ Р'О"Б”Ѕ”; 2) прямоугольникъ 


такой вакъ РОЕЗ, или какъ Р'ЕК'Ѕ (черт. 30) смотря потому, будетъ-ли > боль- 


Г, 
ше, или меньше > 


410. Задачи. 


1. Рабочій въ теченін 7 дней работы, въ которой 3 дня помогалъ ему его уче- 
никъ, получилъ 29 руб. Въ слфдующе затЪмъ 11 дней, изъ которыхъ 4 дня помо- 
галъ ему ученикъ, онъ заработаль 47 руб. Сколько получалъ въ день рабоч й и 
сколько ему давала въ день работа его ученика? 


2. Н%кто, купивши 3 аршина одной матери и 5 аршинъ другой, издержалъ на 
это 50 р. Въ другой разъ, купивши 7 аршинъ первой и 10 аршинъ другой, издер- 
жаль на это 75 р. Сколько стоилъ аршинъ той и другой матери? 


3. Вычислить стороны прямоугольника, зная, что если одну изъ нихь увеличить 
на 6 ф., а другую на 15, то площадь увеличится на 128 квадр. футовъ; если же 
первую сторону уменьшить на 2 ф., а вторую на 5 ф., то площадь уменьшится на 
25 кв. футовъ. 


4. Р+шить и изслфдовать систему 
а2 4|- 00 4-е =0 
2 -|- ау -- с == 0. 

5. Бассейнъ можеть быть наполненъ водою изъ двухъ крановъ такимъ образомъ: 
если первый кранъ будетъ открыть & часовъ, и зат$ыъ закрыть, то второй, будучи 
открыть посл этого, дополнить недостающее количество воды въ Ө часовъ; если ж 
первый будеть открыть # часовъ, и затфмъ заврытъ, то вторымъ краномъ, откры- 


тымъ по закрытіи перваго, бассейнъ наполнится въ Ө’ часовъ. — Во сколько часовъ 
каждый кранъ, будучи открыть одинъ, наполнихъ бассейнъ? 


6. Сосудъ, наполняемый послфдовательно двумя жидкостями, которыхъ илотно- 
сти соотвфтетвенно равны 4 и @, вћситъ р и р, ввлючая сюда и вЪсъ етфнокъ 
сосуда. Найти вфсъ сосуда н его выфстнмость? 


7. Данъ треугольникъ АВС, котораго основавіе ВС — а, высота АР =й. Тре- 
буется провести дв параллели ММ и М’М’ къ основанію, такъ чтобы ихъ разность 
равнялась @, а площадь трапеціи МММ” была бы равновелика данному квадрату 
т. За неизвфетныя можно принять разстоянія пскомыхъ параллелей отъ вершины 
треугольника. 
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8. Найти стороны = и у прямоугольника, зная, что они относятся между собою 
какъ тя, и что если измёнить ихъ на о и, то площадь измфнится на 9%, гд% 
р- данная линія. 


9. Вписать въ данный треугольникъ — прямоугольникъ, въ которомъ извфетна 
разность двухъ смежныхъ его сторонъ, І 

10. Въ данный треугольникъ, котораго основаніе — б, а высота = №, вписать 
прямоугольникъ, подобный данному прямоугольнику, имфющему измфрен1я т и #. 

11. Дв прямыя ХХ’ и УХ’ перескаютея въ точкБ О подъ прямымъ угломъ; 
дв другія данныя прямыя АВ и А’В’ встр®чаютъ первыя дв въ данныхъ точкахъ, 
именно: прямую ХХ’ въ точкахъ В и В’, прямую ҮҮ’ въ точкахъ А и А’, причем": 

ОА —=а, 04’'—а, ОВ, ОВ’—Ы. 
Найти разетоянія точки пересфчешя М прямыхъ АВ и А’В’ отъ линій ХХ’ и ҮҮ. 

12. Даны два треугольника АВС и А’В’С’, которыхъ основанія АС: 0, А'О= 6 
находятся на одной и той же прямой ХҮ, а высоты равны ^ и №. Въ какомъ раз- 
стояни у отъ прямой ХУ нужно провести параллельную ей прямую МММ'М№ для 
того чтобы отрфзки ея ММ и М’М№, заключающиеся внутри треугольниковъ, были 
равны. Вычислить также ‘общую длину = этихъ равныхъ отръзковъ. 

13. На прямой АВ берутъ точку С, лежащую между А и В и на отръзкахъ 
АВ = 28, АС == 28’, ВС = 28”, вавъ на діаметрахъ, описываютъ три полукруга О, 
О’ и 0". Вписать кругъ І въ криволинейный треугольникъ, заключающійся между 0, 
О’ и 0"; вычислить также радіусъ этого круга. 


За неизвфстныя принятъ перпендикуларъ ІР изъ центра искомаго круга на 
АВ, и ОР— У. 

14. Данъ прямоугольникъ АВСО, въ которомь АВ 0 и Ар 0, причемъ 
а> Ф. Требуется на сторонахъ АВ и АР найти такія точки Н н І, чтобы прямыя 
НИ’ и 1, проведенныя черезъ нихъ параллельно сторонамъ прямоугольника и пере- 
сБкающіяся въ точеБ О, образовали съ сторонами два новыхъ прямоугольника АНОЇІ 


и Н'ОГС, въ которыхъ стороны были бы въ данномъ отношени г т. е. чтобы 


ОТ р он р 


СО: ога 


ПЛАВА хІІ. 
Неопредзленный анализъ первой степени. 
РЪшеніе одного уравненія съ 2 нензвЪстными, въ цфлыхь числахъ.- Рфшев1е систе- 


мы уравневій, въ которой число неизвстныхъ однимъ больше числа уравненій.— 
РБшеніе одного ур-нія съ 8 неизвЪстными.— Задачи. 


1. РЕшеніе въ цвлыхъ числахъ одного ур-нія съ 2 нөизвъет- 
НЫМИ. 


411. Когда число пеизвъстныхъ больше числа уравненій, послднія имћ- 
ютъ безчисленное множество ръшеній и называются поэтому неопредъленными. 
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Простёйшій случай предотавляеть одно ур. съ двумя неизвћетными, напр. 
д — Зу == 5. Опредляя изъ него х, находимъ 


2== 33 -|- 5. 
Это үр. показываетъ, что х зависить 0тъ у, самый же у остаетоя совер- 


шенно произвольнымъ; поэтому мы можемъ давать ему какія угодно значенія. 
Такъ, полагая 


у= — 2, находимъ: х—— 1, 
у= 0, « т — 5, 
у= 4, « 22—17; ит. Д. 


Иногда вопросъ, приводящій къ неопредъленному уравненію, требуетъ, что- 
бы нвизветныя были числа цтълья; а -нерфдко къ этому присоединяется еще 
требованіе, чтобы они были и моложительныя (напр., если х и у означають 
числа лицъ въ извстномъ обществъ, или цифры искомаго числа и т. п.); та- 
кимъ образомъ является задача: изъ безчисленнаго множества ръшеній цълыхъ 
п дробвыхъ, положительныхъ в отрицательных, вЫдфлИтЬ ТОЛЬКО уълыя И и0- 
ложителънъя: таков ограниченіе значительно умёньшаеть число ръшеній. | 

Всякое неопредфленное ур. съ двумя неизвъетными, П0 освобожденіи отъ 
дробей, по перенесеніи нензвъстныхъ въ одну часть, а извфетныхъ въ другую 
и по приведені можетъ быть представлено въ вид®: 

ах 5у = с, 
ДБ а, 6 и с—числа цёлыя. Прежде всего мы должны рёшить вопросъ 0 томъ, 
всегда-ди подобное ур. можеть быть ръшено\въ цълыхъ числахъ? Отв®томъ на 
это служать слъдующія двЪ теоремы. 

412. Теорема. І. Если въ уравнени ах -- фу == с коэффищенты 
а и при неизвьстныхь имъютз общазо множителя, не содержаща- 
20ся въ известном члень с, то уравнеще не имъеть цтълыхъ ръшенй. 

Пусть а и Б имћютъ общаго дълителя т, который не дљлитљ числа с; въ 
такомъ случа, по раздфленіи а и 0 на т, получимъ н%которыя цфлыя числа 
а и Б. 

а:т=а, Ы: т; откуда ата и ь==ту. 
Подетановка въ уравнене дастъ 


ата: -- ту == с, 
откуда 


с 
ГА АЕ, 
ас -|- 0 Әг" 


с Е р 
48 ., по условію, дробь. Допустивъ что 2 иу могуть быть цфлыми числами, 


мы получили бы въ первой части послФдняго уравненія 91640 цёлое, тогда какъ 
вторая часть его — дробь: равенство было бы невозможно. Итакъ, ур. не можеть 
быть рёшено въ цёлыхъ чпелахъ. 

Прамрохъ можеть служить ур. 152 -- 21у: 29, въ которомъ коэтФиціен- 
ты 15 и 21 имютъ общаго множителя 3, на который 29 не дёлится. 

Если весъ три коэффиціента а, Б и с имъютъ общаго множителя, то по 00- 
кращеніи на него уравненя можеть оказаться: или, что козоФищенты а и $ 


\ 


— 429 — 


имъютъ общаго множителя, или что а и $ — числа первыя между еобою. Въ 
первомъ случаф, по предыдущей теорем, ур. ие имћетъцёлыхъ рёшенй. Что 
же касается втораго случая, то можно доказать, что ур. необходимо имфетъ 
цфлыя рёшенія. 


413. ТЕорвмл П. Когда коэффиціенты а и Ъ суть числа первыя 
между собою, то ур. хр, имет. цњлыя рзмленіл. 


Решивъ ур. относительно х2, напр., получямъ 
66у 
—— а * 
Докажемъ прежде всего, что если въ эту Формулу вместо у будемъ под- 
ставлять всф послфдовательныя цфлыя числа меньшія а, т. е. 0, 1, 2,3, 
а — 1, и каждый разъ совершать дъленіе, то већ а 0статковъ будутъ различны. 
Въ самомъ два, подставимъ вм%сто у какія нибудь два числа 7 и у" мепьшія 
а (изъ ряда 0, 1, 2,.... а — 1); получимъ два выраженія ` 
с Б с Бу" 
а Е а у 
Выполнивъ каждое дфлене и означивъ частныя буквами 0’ и 4’, а остат- 
ки 7’ иг”, найдемъ: 


роу е — Ву" р" 
аа =. 


а 











Допустивъ, что остатки 7’ и г“ могуть быть Вы: пайдемь по вычита- 
нія втораго равенства ИЗЪ перваго: 
с — 07 еу" Г ” 
а а 


ИЛИ 7—0) 528 9 — 4". 





Такъ какъ — 9", какъ разнбеь цёлыхъ чиселъ, есть число цЪлое, тон 
первая часть должна быть цфлымъ числомъ, а потому 6(/” — 9’) должно на-цъло 
длиться на а. Но 0 и а — числа первыя между собою, елд. у" — у’ должно 
влиться на а, т. е. разность двухъ чиселъ, изъ которыхъ каждое меньше а, 
должно бы длиться на а, что невозможно. Невозможно, поэтому, и допущені, 
что могуть быть равные остатки. 


Итакъ, мы доказали, что если вмъсто у подставлять већ послфдовательныя 
цфлыя числа отъ 0 до а—1 включительно, и каждый разъ совершать д%леніе 
с— Бу на а, то мы получимъ а остатковъ, которые всњ различны и каждый 
меньше а, (какъ дЪлителя). Но већ цфлыя числа меньшія а, различныя между 
собою, число которыхъ а, суть, очевидно, числа ` 


0, 1, 2,3,....@—1. 
Олд. въ числћ остатковъ будеть неиремюьнно один» и только один, рав- 





| В . с— Бу 
ный нулю. Значен!е у, подстановка котораго въ выраженіе 


00 тъ цфлое число: цълому у соотвётетвуеть цёлый 


. . 


` б 


даетъ оста- 


" е 
токъ 0, обращаетъ 2 = 
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х. Итакъ, вогда аи 5 первыя между собою, уравненіе дЪйствительно допус- 
каеть цлыя рЪшенія, что и требовалось доказать. 


414. Первый способъ рЬшенія ур-нія ал: -|- бу = с въ цёлыхъ числахъ. Выше- 
приведенное доказательство даетъ также средство находить одну пару цёлыхъ 
рёшенй. Пусть, напр., дано уравненіе 

Ч -- 5у = 232. 

Такъ-какъ коэФоищенты при хи у суть числа первыя между собою, то 
үр-ніе допускаеть цёлыя ръщенія. Для опред®ленія одной пары ихъ ръшаемъ 
үр. относительно, напр., у; находимъ 
__ 232 —7% 
=— рк 

Подставляемъ сюда виъсто х посл%довательно цёлыя числа, меньшія 5, 
т. е. 0, 1, 2, 3, 4; находимъ; 





при 2 —=0, у= 9 = 46 -- 2. 
а у= 282—745, 


Итакъ, подетановка 1 вм%сто 2, даетъ для у ное число 45; сл. 21 
и у==45 представляютъ одну пару цълыхъ рЪшеній, что не трудно провърить. 

Замфтимъ, что въ видахъ ограниченія числа возможныхь подстановокъ 
слъдуетъ всегда рёшать уравнен!е относительно неизвфетнаго, имфющаго мень- 
шій хоэоФищентъ. . 


Какъ скоро найдена одна пара цълыхъ ршенй, то легко найти сколько 
угөдно такихъ рьшенй при помощи Формулъ, къ выводу которыхъ теперь и 
переходимъ. 

415. ТЕОРЕМА Ш. Если какимз нибудь способом найдена одна 
пара уълыхь ръшеній: х == а, у=В уравненія ах -|- ђу = с, то всњ 
цълыя ръшенія заключаются в5 формулахь 

2=а +0, у= — а, 
гд $ — произвольное цёзое число. 

Такъ-какъ 2 == и у=В, по условію, суть ръшенія даннаго уравненія, 

у у== р, ш у р 
то подстановка ихъ въ это уравненів дастъ тождество 
аа | 58 = с.. 
Вычтя это тождество изъ даннаго уравненія, имћемъ: 
а — а) 4000 — 8) = 0, 
откуда . 
008 —2 
— м“ = Дак 9), 


Ее а 


а след. 2а 029, 


; . .. 008—7) 
Выраженіе 2 состойтъ изъ: цфлаго числа 2 и дробнаго выражешя те) 


Поэтому х только тогда можеть быть цфлымъ числомъ, когда 1(В — у) длится 


— 4 — 


на а; ур и а--числа первыя между собою, елд: чтобы 08 — у) дЪЛИЛОСЬ 
нацфло на а, необходимо, чтобы В — у дълилось на а; поэтому пля у можно 


брать только такія цфлыя числа, при которыхъ 2 и обращается въ произ- 





вольное цфлов число #, т. е. условіе того, чтобы х было цълымъ, есть 
7 — 9 
9 ==1, ИЛИ 
В — у= а, или 
у= 8 — а; а въ таконъ случаћ 
2==% 4- Ы. 
Выражевія: х=а-|- № и у= 8 — а дають сколько угодно цёлыхъ рёше- 
ній; етоитъ только виъсто # подставлять какія угодно цълыя числа. 
Такъ какъ # подчинено только одному условію, что оно должно быть ц- 


лымъ, то въ Формулы = и у можно вмћсто # подставить — ѓ, и тогда они при- 
муть видъ: 


=к==0 — Ы, у==8--аѓ. 
Возьмемъ-ли группу Формулъ: 
&=а--Ы, у= В — а, 
ИЛИ х==а —Ы, у=В-- аі, 


замфчаемъ, что вторые члены ихъ суть произведенія неопредфленнаго цћлаго #: 
на коэооищентъ при у въ Формулђ 2, и на козоФащенть при 2— въ Формулћ 
у, причемъ одинъ изъ этихъ коэффиціентовъ берется съ тёмъ знакомъ, какой 
онъ имфетъ въ уравненіи, а другой— со знакомъ противоположнымъ тому, какой 
онъ имфеть въ уравненіи. Зная это правило, можно тотчасъ опредфлить већ 
цфлыя рёшен!я уравненія, какъ скоро найдена одна пара такихъ рЪшеній. 


Примъръ 1. Выше мы нашли, что одна пара цёлыхъ рёшенй уравненія 


72 4|- 5у = 232 есть; х=1, у= 45; елд. вс цфлыя ръшенія заключаются 
въ Формулахъ: 


&2=1 4-5, у=45 — 76 
или въ Формулахъ: | 
#—1— 5, у==45 -- 1. 


Взявъ, напр., первую грушу оормулъ, и давая въ ней & какія угодно 
цфлыя значенія, положительныя и отрицательныя, найдемъ сколько угодно паръ 
цфлыхь ръшеній; такъ 


при #= 0 риемы х— 1, у=45; 

< ё 1 ‹ &—=— 4, 02-52; 

< #9 ‹ 1—=— 9, 9:59; ит. Д. 

« #1 ‹ ас 6,. 9228; } 


« 1—2 ‹ д— 11, у= 31, ит. п. 
Примъръ П. Решить въ цфлыхъ часлахъ уравненів 
82 — 13у == 159. 
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Опредфляя 2, инфемъ: 


5—8 150. 
8 
7 1 1 
при у = 0, имфемъ: х= 195; при у—1, #= 5; пря у—2, 2 235} 


при у= 3, 22—942; при у= 4, 2 26 З. при 05, 298. 
Общія формулы цёлыхъ рЪшеній суть: 
2==28 1-13, у= 5 -|- 8; 
или-же 2-28 — 13, у= 5 — 8. 


Примъчане. Изъ самаго доказательства теоремы ПГ елћъдуетъ что въ ®0р- 
мулахъ: х—=а--М, у= 8 — аё содержатся всь цёлыя рёшенія уравненія 
ах | Бу = с; пепосредетвенною же повркою можно доказать, что эти выраженія 
дЪйствительно удовлетворяютъ данному уравневію. Въ самомъ дълъ, подетанов- 
ка даетъ: 


ах4- 0) 4 ЫВ — ай) = е, или аа 4-58 е; 
а это есть тождество, потому-что, по положенію, х и В удовлетворяютъ данно- 
му уравнен!ю. 

Указанный епособъ ръшенія неопредленныхъ уравненій въ цёлыхъ чис- 
лахь очень простъ, и его слъдуетъ употреблять воякій разъ, когда коэофищен- 
ты при неязветныхъ, или, по крайней мър%, одинъ изъ вихъ-– числа неболь- 
шія. Въ противномъ случа, могло-бы потребоваться большое число подстановокъ 
для нахожденя одной пары цёлыхъ ръшеній, и способъ этотъ отнималъ-бы 
много времени. По этому для ръшенія ур-ній съ большими коэфФиціэвтами пред- 
почтительн%е употреблять 

416. Второй способъ рЬшенія уравненія ах -- бу = с въ цфлыхъ числахъ. 

Сперва разсмотримъ два частныхъ случая: 


1. Пусть одинъ изъ коэооиціедтовъ заключается множителемь въ извћет- 
номъ членф, напр. пусть с те; уравненіе будетъ 
а |- у= та, 
та — Б б, 


Чтобы 2 было цфлымъ числомъ, необходимо (т. к. т— цёлое число), что- 
бы бу дъмилось на а; но $ и а—числа первыя между собою, сад. необходимо 
у должно быть кратнымъ а, т. е. должно быть. 

у= аё, 
ГАБ г— какое угодно плов число: тогда х выразится цфлою Формулою 
| &— т — Б. 

Формулы: —т— 01, уай, тд г— произвольное цёлов число, и даютъ 

ве цълыя ръшенія предложеннаго уравненія. 


2. „Ееля одинъ изъ коэрфиціентовъ равенъ 1, напр. а==1, то ур. 
24| 0у с " 
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даеть 2 = с Бу; давая у кавя угодно цфлыя значеня, будемъ и для = полу- 
чать каждый разъ цфлыя же величины. Рё шен]е такого уравненія, слФд., весьма 
просто. 


На этомъ замъчанія и основанъ общій способъ рёшешя неопредфленнаго 
уравненія въ цфлыхъ числахъ. Въ самомъ д®л®, еслибы намъ удалось привести 
ръшеніе уравненія ах -|- ру е къ такому уравненію, въ которомъ одинъ изъ 
коэффиціентовъ равенъ 1, то задача была бы рёшена. Но когда а и 6 числа 
первыя между собою ,—такое приведеніе всегда возможно. Пусть напр., дано үр-ніе 


82:133159 .... (4) 


Воэфоищенты 8 и 13 числа первыя между собою, олд. уравневіе можетъ 
быть рЪшено въ цълыхъ числахъ. Опредфливъ то неизвъстное, у котораго коэо- 
Фищенть меньше, находимъ: 


159 — 137 
== = — М 
159 13 
исключая цфлыя числа изъ —— и — и соединяя пробные члены въ одну дробь, 


8 8 
получимъ: 


219—4 1-5 . 
Выражен!е 2 состоитъ изъ двухъ частей: 19—, которая будеть цёлою 
при всякомъ цфломъ 7, и т, имфющей дробный видъ; для того чтобы х 
было цфлымъ чиеломъ, необходимо между већми значеніями у выбрать такія, 


7 — 5у 
при которыхъ ——. равнялась бы н%которому цфлому числу $. Итакъ, нахож- 





денів цфлыхъ значеній для х приводится къ ръшенію въ цълыхъ числахъ 
үравненія 

7—50 __ 

= 





$ или 7 —— 5ус= 8#.... (2) 


Въ такомъ случаф будетъ 


&—19 у... (0). 


Зам%тимъ, что въ уравненіи (2), или все равно, Бу-|-8#=7, меньший 
коэофищенть есть остатокъ отъ раздфлев!я большаго коэоФищента въ данномъ 
үр-вій на меньший; а большій коэоеиціентъ равенъ меньшему коәэфФиц:енту 
даннаго ур-нія; велдствіе этого үр-ніе (2) проще даннаго. Кром того, к090- 
Фицівнты его 5 и 8 числа первыя между собою: это необходимо вытекаетъь изъ. 
того, что если длимое (13) и дълитель (8) первые между собою, то остатокъ 
(5) будеть первый съ дЪлителемъ; такимъ образомъ ур. (2) имфетъ необходимо 
цълыя ръшенія. Опредъляя изъ него неизвфетное, имфющее меньший‘ коэфои- 
щенть, получимъ: 


1 — 





8004-28. 


28 
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Чтобы пфлому # соотвътотвовалъ цёлый у, необходимо, чтобы выражен!е 
2—3 
= было числомъ цълымъ; обозначивъ это цълов число буквою #, находимъ 


У=1-#ЬИ,.... (0) 
причемъ 
2—3 
0, 


Такимъ образомъ нахождене цфлыхъ значеній у приводится къ рёшено 


Е и 
въ цђлыхъ числахъ уравненія ——— = #, или 








З 000,0 2 е (3). 
Выводя изъ него неизвъстное съ меньшимъ коэффиціетомъ, умћемъ 
2—5# , 2—9 
= Ў 
Разсуждая по предыдущему, убъдимоя, что нахожденіе цфлыхъ значевій для 
$ приводитъ къ ръшевію въ цёлыхъ числахъ үр-нія `. 
9—9 | 
—8—= г, или 27-4137 —2.... (4), 


причемъ 


НИЕ... (4). 
РЪшая ур. (4) относительно #, имфемъ 
ЗИС р 
=—5 =—#-1 7 
/ 
Чтобы # было цълымъ, необходимо, чтобы было цълымъ ый ПОЛОЖИВЪ 


1"! 
=. —#”, гдЪ #”— неопредфленное цфлое, имфемъ 


ЕО ЗЕ 
причемъ 
# —1 ри А (67); 
Итакъ, мы пришли къ ур-нію (5), въ которомъ коэооищенть при #’ есть 
1; давая #” какія угодно цфлыя значеня, будемъ каждый разъ получать и для 
#' цфлыя значенія. 
Такимъ образомъ мы нашли рядъ соотношевій 


1) = 19—у4-, 


2) у= 1—1 +# 
3) #=—=—17 И 

4) = 1—0 —#" 
ет 


Давая произвольное цфлое значеніе количеству #”, мы изъ ур. 5) получимъ 
целое же значене и для #”. Цфлыя значенія /^ и 7”, подставленныя въ ур. 
4), дадутъ цфлое значене для 7. Дфлыя значешя #’ и, подставленныя въ 


22:485725 


3), дадутъ цълое значене для #. Эти цёлыя значешя фи #, подетавленныя 
въ 2), дадуть цълое значеніе для у. Наконецъ цћлыя значенія $ и у, подетав- 
ленныя въ 1), дадутъ соотвтетвующее пцфлое значепіе 2х. Но во избфжан!е не- 
удобства, представяяемаго такими поелфдовательными подстановками, выражаютъ 
2 п у непостредетвенно чрезъ произвольное количество #”. Подставляя въ 4) 
вмъсто #’ его величину 27”, найдемъ 
Ш 1 — 8": 
подставляя это выраженіе # и вмћсто #’ его величину въ 3), получимъ 
= 1-30 4 20" = 14 50"; 
подстановка значеній фи # во 2) дастъ 
у==1--1— 577-1 —– 80 = 8 —– 80"; 
` 
наконецъ, подстановка найденныхъ выражен! для у и & въ 1) дастъ: 


=19 —3-- 87" — 14 57" = 15 13". у 
Итакъ общія Формулы цђлыхъ рфшевій"нашего ур. суть: 
02154-13877, у=8 — 8". -. 


Они имёютъ совершенно тотъ же составъ, какой указанъ въ $ 415. 

417. Докажемъ, что указанный въ предыдущемъ $ пріемъ ръшенія ур-нія 
всегда приводитъ къ полученію цёлыхъ рЪшеній. Въ самомъ дълћъ, мы поду- 
чили рядъ уравненій: 

1) 82 -- 13—159, 

2) Бу 8 1, 

3) 3:4 = 2, 

4) 2 3 2, 

5) Е 0, 
причемъ во 2) меньший коэъоиціентъ 5 есть остатокъ отъ раздфленія большаго 
коэфФиціента даннаго ур. 13 на меньшій 8. Въ ур-ніи 3) меньший коэоФищенть 
3 веть остатокъ отъ дћленія 8 на 5, т. е. дЪлителя на первый остатокъ. Въ 
үр-ніи 4) меньшій коэофищентъ 2 есть остатокъ отъ дЪленія 5 на 3, т. е. 
перваго остатка на второй; и т. д. Изъ этого видно, что процесеъ ръшенія 
приводитъ въ данномъ елучаЪ къ такому же ряду дъйствій, какой имълъ бы 
мето при нахождени общаго наиб. дълителя между коэфФиціентами даннаго 
уравненія. Но какъ эти коэрфиціенты-—числа первыя между собою, то въ ука- 
занномъ ряд дфленій непремънно дойдемъ до остатка равнаго 1, который и 
явится коэФФиціентомъ при одномъ изъ неизвъстныхъ въ одномъ изъ уравне- 
ній (въ нашемъ примър® —коэФФиціентомъ при #” въ ур. 5) ). Такимъ обра- 
зомъ, цёль будетъ достигнута. 

Для полученя цёлыхь рёшенй въ опред%ленныхъ чиелахь стоить только 
произвольному цфлому #” давать какія угодно цћлыя значеня— положительныя 


или отрицательныя: 0, 1, 2, 3,...., 1, — 9; ~ 3,.. 
При $ = изд — 11— 3 41 =: 


215 13" = в 28 41 54| 67 80... 2 и 294-372 
у= 3— 80" 3 5-13 — —21 29—37 м 19 27 35| = 


28% 


== 490 = 


418. Упрощеня общаго споба.—При ръшевій неопредфленнаго уравненя 
слфдуеть пользоваться веъми обстоятельствами, которыя ведутъ къ упрощен!ю 
вычисленій и елфд. къ екорйшему достиженію цфля. Укажемъ эти упрощеня. 


1. Рёшая уравнене 19%--15у—23, находимъ 
23 — 192 + 42, 


== 29792.96 


15 


Приравнявъ # дробный членъ, получили-бы үравненіе съ коэхоищентами 
4 и 15; но аир получить ур. съ меньшими коэфФиціентами, замћтивъ, что 


8 — 45 — 2) 
15 Р.Е: 2 ——— И елд. 





= — ый 





у==1— = -|- 


юц. что у будемъ цёлымъ при такомъ а х, который обращаетъ 
2 


15 2 въ цёлое число #; поэтому полагаемъ 


2—2 _ Ё, 
откуда 2—2—15 и 2==92 — 151; затмъ 
| 9—1—2-4-4—=1—34-15-- 4 -==— 14-19. 
Указанный премъ быстро привелъ къ цфлымъ Формуламъ для 2 и у. 


2. Упрощеніе ръшенія всегда возможно въ томъ случаЪ, когда одинъ изъ 
коэФоищентовъ при неизвстныхъ и известный членъ имфютъ общаго множи- 
теля. Пусть дано ур-ніе. 


6% — Бу—= 21; 
раздёливъ 0бф части на общаго множителя 3 чиселъ 6 и 21, получимъ: 
59 __ 
2х = гу = 7. 
Такъ какъ 2х и 7—числа цфлыя, то Бу должно длиться на 3; но 5 не 
ДЪлитея на-цъло на 3, сафдовательно з должно быть цфлымъ. 0бозначивъ 


это цёлое буквою у’, имћемъ: = =, откуда у == 3у/, и данное ур. прини- 
маетъ простъйшій видъ 

2% — бу == 1; 
ръшая его, поелъдовательно находим: 


т ЗЕЕ, Уі. = у 12-95 У=-— 14% 


а= 2у 4-34-4=-— 2 4- Е 4 51; и наковецъ 
у — 3у == 3(—1 -- 22) == — 3-6. 
3. Однимъ изъ полезнъйшихъ упрощеній служить введеме отурицатель- 
ныть остатков. Такъ рёшая ур-ніе, 


7х | 26у 111, 
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имћемъ 
111 — 26у 6 5у 
= 80у —— 
1 аа 
Здъеь каждый изъ остатковъ: 6 и 5 отъ дъленія 111 и 26 на 7 больше 
половины дфлителя; но ихъ можно уменьшить, если каждое изъ частныхъ уве- 
личить на 1. Взявъ при дёленіи 111 на 7 въ частномъ 16, получимъ отри- 
цательный остатокъ — 1, численная величина котораго меньше 6; точно та- 
кимъ же образомъ взявъ при дъленіи 26 на 7 въ частномъ 4, найдемъ отри- 
цательный остатокъ — 2, численно меньшій прежняго остатка. Формула = при- 
метъ видъ 





== 1 2у\__ 29 —1. 
2=16— т — (49—71) ==16 — 4-25; 
2—1 . 
полагая 7—22, имђћемъ: 
2==16 —– 4у4|- і. р 
Затфмъ: ду—1-Р 72, ИННЫ, полагая 2-4, 
имфемъ: у—=3#-Р#, #—=— 1-4 22. Наконецъ: 


у= — 8-71, 2=21— 267. 

419. Рёшене въ цфлыхъ положительныхъ числахъ.—Иногда вопросъ, при- 
водящій къ неопредленному уравненію, требуетъ не только цфлыхъ, но вмћо- 
тЪ съ этимъ и положительныхъ рЪшеній. Олъдующая теорема позволяетъ, при 
одномъ взгляд» на уравнене, опредфлить, имфетъ ли уравненів ограниченное 
число цЪлыхъ положительныхь ръшеній, или неограниченное, или совефиъ не 
имћетъ такихъ рЪшеній. 


420. Творвма. Уравненіе ах -|- у= с имтетз ограниченное чис- 
л0 ръшеній вв цњлыхъ положительных» числахъ, или совсњмъ не имњ- 
етъ такить рњшеній, кода коэффиціенты а и Ъ имъють одинаковый 
знакъ; наптротивг, оно имњетъ неолраниченное число сказанныхь рњше- 
ній, кода а и Ъ импють противоположные знаки. 

Мы видфли, что цфлыя ръшенія уравненя ах -- Бу == с выражаются Фор- 
мулами 

2==04-Ы, у=8— а, 
гд а и В представляютъ одну пару цълыхъ ръшеній, а # произвольное цёлое 
число, положительное или отрицательное. 

Условившись коэФоищенть а считать всегда положительнымъ (еслибъ было 
а < 0, то умноживъ все уравнене ва — 1, мы сдЪлали бы коэф. при = п010- 
жительнымъ), и обозначая абсолютныя величины количествъ а, Би с буквами 
а, 0 и с', убфдимея, что въ отношеніи знаковъ ур. ах -|- ру == с можетъ пред- 
ставлять только слъдующіе случаи: 


аг Буе... . . (1). 
аку... . . (2). 
ан а С А 
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І. Цвлыя ршеня ур-нія (1) изображаются хормулами: 
х—=а-Р 9 у=} 06, 
чтобы х и у были положительны, цёлое $ должно удовлетворять неравенствамъ; 
а4|-0+2 0, 8—02 0; 
рёшая эти неравенства, находимъ: 


ры фе [В 

(4 @ 
т. е. ограничивающіе предлы для #. Если между этими предфлами находатоя 
иљлыя числа, то уравненіе имћетъ столько паръ цфлыхъ положительныхъ ръ- 
шеній, сколько существуетъ такихъ цЪлыхъ значеній і; если же между предћъ- 


а : 
лами — +; и & нфтъ цёлыхъ чиселъ, то үр-ніє совсфмъ не имћетъ цЪлыхъ 


положительныхъ рЬшевій. Воть прим%ры: 


1. Решая ур. 8=-- 13у ==159, мы нашли 
х—15- 13% у=3— 86 
р8шая неравенства 15-- 13#>0 и 3 — 8#> 0, находимь: 


. 15 2. 3 
#> — 15» ИШ {> —1 и #5 


Между предфлами —12 и Е заключаются только два цфлыя числа: 


—1 и 0; полагая #—=—-1, находимъ: 22, у 211; положивъ #—0, полу- 


чимъ: 2—15, у= 3. Данное ур. допускаетъ, такимъ образомъ, только дв 
пары цфлыхъ положительныхъ рёшеній. 


2. Ршая ур. 22-- Зу=1, находимъ 
2==—1-4- 31, у==1 — 22, 


откуда находимъ предълы для ғ: #> >> <. Но какъ между =. "= 
нфтъ цёлыхь чиселъ, то заключаемъ, что данное уравнен!е не имфетъ цлыхъ 
положательныхь рёшенй. Это видно изъ самаго уравненія; въ самомъ дЬлЬ, 
сумма коэоФищентовъ при 2 и у больше извЪстнаго члена, а потому даже при 
самыхъ малыхъ цфлыхъ положительныхъ значевіяхъ неизвъетныхъ, при 2 == 1 
и у 1, первая часть уравненія больше второй. Вообще, если въ уравнеши 


ал -- Бу 0 им%емъ 2-0 > с, оно не имфетъ цфлыхъ положительныхъ 
рЪшеній. 


П. Уравнеше а^ -|- ру = — с, въ которомъ коэоФищенты при неизвћ- 
стныхъ положительны, а извфетный членъ отрицателенъ, не имфетъ положи- 
тельныхъ ршенй, не цълыхъ, ни дробныхъ, ибо сумма положительныхъ чи- 
сель не можетъ равняться отрицательному чиелу. 


Ш. Цфлыя ръшенія уравневія а — у = с, 148 с2 0, выражаются Фор- 
мулами: 


х =а4-6, у= 84-а; 
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чтобы выбрать изъ нихъ только положительныя, надо ръшить неравенства 
«4-52 0, 8-02 0, 


откуда бын аи 


т? 
отсюда очевидно, что всякое цфлое значен!е #, большее большей изъ дробей — 


а В : А 
77 1 =? Дастъ цфлыя положительныя рЕшенія; а такъ какъ такихъ значеній 


$ безконечно много, то ур. допускавтъ безчисленное множество цфлыхъ положи- 
тельныхь рЕшеній. 


Примъръ. — Выше мы нашли, что цфлыя р%шенія. уравненія 
6% — 5у == 21 выражаются формулами: 
===14- 5, у=— 3-66; 
а предфлы для # опредфляются неравенствами 
14540, —3-6#> 0, 


откуда: #2 — 4 > >. 





а р 
Заключаемъ, что већ цфлыя числа, большія 5) 7. 6. и а 


до -- со даютъ цълыя положительныя значеня = и у. 
491. Примъчаще. Ќотда число цфлыхъ положительныхъ ръшеній ограни- 
ченное, его можно опредёлить, съ точностью до 1, не ръшая уравневія. 
Әтотъ случай представляется тогда, когда а и 6 имфютъ одинаковые зна- 
ки, и для $ получается два предвла—нисшй и высшій, именно 
а д 
> — — < 
И = Ъ иі < а? 
откуда видно, что уравненіе ах-|-бу==е пмћетъ столько цфлыхъ положитель- 
ныхъ рЬшеній, сколько есть цёлыхъ, положительныхъ или отрицательныхъ 


чиселъ, между — и Р. 


5 & 
Т случай. — Числа + 


и Ё — дробныя. 
Пусть будутъ — р? и ЕЕ цфлыя числа, изъ которыхъ первое 


а 


меньше 
7 


В а 
э. второе больше т" Между двумя целыми числами — т — и 


ии содержится столько послФдовательныхь цфлыхьъ чисель, сколько еди- 
@ 


ниць безъ одной заключается въ ихъ разности. Олъд. число » цълыхъ п020- 
жительныхъ рЪшеній уравненя будетъ 


в (р) Е рр а. 


Но какъ а и В суть ршенія даннаго ур нія, то число аах -|- 58 равно с, 
и потому 


п ав НИИ-1. 
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, | 
Пусть цфяая часть частнаго ср равна 4, а дополнительная дробь |»; тогда 


ю=9-#4- А41... . (1). 
- а в 
Такъ какъ, по положенію, — рои с не цълыя числа, то Гир суть 
числа положительныя, отличныя 0тъ нуля, и меньшія 1, а потому число 
т-ЕА--Ь—1, будучи цфлымъ, можетъ равняться только 0 или 1, такъ что 


п равно 9 или 9-1. ох 
ІІ случай. — Одно изъ чиссљъ: —т и ё. или оба — цьлия. 
4 | а 
Если — 77 3020 цёлое, то можно взять # равнымъ — ия будетъ 


равенъ нулю, между тъмъ какъ у будеть имфть величину положительную и 
цЪлую, равную частному отъ раздфлен!я с на 5. Въ такомъ случа при дока- 


& 
зательств® беремъ цфлое число, предшествующее —-› Т. 6. полагаеть ре: 


Подобное же замфчан!е относится и къ случаю когда + будеть цфлое число; 
а 
и тогда, при этихъ новыхъ условяхъ, Формула (1) всегда примфнима. 


& 
Полагая, что только одно изъ чиселъ ее. Е — целое, цёлоё число 


Г--А 1-0 —1 приводится къ- еумм двухъ чиселъ, отличныхь отъ нуля и 


меньшихъ, каждое, паниар: оно е слёд., 1, а потому число ръшеній бу- 
детъ 0+4. ру" 


Пусть, затфмъ, оба числа; — и 2 цёлыя. Числа Г и Ё, будуть 
оба равны 1, и легко подавать, что. ћ Аде. 0. Въ самомъ д, какъ ска- 
зано выше, – есть Двое число, олд. с длится на 6; 2 веть цвлОе чис- 


ло, олд. с длится на о, а потому и на аб. Такимъ базе: 0, 
АУ, олд. ЃУ4- А, 0 —1 равно 1, и =; -|- 1. Итакъ, число цф- 
лыхъ положительныхъ рЬшеній уравненія ах -|- бу == с равно 9 или 4-|-1, на- 
зывая буквою д дЪлую часть частнаго отъ раздленія с на аб. (Приэтомъ 0 
принимается числомъ положательнымъ). 

Напр. для ур-ній 52 -|- Зу=2 и 7=-- 5у=39 число рЪшеній = 9; дее 
уравненій 42 -|- 37 = 11 и 72 - 3у = 61 оно равно 9-1. 

422. Для примфнен!я изложенной твори ръщимъ слёдующія три задачи. 

1 ЗАДАЧА. — Выдать 78 рублей одними 5-ти и 3-хъ рублевыми биле- 
тами, не имъя никакихъ дру». 

Положимъ, что для этого нужно выдать пятирублевыхъ билетовъ х, а 
трехрублевыхъ у; уравненіе, очевидно. будетъ: 

52-Е 3у = 18. 
Задача требуетъ цћлыхъ положительныхъ рёшеній; и по к0эФФиЦціентамъ 


при х и у видно, что ур-ніе имъетъ цёлыя рёщшенія. Раздливъ вее ур. на 3, 
находимъ 


у; 
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ЕЯ 
полагая =, тд +— плов число, тотчасъ имћемъ: 


0:81, у= 26 — 51. 
Чтобы х и у были положительными, необходимо, чтобы 
32 = 0) (вели 0 включить въ число положит. 0: 


т 
Е 


26 — 512 0, откуда < или 5 
Итакъ, полагая ! 
+ 0, 1, 2, 3, 4, 5, неам, 
а х= 0, 3, 6, 9, 12, 15, 
у=26, 21, 16, 11, 6, 1. 


Отсюда видно, что выдать 78 руб. требуемымъ образомъ можно шестью 
различными способами, именно: 


Е! 


1) Давая 26 билетовъ въ 3 рубля и ни одного въ 5 рублей; или 


9) › 21 › » » 3 билета » ИЛИ 
3) › 16 > М > 6 › > ; ИЛИ 
4) » 11 › » › 9 › › ; ИЛИ 
5) > 6 > > > 12 > > > ИЛИ 
6) > 1 › » › 15 › > 


П злдАЧА, Извюстно, что пріемами элементарной леометри (т. е. по- 
средствомь циркуля и линейки) можно раздњлить окружность какъ на 6, 
такъ и на 5 равныль частей. Как» и сколькими способами можно съ помо- 

, ага 1 
лю этилљ частей найти те часть окружности? 


Очевидно, что нужно найти такія дв дроби съ знаменателями 5 и 6, ко- 
1 
торыхъ разность равнялась-бы 715} Пазвавъ числители этихъ дробей буквами 
2 и у, имћемъ: 


а а о А 
7515 05 6 18 (2). 


г 5 
Ръшаемъ ур. (1); по освобожденш өтъ знаменателей имфемъ: 
5% — 6у = 2; 
раздёливъ 06% части на 2 и положивъ =, получимъ ур-ніе 
ба — 3у1, 
откуда 2 == — 1 -|- 31, а сл%д. 
д=— 2-6; 
затфмъ у=— 2 -- 5. 
Чтобы х и у были > 0, нужно чтобы было: #> г $> 5. Полагая 


1—1, 2, За 6... 6 
находимъ: 2—4, 10, 16;...... 
| а Е С 
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Птакъ, наименьшія значенія хи у, дающія простфйшее ръшеніе задачи, 


А 4 2 .3 
суть: х=4 и у=3, т. е.: отъ < или 5; окружности нужно отнять =. өя, 


и остатокъ дасть —- окружности. 


1 
15 
РЪшая ур-віе (2), или, по освобожденіи отъ дробей, уравненіе: бу — 52: 2, 
находимъ: 
1—2 — 6%, 


у= — 5, 
предёлы для № суть: #< 1, #< 2 • Полагая. 


1—0, —1 — 2, —– 3,8... ... 
имћемъ: 2—4, 8, 14, 20; аә 
у= 2, 7, 12, РА А 

Итакъ, при этомъ способ, простёйшее ръшеніе задачи будетъ 2=2 и 


ус=2, т. в. вычтя изъ дуги, равной 5 окр. ди окр., получимъ въ 


остатк% 2. окружности. 


Ш ЗАДАЧА. Зубчатое колесо съ 17-ю зубцами захватъываетъ зубцы дру- 
1а10 колеса съ 18-ю зубцами. Сколько оборотовъ должно сдњлать каждое изъ 
нить, чтобы каждый зубець первало побываль въ каждомь промежуткњ 
вторало? 

Пусть первое колесо должно сдфлать 2 оборотовъ, а второе у. Когда пер- 
вое обернется одинъ разъ, его 17 зубцовъ зацфиять послфдовательно столько 
же промежутковъ втораго; слъд. при = оборотахъ 172 зубцовъ зацёпять 13у 
промежутковъ между зубцами втораго. Но при = оборотахъ каждый зубецъ дол- 
женъ зацфпить каждый промежутокъ, олд. 

175—139, 
откуда: 2 137, у= 176. 

Чтобы = и у были положительны, нужно # давать веъ цЪлыя значенія, 
начиная съ 1. Такимъ образомъ, требуемое будетъ имфть мъсто черезъ 13 обо- 
ротовъ (вообще 137) перваго, или 17 (вообще 17) оборотовъ втораго. 


2. Ръшеніе системы уравненій, въ которой число неизв%- 
стныхъ однимъ больше числа уравненій. 


423. Возьмемъ 2 ур-нія съ З неизвфетными: 
ах-- ву се=а..... (1) 
ве у--е2=@. (0 
Кола въ каждомъ изъ нихъ или въ одномъ ве четыре коэефищента им%- 


ють общаго множителя, то предварительно на него сокращаютъ уравненіе; ае 
это сдълано, и оба уравненя приведены въ простъйшій ВИДЪ. 
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Чтобы каждое ур-ніе въ отдёльности принимало пфлыя рёшенія, необхо- 
димо, чтобы въ каждомъ већ три коэъоиціента: при =,у и г были первые меж- 
ду собою, т. е. а, Би с — первые между собою, и а, К и с — между собою. 
Въ самомъ д®лћ, пусть напр. а, 6 и с имфютъ общаго множителя т, на ко- 
торый @ не дълитоя; въ такомъ случаћ частныя 


а Г!) 
—=а = и — = 
т 


будуть цълыя; отсюда 
аат, В=т, ест. 
Подставляя въ ур. (1) и сокращая на т, найдемъ 


аа —- "у У- си — а 


т 

При цълыхъ 2, у и г первая часть предетавляетъ число цфлое, тогда какъ 
вторая есть дробь; елд. ур-н1е не имфеть цфлыхъ рёшеній. 

РБшая одно ур-віе съ 2 неизвъстными: а= |- Бу = с мы видфли, что когда 
а и $ — числа первыя между собою, ур-ніе необходимо иметь цёлыя ръшенія; 
слёд. условіе, что для цълыхъ решен! коэофищенты а и © должны быть пер- 
выми между собою, было въ этомъ случав условіємъ необходимым» и доста- 
точным», 

Что же касается взятой системы 2-хъ ур-ній съ 3 неизвфетными, то въ 
каждомъ ур-нін коэФовціенты могуть быть числами первыми между 00600, а 
ур-нія могугъ и не имьть цълыхъ ршеній; елд. условіе это для данной си- 


стемы, будучи необходимымъ, можетъ быть еще недостаточнымъ (см. дале слу- 
чай П). 


424. Пріемъ рёшешя состоптъ въ исключени одного изъ неизвжетныхъ; 
поключивъ, напр., 2, найдемъ: | 


(ас — ае) -|- (Бс — Ыс)у ас — де... . (3). 
При этомъ могуть представиться слёдующіе 3 случая: 


425. Первый случай. — Если коэхоищенты при 2 и у въ үр-ніи (3) — 
числа первыя между собою, то, какъ извъстно, ур-ніе это необходимо имфетъ 
цфлыя ръленія. Если одна пара этихъ ръшевій будетъ х и В, то већ цълыя 
ръшенія выразятея Формулами: 


2==9-|- (16—56) 4, 
у= В — (ас — а'с).4. 
Подетавивъ ихъ въ ур. (1), найдемъ 
са — с(аЪ — аъ) = й — аа — 3. 
Первая часть длится на с; если раздёяится и вторая часть, то ур. бу- 


детъ имфть цфлыя рёшешя, въ противномь случа —нътъ. Пусть дЪленів 4 — 
ах — 8 на с совершается безъ остатка и пусть 


й — аа — 3 
= =ү,...@) 


тогда а — (а — Ба) ү, 
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откуда а=ү- (а — Ба). 


[Изъ (4) имћемъ: ах -- 58 -|- сү, т. е. а, В и у обращають 1-0е ур- 
нів въ тождество, а потому составляютъ систему ЦВЛЫХЬ ръшевій этого ур-нія]. 


Итакъ, имфемъ симметричныя Формулы 
д=а-| (60 — Ье).?, 
У=В- (са — ас), 
2==ү-|- (а — 00): 
цфлыя $ дадутъ цёяыя же значенія и для 5, у и 2. 
Положивъ для краткости: 





Бс — Бсср, са —а6=9, а —– аъ, 
найдемъ 
х—а-Нрь 0—84, г=у и. 
Если бы по смысяу задачи требовалось найти для 2, у, 2 цђлыя положи- 
тельныя числа, то пришлось бы рёшить совмфетныя неравенства 


«--ё>о, В+-@>0, УИ, 
которыя дадуть три пред%ла для #. 

Если вс эти предфлы одного смысла, то: 1) когда вов они нисшіе, то 
нужно давать # веъ цёлыя значенія, большія большаго изъ нихъ; 2) если већ 
три предфла высшів, то надо давать # већ цфлыя значенія, меньшія меньшаго 
изъ нихъ; въ томъ и другомъ случа ур-ніє имћетъ безчисленное множество 
цЪлыхъ положительныхъ ръшеній. Если предфлы не већ одного смысла, то 
нужно давать $ ве цфлыя значенія, содержащіяся между этими предфлами: чи- 
сло цфлыхъ положительныхъ рЪшеній будетъ, слФдовательно, ограниченное На- 
конецъ, если предфлы получатся противоръчащіе, то ур-вія не имъютъ цЪлыхъ 
положительныхъ рфшенй. 

Примъръ. — Рёшить ур-нія 

152 4- 35у +- 352 = 385, 
62 -- Зу-{ 82—104. 

Вс® коэфеищенты перваго ур-нія имфютъ общаго множителя 5, на кото- 

рый и сокращаемъ это ур-ніе, посл чего получимъ систему 
32 + Чу -- 72=17, 
65 | Эу-|- 82 104. 

Въ каждомъ изъ этихъ ур-ній въ отдфльности коэфФиціенты ири неизвњ- 
стныхь числа первыя между собою; стало быть, возможно, что үр-нія имћютъ 
цфлыя рёшеня. Предварительно сдълаемъ нфкоторыя упрощеня. Въ первомъ 
ур-ніи коэФоищенты 7, 7 и 77 длятся на 7; раздёливъ объ части на это чи- 
сло, найдемъ ур-н!е 


у #=11; 


2 4 / 
замфчая, что = должно быть цълымъ, полагаемъ 7 == 27, Откуда 


2=—=1%, 
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а уравнене принимаетъ видъ 


82 4-0 4- 2=11.... (1) 
Во второмъ уравненіи коэфиціенты 6, 8 и 104 длятся На 2; по сокра- 
щенш на это число, получимъ 


32 2 4250; 


4 
такъ какъ 5. должно быть цёлымъ, то положивъ = у’, откуда у—2у’, имфемъ 


За 9у 42=52.... (2) , 
Внося въ ур. (1) 2у’выфето у, а во (2’) 7х’ вмъсто х, найдемъ: 
Зи 4-е, 
21а + 90у - 42 52. 
Умноживъ первое изъ этихъ ур-ній на 4 и вычтя второе, мы иселючимъ 
е и получимъ (по умножени на — 1): 
927 9:8, 
откуда У=8— 927. 
Отсюда видно, что всякому цілому х’ соотвЪтетвуетъь цёлый у’. ‚Внося эту 
величину у’ въ ур-не 32 + 3у'-|-2=11, находимъ 
— 152 4 а= — 5, 
откуда а= — 5 4 152, 
елд. цёлону а соотрётетвувть и цфлый 2. Такимъ образомъ, у и 2 выражены 


черезъ 2, самый же 2 произволенъ. Находимъ теперь Формулы для х, у, 2 
они будугъ 


иные. 
у—16 — 182, 
2—5 152, 


тд 2 — произвольное цёлое число. 
Если надо имфть цлыя положительныя величины неизветныхь, то рћ- 
шаемъ неравннетва 


Та > 0, 16 — 18220 и —– 54-152 0, 


откуда 2 > 0, < 8, =>. 


1 1 
Предфлы одного свойства (0 И $) приводятся къ одному: ==, след. дол- 
жно быть: 
1 ‚ - 8 
—_ Ня —_® 
5 < а < 9} | 
а какъ между этими предфлами нётъ цлыхъ чиселъ, то заключаемъ, что урав- 
ненія не допускаютъ цфлыхъ положительныхъ рЪшеній, 
426. Второй случай. — Если коэфФиціенты ас — са’ и Бс — с имфютъ 


общаго множителя №, который не дёлитъ 4е’— са’, ур. (3) не будеть имћть 
цлыхъ рЪшеній, а елъд. и данныя уравненія не будуть ихъ им%ть. 
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Примъръ. Такъ, уравненія 
5х | 4у — 82—11, ы 
4:4 71у 4 92 26 
имютъ, каждое, коэфоиціенты при =, у, = первые между собою, но не допус- 


каютъ цълыхъ ръшеній. Въ самомъ дфл%, умноживъ первое на 3 и сложивъ 
со вторымъ, найдемъ 


192 +- 19у: 59, 


въ которомъ коэотиціенты при хи у имютъ общаго множителя 19, на кото- 
рый 59 не д%лится. 


Точно также не имъютъ цълыхъ ршеній и үр-нія, выводимыя изъ дан- 
ныхъ исключеніемъ х или у. Первое было бы 
86 
19у +4 572 =86, или у-| 32 = т 
а второе 


9 27 
192 — 572== — 27, или 52 —– 32== — те 
оба неразрёшимы въ дёлыхъ числахъ. 


_ 427. Третій случай. Если вс три количества ас’— са, Бе — с’ и 
йс — сй имфютъ общаго множителя №, то раздфливъ вее ур-ніе на # и назвавъ 
частныя отъ раздёленя этихъ количествъ на / буквами 2р, м и р, получимъ ур. 

тг -|- ту == р. 


Если т и ж — числа первыя между собою, то найдемъ цълыя рёшенія 
для 2 и у вида: 


дса — пі, у= 8 -|- ті. 
Подставляя въ одно изъ данныхъ уравненій, напр. въ 1-08, получимъ 
үр-ніе въ 2 и #; вели оно попускаеть цфлыя ръшенія, он® будуть вида: 
а= ү-| 0, И 1—84. 


Подставляя выраженіе для $ въ Формулы 2 и у, выразимъ већ три не- 
извфетныя черезъ #; итакъ 


д (а — 0$) — ий; 
0=(8-- 8) тт; 
2=1- 4. 
Цфлыя значення # дадуть таковыя же и для =, уп 2. 
Примър ъ. Пусть даны ур-нія 
6 — Ту - 22—21... . (1) 
82 - 5у 4 62—49 . . .. (2). 
Искдючивъ 2, находимъ 
102 — 26у = 14, 
или, по сокращеніи на 2: 
5% — 18у==71, 
откуда: 2==4 131 у—1— 5. 
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Подетановка въ (1) дастъ: 


— 43#4- 222-4, = 
ИЛИ — 28 4 2 2. 
Положивъ а —#, откуда ё 217, получимъ 
| — 437 4-29; 
елд. 2—=2--437, #= ор, у 


Окончательно: 
д=4—267, у—1— 107, 2=2-443#.. 


Легко видфть, что данная система не допускаетъ цълыхъ положительныхъ 
ръшеній. 


428, ЗАДАЧА. Найти число, которое при раздњленіи на 11, на 17 и на 
23, давало-бы посльдовательно. остатки 4, 9 и. 10. 


Обозначивъ частныя соотв®тственно буквами =, у и г, а искомое чиело 
буквою №, им%емъ: 


аф, ПЕ 20, ИЛИ: 
==115 44, №==17у +9, №=232 +10, 
откуда получаемъ два уравненія: 
1124 4=17у4-9 и 112-4 232-10, 
которыя можно представить въ вид®: 
112 — 17у=5 .... (1) 
115 —232=6.... (2). 
Изъ (1) имфемъ: 
РЕМИ у Э у 5, 


полагая 





7 — откуда у=1 — 114, 


Подставляя вмфето у его величину въ выраженіе =, получимъ 





И | у=—1 — 112. 
Подставляя выражевіе 2 въ ур. (2), находимъ 
11(2— 174) — 2326, или 187#--232=16.... (3). 
Отсюда = И 8Е 4- вее, 
16—31, 
полагая = -==/, ШЛИ 3#-|- 23—16, откуда 
10—28, 


і — Б-Р — Р-Р, полагая аар 
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Изъ послъднято ур-нія имфемъ: # =—1--3#”. Обратная подстановка да- 
етъ послвдовательно: 2 
5 — 8(— 14 37) 027 13 — 237"; 
а= — 8(13 — 237") — 1 | 327 = —– 105 + 1877. 
Остается хи у выразить въ зависимости отъ #”; получимъ: 
а= — 219-|- 3917”, 
у= — 142 -|- 253, , 
а==— 105 - 1872. 

Взявъ для М одну изъ трехъ Формулъ этого числа, напр. №112 -- 4 

и подставивъ виЪсто х найденное выражен!е, имъемъ: : 
№=11(— 219 -- 3917) {4 =— 2405 -- 4301”. 

Это и есть общая Формула већхъ чиселъ, имфющихъ то свойство, что при 
двленіи на 11, 17 и 23, они даютъ остатки, соотвътетвенно ровные 4, 9 и 10. 
Полагая #' == 0), 1, 2, ...., —1, — 2, . . .. находимъ цёлый рядъ чи- 
селъ этого свойства. Такъ: а 

іс 0 даетъ № = — 2405; 
$—1 даетъ №= 1896; ит. д. 

сли бы требовалось найти наименьшее положительное число даннаго свой- 
. етва, то оно соотвфтетвовало бы наименьшему цълому #”, дающему для № — 
положительное значеніе. Такое ѓ' опредфляется изъ условія: — 2405---4301#”>0, 
и есть #’=—1; соотвътствующая величина № равна 1896. 

429. Подобнымъ же образомъ рёшается всякая система ур-вій, въ кото- 
рой число неизвЪстныхъ однимъ больше числа уравнен!й, потому-что послЪдо- 
вательныя искяюченія неизвъствыхъ всегда приведутъ къ одному ур-нію съ 2 
неизвфстными. Пусть для прим%ра дана 

ЗАДАЧА. Найти число, которое при раздњленіи на 5, 6, Ти 8 давало-бы 
послъдовательные остатки 3, 1, 0иб5. . 

Обозначивъ искомое число буквою № а частныя по порядку буквами =, 7, 
2 и и, находимъ: 

№5248, №М=6у-1, №=72, №М=8и-- 5; откуда 3 ур-нія 

1. 5а — бу==— 2, 
2. ба — 12==— 8, 
3. 5а — 8и 2. 

Въ данномъ случа нфтъ даже надобноста въ исключеніи неизвфетныхъ, 
ибо и безъ того каждое ур-віе содержитъ только два неизвъетныя. 

РЪшая ур-ніе 5х — бу=—= -— 2, находимъ: 

у==2 4-50, 22-2 -|- 6. 

Вставляя 2—2 -|- 6 въ уравненін (2), получаемъ ур-ніе 

72 — 3012—13, 
изъ котораго находимъ 
#——11--30#, = — 8-72. 
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Выразивъ х и у черезъ #, имфемъ 
2=—16--4%, у=— 18-357 
Ветавляя вм. 2 его выражене черезъ # въ ур. 3., имћемъ 
2107 — 8и 82, 
откуда: И=14- 4, и=16 44-105. 
Выражая и остальныя непзвћетныя черезъ #”, получаемъ 
226 4- 168+, 
у= 22 |140, 
219 + 1207, 
ш 16 +- 1057”. 
Вычисляя №, проще всего по ормулё № — 72, находимъ: 
№ = 133 + 8407. 


Итакъ, искомыя числа имбютъ видъ 133 -|- 8407; изъ нихъ наименьшее 
положительное —= 133. Е 


3. Рьшен1е въ цћлыхъ числахъ уравненія, содержащаго бо- 
л%е двухъ неизвћетныхъ. 


430. Ограничимея раземотръніемъ случая одного уравненія съ 3 неизвъ- 
ОТНЫЕИ, 

Пусть будетъ ах | бу -|- сг == 0 такое ур., въ которомъ а, 5, с и 9—чис- 
ла цфлыя. Прежде всего необходимо, чтобы коэФоищенты а, В и с не имли 
такого общаго множителя, который не заключается въ 4; иначе ур. не могло 
бы быть ршено въ пфлыхъ числахъ. Если же эти коэфоищенты имфють об- 
щаго множителя, содержащагося въ 4, то его удаляютъ сокращеніемъ; затъмъ 
могутъ представиться два случая: 1) изъ трехъ коэооищентовь а Ви с, шо 
крайней мър®, два—первые между собою (или а и Б, или а и с: или В и с), 
какъ напр. въ ур-ніи 125-- 11у-- 152: 141, тгд 12 и 11 — числа первыя 
между собою; 2) или каждые два коэеоищента имютъ общаго множителя, такъ- 
что нътъ ни одной пары коэоФиціентовъ первыхъ между собою; таково ур-ніе 


122 --15у- 202—181, 
въ которомъ 19 и 15 длятся на 3; 12 и 20 — на 4, а 15 и 20 -— на 5. 


481. Первый случай. Пусть а и 0— числа первыя между собою; перене- 

еемъ с2 во вторую часть и приложимъ къ ур-нію 
ах Бу — сг 
нріемъ $ 416, принимая на-время 2 за известное; такимъ образомь мы най- 
демъ Формулы 
х==а— Ы, у=84- а, 
въ которыхь а и 8 —цёлые относительно 2 полиномы первей степени. Давая 
2 и & произвольныя цзлыя значенія, найдемъ цфаыя значеня и для 2 и у. 
29 
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м ; 
Если неизвъстныя должны быть, еверхъ того, положительными, то даем% 
г произвольное, но цлов и положительное, значене, и полагаемъ 
2—50 п 84-а 0, 
откуда получимъ для 2 два предфла; смотря по тому, будутъ-ли эти предёлы 
одного смысла или разнаго, согласные между собою или противорћчащіе, полу- 
чится неограниченное число цћлыхъ положительныхъ ръшеній для = и у, или 
же ограниченное, или же такихъ рёшен! совефыъ не будетъ. Такимъ образомъ 
поступаютъ по отношенію ко всякому цћълому положительному значенію 2. 
Примъръ. Пусть дано ур-ніе 
52 + Зу — 12241. 
Такъ какъ 5 и 8 числа первыя между собою, то указанный пріемъ при-, 
мЪнимъ къ этому уравненію. Итакъ 
52 -- 8у — 41 -|- 122, 


откуда а 18и 80 в зи зу РЕ2099, 


ИЛИ х—=8- 22—25 Ь 


полагая ира = или 29у — 5— — 1 — 22. Отсюда 


у 2068 Ни, 


полагая 10 иди 4—1 27. 


Это значеніе, подставленное въ у, даетъ 
у==—24|2 4-47 4-1 или у= —2- 2 4- 5. 
Подетавляя найденныя для у и # величины въ Формулу 2, получимъ 
0-8 -|- 22-4 22— 4 — 1074-1-22 = 5 -- 42—87. ` 
Если ищемъ для 2, у и 2 только положительныя цёлыя значенія, то 
‹опредъляя предфлы для #, получимъ 


== 8 Е, 








424-5. 2—9 
8 23 5 


положительныя значенія, то, включая сюда и 0, имфемъ: 
#=0, 112... .д +оо. 








41 
Отсюда: › (1. 222 —— тз, а Бакъ для 2 беремъ только 


При 2—0 находимъ Ё > –5 И Ё < 5, слфд. можно положить только 
2 = 0, что дасть: #=5 и у=4. | 

При 2—1 ицфемъ 2—5 и < 11, сл. можно взять # :— () и 2—1, 
что даетъ: 


= РЕР и 5 
рысь. ЕЕ Оу АЕО 
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При 2 = 2 находимъ > 0 и < 15; сл®д. можно взять 7—0 (ибо 
усдовіе {> 0 не исключаеть равенства) и # — 1. 

При #7 == 0) имфемъ: у= 0, === 13; 
при 7 — 1 > у=5, = 5; 


При 2 = 3 получаемъ # > Е и < 825 слъд. можно взять: # 1 и 
5 8 


== 2, что дастъ: | 

Г—1.... у=4, д=9; #=%.... 99, 2-1. 

Продолжая такимъ образомъ, получимъ сколько угодно системь цёлыхъ 
подожительныхъ рёшенй. 

482. Бторой случай. Положимъ теперь, что между тремя коэофищентами 
нЪть ни одной пары взаимно-первыхъ. Назовемъ буквою # общато наиб. дВли- 


теля, напр., для аи 6; и пусть а’ и б будеть частныя отъ раздълевія а и Б 
на №. Ур. будетъ | 


рад Ву -- сг, 


, 80 — сг 
откуда а-у = — 


Полагая, что первая часть есть число цфлое, необходимо, чтобы и вторая 
равнялась ифлому числу, напр. # въ такомъ случаћ 


а: 45у... . . (1) 
и 860 иши сг 0... .. (2). 








Но а’ и Б первыя между собою, какъ частныя отъ раздёлевія о и 6 на 
ихъ общ. наиб. дл. №; а потому ур. (1) имћетъ пёлыя рЪшенія вида: 
х—=а— Е и у=8-+-а!/ ... (3) 
въ которомъ х и В суть цёлые полиномы первой стелени относительно г. 
Затъмъ, замфчая, что с и #— первыя между собою числа, потому — что 
множитель #, будучи общимъ для а и 5, не дфлатъ с; ур. (2) имћетъ, елћд., 
цёлыя ръшенія вида | 
#=у— М” и 1—40"... (4) 
подставляя эту величину { въ Формулы хи у, мы представимъ эти неизвф- 


стныя пфлыми полиномами первой степени въ {и /: между тъмъ какъ 2 за- 
ВИСИТЪ ТОЛЬКО отъ #”. 


Если вопросъ требуетъ еще, чтобы 2, у и 2 были положительными, то дол- 
жно выразить, что величины ихъ больше нуля; въ полученныхъ неравенствахъ 
нужно отдфлить / и / и такимъ образомъ получить предълы для этихъ не- 
опред%ленныхљъ; изъ теоріи неравенствъ мы знаемъ, что это не всегда возможно. 


Примъръ. — Пусть дано ур-віе 
бх — 10у + 152 37. 
Замфчая, что 6 и 10 имъютъ общаго дълителя 2, даемъ ур-нію видъ: 


3% — Бу = м, 
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и полагаемъ, что 


32 — 5у 1 и м, или 152-92 37. 


Изъ перваго находимъ 
У—=1— 3 и 1=2/—5Г. 
Изъ втораго имћемъ 
221—2" и 1-11-15. 
Ветавляя эту величину / въ выраженія у и 2, получимъ 
у ==11-4-15/ — 37 и === 22 4+ 801" — 5/. 
достаточно дать # и ?# какія угодно цлыя величины и такимъ образомъ 10: 
лучатся цёлыя значеня =, у и 2. 4 


Чтобы выдЪлить только положительныя, полагаемъ 
1—20 0; 11-157’ — 37 0; 2230—5750. 
Первое даетъ #” <>. Два другія можно написать такъ: 
82 — 157 <11 и 5 — 302 < 22, 
или, умноживъ первое на 2: 
62 — 3007 < 22 и 57 — 307 < 22. 
Изъ условія 22” << 1 имфемъ 307” < 15. Окладывая это неравенство съ каж- 
дымъ изъ двухъ предыдущихъ, находимъ условія 


60 < 37 и 57 < 37, 
изъ которыхъ второе заключеется въ первомъ. Итакъ, количеству # можно да- 
вать только значенія 





+6, 5, -4,....... . . д0 — оо 
Изъ неравенетвъ въ # и #’ находимъ 
6 — 99 БР — 99 
/ Е я > а 
і > 50 и > 30 


При положительныхъ # первый предълъ больше втораго, поэтому нужно 
удержать первый предёлъ. При отрицательныхъ # — наоборотъ, причемъ для #” 
слфдуетъ брать только величины между 0 и этамъ вторымъ предфломъ. 

Такимъ образомъ находимъ: 

Для #6; 5; 4 — нътъ соотвтствующихъ значеній для #”. 

При: 
"= 3 имфемъ: #—0; откуда = 7; == 9; 2=1. 
5; 


= 92 ‹ 0—0); ‹ * 12; ; 1. 
р е Е С Вс Е з 
‹ —1; ‹ 2; 2; З 
и = — 8 ‹ 0; ‹ 87; 20; 1 
‹ —1; Я 7; 5; 3 
ев ‹ 0), С: х=62; у—35; 2—1 
‹ —1; 32; 20; 3 
< — 2; < 2. 5; 5, 
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433. Задачи. 
Ршить въ цфлыхъ положительныхь числахъ уравненія: 
1. 52-70 -|- 4 56. 3. 52 -|- 8у— 29. 
2. у=134(18—а). 4. 1784-58 — 128 —441 — 192 4 159. 
5. 175 — Пу-+- 86. 6. 112 — 139 — 36у — 32 — 133. 
1 735 -- 17 _ 58у — 56 
7. 890 — 1440 == 1. 8. 15 — ЭТ 
9. 162 -|- 4у — 1830. 10. 2378 == 132 -|- 247. 
11. 1932 -|- 567у — 5028. 12. 72 5|- Зу = 1000. 


13. 38752 -- 29730 — 122362. 
* 14. д-- 39-2 52—44: 32-50 -- 72 68. 
15. 2-90 -- 32—50; 42 — Бу — 6 = — 66. 
16. 22-|- 50 — 7229; 32 4- 4у — 8—0. 
17. 324 5у 4|- 72—560; 92 -|- 25у -|- 49 = 2920. 
18. 62-|- 7и -|- 42 129, 1124 8и — 62: 145. 
19. 224-145 — 72—341; 102-4 4у -- 9 = 4713. 
20. 24 29 -|- 30—14; 95 39 4-42 94; 32-4 424 52 35. 
21. 75-1 44 4 92 = 89. 22. 82-135 -|- 172 = 89. 
98. 20—183 4 50 — 47. 94. 102+ 13у 82 = 143. 


2 
25. Дробь 53 представить въ видф суммы двухъ положительныхъ дробей съзна- 
менателями 9 и 18. 


96. Найти двЪ положительныя дроби съ знаменателями 11 и 13, разность кото- 


52 у 


рыхъ была бы == • 


27. Какъ раздфлить окружность круга на такія двћ дуги, чтобы число градусовъ 
одной длилось на 7, а второй, при разд$ленйн на 12, давало бы остатокъ 11. 


> 1 
28. Въ трехзначномъ числ крайняя лвая цифра составляеть > числа, обра- 


зуемаго двумя другими цифрами, & крайняя правая цифра = числа, образуемаго 


остальными двумя цифрами. Опредлить это трехзначное число? 


29. Садовникъ долженъ разсадить деревья, число которыхъ меньше 1000. Если 
онъ посадвть ихъ рядамн по 37 штукъ въ каждомъ ряду, то у него останется 8 
штукъ; если же онъ разсадитъ нхъ по 43 дерева въ каждомъ ряду, то у него оста- 
нется 11 штукъ. Сколько у него деревьевъ? 


30. Нито уложилъ въ ящикъ 100 книгъ, вФсившихъ 9 5. пуда. Каждый фолі- 


антъ вфсилъ 4 фунта, каждая книга 40—40 по 2 ф., а каждая 40—80 вЪеила > фун- 
та. Сколько книгъ каждато рода положено было въ ящикъ? 


31. Н\Ъкто купилъ на бирж 48 тоннъ хлфба за 10000 марокъ, причемъ тонна, 
пшеницы обошлась ему въ 260 марокъ, тонна ржи въ 190, а тонна овса въ 170 
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марокъ; при этомъ оказалось, что число тоннъ ржи длилось на 10. Сколько зерна 
каждаго рода онъ купить? - 


674 
32. Дробь ғс= представить въ вил суммы трехъ положительныхъ дробей, такъ 


чтобы сумма числителей раввязась суммы цифръ, изъ которыхъ составлены знаме- 
натели. . 9 


33. Владфлець фабрики, желая наѓрадить рабочихъ, расчиталъ, что если каждому 
мужчин дать по 5 р., каждой женщинЪ по 4 р., а каждому изъ несовершеннолт- 
нихъ рабочихъ по 2 р., то потребуется на все 156 р. Если же каждому изъ рабочихъ 
дать однимъ рублемъ меньше, то потребуется только 118 р. Сколько работаетъ на 
фабрик мүжчинъ, сколько женщинъ и сколько дЪтей? 

34, У однато хозяпна работали на `четырехъ фермахт: 12 рабочихъ на ВОВ, 
9 на второй, 8 на третьей и 6 на четвертой. Плата вефмъ равнялась 1350 руб. 
Плата рабочимъ на второй и третьей фермахъ равнялась въ сложности платф рабо- 
чпмъ первой, а каждый рабоч этой послЬдней получалъ вдвое больше рабочаго чет- 
вертой фермы. Какова могла быть плата каждому рабочему на каждой ферм, если 
извфетно, что эти платы составляли цфлыя числа рублей? 

35. Углы остроугольнаго А-ка длятся: одинъ на 7, другой на 9, третій на 11. 
Сколько градусовъ можеть содержать каждый уголъ? 


36. Для починки водопровода на протяженін 131 метра имъютея въ запас трубы 


2 1 
трехъ сортовъ: въ 1 5, Въ 2 -- и въ 3 метра длиною. Сколькими способами можно 


сдфлаль поправку трубами всфхъ трехъ родовъ? 


37. Дробь 11201 разложить на е ехъ положительныхъ дробей 
Ар 1400 разложить умму тр » дробей съ знамена- 


телями 11, 16 п 95? 


+ 


е 


ЗАМЂЧЕННЫЯ ПОГРЪШНОСТИ. 


Страница. Строка. Напечатано. Должно быть: 
53 . 19 сверху (а | 0)? (а -|- 5 
78 1 снизу АЗ — ВЗ АЗ -|- Вз 
106 З енпзу остатокъ х остатокъ В. 
176 Первая строка $ 164 должна быть замфчена 


словомъ: Опредъленя. 


189 На черт. 9: вт пересфченш окружности съ діа- 
гональю должна быть буква М. 
206 10 сверху —2а/а —2ауъ 
‚ 215 9 снизу 302021) 4 32 (у 1) 
= ао 
элт Зад. 102 д. 6: Ма 42 ИБ = \/ ауз үз + \° Е У Уз 
223 2 сверху давно бы дало бы 
ту тг 
В е 
228 8 сверху 8 Е 


"ГВ ЗГА и 


УЫ—— 




















